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摘 要： 线性正则变换是分数阶傅里叶变换的广义形式，由于其具有３个自由参数，故相比于分数阶傅里叶变
换有更强的灵活性．加伯变换作为短时傅里叶变换的特例，是信号处理领域中一种重要的时频分析工具．本文基于短
时傅里叶变换与线性正则变换的关系以及Ｇａｕｓｓｉａｎ函数在线性正则变换下的不变性，研究了加伯变换与线性正则变
换的关系，提出了一种修正的加伯变换形式，得到了当参变量满足一定条件时修正后的加伯变换与线性正则变换之间

具有时频平面仿射变换关系，进而研究了该关系在线性正则变换域上滤波器设计中的应用．仿真的结果验证了结论的
正确性，表明了滤波器设计方法的有效性．
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１ 引言

在时频分析领域，分数阶傅里叶变换（Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＲＦＴ）因其在处理非平稳信号尤其是
雷达信号中展现的独特魅力，故在理论与应用方面都取

得了长足的发展．然而，ＦＲＦＴ只有一个自由参数，使其
在处理大多数非平稳信号的过程中缺乏足够的灵活性，

随着更多自由参数的引入，作为 ＦＲＦＴ广义形式的含有
３个参变量的线性正则变换（ＬｉｎｅａｒＣａｎｏｎｉｃａｌＴｒａｎｓｆｏｒｍ，
ＬＣＴ）便应运而生．早在 ２０世纪 ７０年代，ＬＣＴ就由
Ｍｏｓｈｉｎｓｋｙ和Ｃｏｌｌｉｎｓ提出［１，２］，被用于微分方程求解和光
学系统分析［３］．

在利用ＬＣＴ处理非平稳信号的过程中，ＬＣＴ域上的

滤波器设计是关键性的技术，随着 ＬＣＴ快速离散算法
的提出［４］，迄今已有大量关于ＬＣＴ域上滤波器设计的研
究成果．１９９７年，Ｂａｒｓｈａｎ等人首次介绍了 ＬＣＴ域上滤波
器设计的相关问题［５］；２０００年～２００３年，国立台湾大学
贝苏章等人研究了 ＬＣＴ在时频滤波方面的初步应
用［６～９］；２００６年，Ｓｈａｒｍａ等人研究了基于 ＬＣＴ的多分量
时频信号分离问题［１０］；同年，贝苏章等人基于加伯变换

（ＧａｂｏｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＧＴ）与 ＦＲＦＴ之间的时频平面旋转变换
关系研究了 ＦＲＦＴ域上的滤波器设计问题，为研究 ＬＣＴ
域上的滤波器设计提供了一种新的思路［１１］；在此基础

上，２０１０年，向强等人从短时傅里叶变换（ＳｈｏｒｔＴｉｍｅ
ＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＳＴＦＴ）与 ＬＣＴ之间的关系出发，提出了
基于ＬＣＴ与 ＳＴＦＴ联合的时频分析方法并将之应用到多
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分量时频信号分离等问题上［１２，１３］．但是由于 ＳＴＦＴ中使
用的窗函数在时域与 ＬＣＴ域上往往具有不同的形式，
故ＳＴＦＴ与ＬＣＴ之间并不具有严格意义上的时频平面仿
射变换关系，这使得无法沿用贝苏章等人提出的方法

来研究 ＬＣＴ域上的滤波器设计问题．
为此，本文首先证明了 Ｇａｕｓｓｉａｎ函数的 ＬＣＴ仍为

Ｇａｕｓｓｉａｎ函数；然后根据 ＳＴＦＴ与 ＬＣＴ的关系，提出了一
种修正的ＧＴ表达式，并给出了当参变量满足一定的条
件时，修正后的ＧＴ与ＬＣＴ之间具有时频平面仿射变换
关系；最后简单介绍了该仿射变换关系在 ＬＣＴ域上滤
波器设计问题中的应用．计算机仿真结果验证了结论
的正确性以及滤波器设计方法应用于多分量时频信号

分离的有效性．

２ ＬＣＴ与ＧＴ的定义

２１ ＬＣＴ的定义
信号 ｆ（ｔ）以实数（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）为参变量并满足 ａｄ－

ｂｃ＝１的 ＬＣＴ定义式如下［３］：
Ｆ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）＝Ｌ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）［ｆ（ｔ）］

＝
１
ｊ２π槡 ｂｅ

ｊｄ２ｂｕ
２

∫
＋∞

－∞
ｅ－ｊ
１
ｂｕｔｅｊ

ａ
２ｂｔ

２

ｆ（ｔ）ｄｔ， ｂ≠０

槡ｄｅｊ
ｃｄ
２ｕ

２

ｆ（ｄｕ）， ｂ＝
{

０

（１）

当参数 ｂ＝０时，信号 ｆ（ｔ）的 ＬＣＴ仅仅是尺度变
换，并伴有幅度调制及二次相位调制．由不失一般性，
故在本文后续章节只考虑参数 ｂ≠０的情形．

当参变量（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）＝（ｃｏｓα，ｓｉｎα，－ｓｉｎα，ｃｏｓα）
时，ＬＣＴ变为ＦＲＦＴ．进而，当参变量（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）＝（０，１，
－１，０），即α＝π／２时，ＬＣＴ变为傅里叶变换（Ｆｏｕｒｉｅｒ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＴ）．

故而式（１）中的 ｕ域可看作时域、频域和分数阶傅
里叶变换域的统一，这里称这类新的时频域为线性正

则变换域．
ＬＣＴ有许多重要性质，例如：叠加性、可逆性（逆线

性正则变换）、时间移位性、频率移位性、时频移位性

等［１４］．
２２ ＧＴ的定义

信号 ｆ（ｔ）的ＧＴ定义式如下［１５，１６］：

Ｇｆ（ｔ，ω）＝
１
２槡π∫

＋∞

－∞
ｅ－（τ－ｔ）

２／２ｅ－ｊωτｆ（τ）ｄτ （２）

为使ＧＴ与 ＦＲＦＴ之间具有时频平面旋转变换关系，可
对ＧＴ修改如下［１１］：

珘Ｇｆ（ｔ，ω）＝
１
２槡π∫

＋∞

－∞
ｅ－（τ－ｔ）

２／２ｅ－ｊω（τ－ｔ／２）ｆ（τ）ｄτ （３）

为区别于ＧＴ，称之为修改 ＧＴ，并记为 ＭＧＴ．从而，可得
ＭＧＴ与ＦＲＦＴ之间具有时频平面旋转变换关系，即：

珘ＧＦ
α

（ｕ，ｖ）＝珘Ｇｆ（ｕｃｏｓα－ｖｓｉｎα，ｕｓｉｎα＋ｖｃｏｓα） （４）

其中 Ｆα（ｕ）为信号 ｆ（ｔ）的α阶ＦＲＦＴ
［１１］．

３ Ｇａｕｓｓｉａｎ窗函数的ＬＣＴ

设 Ｇａｕｓｓｉａｎ函数 ｇ（ｔ）＝ １
２槡πσ
ｅ－ｔ

２／（２σ
２
），其中σ为

标准差．根据式（１），ｇ（ｔ）的 ＬＣＴ可以表达为

Ｇ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）＝
１
ｊ２π槡 ｂ

１
２槡πσ∫

＋∞

－∞
ｅ－
ｔ２

２σ
２ｅｊ（

ｄ
２ｂｕ

２
－１ｂｕｔ＋

ａ
２ｂｔ

２
）ｄｔ

＝ １
ｊ２π槡 ｂ

１
２槡πσ
ｅｊ
ｄ
２ｂｕ

２

∫
＋∞

－∞
ｅ－
１
２［（
１
σ
２－ｊ
ａ
ｂ）ｔ

２
＋ｊ２ｂｕｔ］ｄｔ

＝ １
ｊ２π槡 ｂ

１
２槡πσ
ｅｊ
ｄ
２ｂｕ

２

ｅ
－１２

１
ｂ２（１
σ
２－ｊ
ａ
ｂ）
ｕ２

·∫
＋∞

－∞
ｅ
－１２（

１
σ
２－ｊ
ａ槡 ｂｔ＋

ｊ

ｂ １
σ
２－ｊ
ａ槡 ｂ

ｕ）２

ｄｔ

＝ １
２槡π

１
ｊｂ＋ａσ槡 ２

ｅ
１
２ｊ
ｂｄ＋ａｃσ

４

ｂ２＋ａ
２
σ
４ｕ
２

ｅ
－１２

１
ｂ２／σ

２
＋ａ
２
σ
２ｕ
２

（５）

从式（５）中可知，Ｇａｕｓｓｉａｎ函数的 ＬＣＴ为具有复变量的
Ｇａｕｓｓｉａｎ函数，并伴有幅度调制及二次相位调制．

４ ＳＴＦＴ与ＬＣＴ的关系

信号 ｆ（ｔ）的 ＳＴＦＴ定义式如下［１２，１３］：

Ｓｈｆ（ｔ，ω）＝
１
２槡π∫

＋∞

－∞
ｈ（τ－ｔ）ｅ－ｊωτｆ（τ）ｄτ （６）

其中，ｈ（ｔ）是窗函数，故 ＳＴＦＴ也称作加窗傅里叶变换
（ＷＦＴ）．结合式（２）与式（６）可得，当窗函数取 ｈ（ｔ）＝

ｅ－ｔ
２／２，ＳＴＦＴ变为 ＧＴ．类似于 ＭＧＴ，可定义修改的 ＳＴＦＴ

（ＭＳＴＦＴ）如下［１２，１３］：

珘Ｓｈｆ（ｔ，ω）＝
１
２槡π∫

＋∞

－∞
ｈ（τ－ｔ）ｅ－ｊω（τ－ｔ／２）ｆ（τ）ｄτ

（７）
假定 Ｆ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ），Ｈ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）分别是信号 ｆ（ｔ），

ｈ（ｔ）以实数（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）为参数的 ＬＣＴ，根据文献［１２，
１３］可得ＭＳＴＦＴ与ＬＣＴ之间的关系：

珘ＳＨＦ（ｕ，ｖ）＝珘Ｓｈｆ（ｄｕ－ｂｖ，－ｃｕ＋ａｖ） （８）
其中，珘ＳＨＦ（ｕ，ｖ）是 Ｆ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）以 Ｈ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）为窗函
数的ＭＳＴＦＴ，即：

珘ＳＨＦ（ｕ，ｖ）＝
１
２槡π∫

＋∞

－∞
Ｈ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（τ－ｕ）

·ｅ－ｊｖ（τ－ｕ／２）Ｆ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（τ）ｄτ

（９）

从关系式（８）可看出，由于式（７）与式（９）中的窗函
数分别为 ｈ（ｔ）和 Ｈ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ），但信号在时域和 ＬＣＴ
域往往具有不同形式，从而 ＭＳＴＦＴ与 ＬＣＴ之间不具有
严格意义上的时频平面仿射变换关系．事实上，考察

ＭＳＴＦＴ的特例 ＭＧＴ，取窗函数为 ｈ（ｔ）＝ｅ－ｔ
２／２，带入式
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（５）中，即令σ２＝１，可得 ｈ（ｔ）的ＬＣＴ

Ｈ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）＝
１
ｊｂ＋槡 ａ

ｅ
１
２ｊ
ｂｄ＋ａｃ
ｂ２＋ａ２

ｕ２ｅ－
１
２
１

ｂ２＋ａ２
ｕ２ （１０）

对比 ｈ（ｔ）＝ｅ－ｔ
２／２，虽然 ｈ（ｔ）和 Ｈ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）都是

Ｇａｕｓｓｉａｎ函数，但是二者通常具有不同的方差并且
Ｈ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）中存在额外的ｃｈｉｒｐ因子，因此

珘ＳｈＦ（ｕ，ｖ）≠Ｋ珘Ｓｈｆ（ｄｕ－ｂｖ，－ｃｕ＋ａｖ） （１１）
即：

珘ＧＦ（ｕ，ｖ）≠Ｋ珘Ｇｆ（ｄｕ－ｂｖ，－ｃｕ＋ａｖ） （１２）
其中，Ｋ是常数因子．从式（１２）可知，ＭＧＴ与 ＬＣＴ之间
不具有时频平面仿射变换关系．

５ 修正ＧＴ及其与ＬＣＴ的关系

根据上述分析，一般情形下 ＭＧＴ与 ＬＣＴ之间不具
有仿射变换关系，故需要对ＭＧＴ作进一步的修改．根据
式（８），要使ＭＳＴＦＴ与ＬＣＴ之间具有严格意义上的时频
平面仿射变换关系，只需寻找在时域和 ＬＣＴ域上具有

相同形式的窗函数．由式（５），高斯窗函数 ｅ－ｔ
２／（２σ

２
）的

ＬＣＴ为ｅ－ｔ
２／［２（ｂ２／σ

２＋ａ２σ
２
）］，若令σ

２＝ｂ２／σ２＋ａ２σ２，即σ２＝

ｂ２／（１－ａ２槡 ），则有

ｅ－ｔ
２／（２σ

２
）＝ｅ－ｔ

２／［２（ｂ２／σ
２＋ａ２σ

２
）］ （１３）

为此，进一步修改ＭＧＴ如下：

Ｇ^ｆ（ｔ，ω）＝
１
２槡π∫

＋∞

－∞
ｅ－（τ－ｔ）

２／［２ ｂ２／（１－ａ
２槡 ）］ｅ－ｊω（τ－ｔ／２）ｆ（τ）ｄτ

（１４）
为区别于ＧＴ和ＭＧＴ，称上述修改后的ＭＧＴ为修正 ＧＴ，

并记为 ＬＧＴ．从而，可得 ＬＧＴ与 ＬＣＴ的关系如下定理所
示：

定理１ 假定 Ｆ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）是信号 ｆ（ｔ）以实数（ａ，
ｂ，ｃ，ｄ）为参数的ＬＣＴ，如果参数满足 ａ＝ｄ，则有

Ｇ^Ｆ（ｕ，ｖ）＝
ｋ

ｂ２／（１－ａ２槡槡 ）
Ｇ^ｆ（ｄｕ－ｂｖ，－ｃｕ＋ａｖ）

（１５）
其中，^Ｇｆ（ｔ，ω）为信号 ｆ（ｔ）的 ＬＧＴ，^ＧＦ（ｕ，ｖ）为信号

Ｆ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）的 ＬＧＴ，ｋ＝ ｊｂ＋ａ ｂ２／（１－ａ２槡槡 ）．
证明：令

ｈ（ｔ）＝ １

２π ｂ２／（１－ａ２槡槡 ）
ｅ－ｔ

２／［２ ｂ２／（１－ａ２槡 ）］ （１６）

根据式（５）及 ａ＝ｄ，可得 ｈ（ｔ）的ＬＣＴ

Ｈ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）（ｕ）＝
１
２槡π
１
ｋｅ

－ ｕ２

２ ｂ２／（１－ａ２槡 ） （１７）

其中，ｋ＝ ｊｂ＋ａ ｂ２／（１－ａ２槡槡 ）．
将式（１６）及式（１７）带入式（７）～（９）中，则有

１
ｋ
Ｇ^Ｆ（ｕ，ｖ）＝

１

ｂ２／（１－ａ２槡槡 ）
Ｇ^ｆ（ｄｕ－ｂｖ，－ｃｕ＋ａｖ）

（１８）

即：^ＧＦ（ｕ，ｖ）＝
ｋ

ｂ２／（１－ａ２槡槡 ）
Ｇ^ｆ（ｄｕ－ｂｖ，－ｃｕ＋ａｖ）．

信号 ｆ（ｔ）＝
１， ｜ｔ｜≤３
０， ｜ｔ{ ｜＞３

，（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）＝（２／３，１，

－５／９，２／３），则Ｇ^ｆ（ｔ，ω）、^ＧＦ（ｔ，ω）及Ｇ^ｆ（ｄｔ－ｂω，－ｃｔ＋
ａω）的时频分布如图１所示．

定理 １及仿真的结果表明，当参变量满足 ａ＝ｄ
时，ＬＧＴ与 ＬＣＴ之间具有时频平面仿射变换关系．

６ ＬＣＴ域上滤波器设计

滤波器设计与信号分离是信号处理领域的重要研

究课题．文献［１１］表明，ＭＧＴ与 ＦＲＦＴ之间的时频平面
旋转变换关系应用于 ＦＲＦＴ域上的滤波器设计和信号

分离非常有效．因此，本章节主要讨论 ＬＧＴ与 ＬＣＴ之间
的时频平面仿射变换关系在 ＬＣＴ域上滤波器设计以及
多分量时频信号分离问题中的应用．同时，给出仿真以
验证所提时频滤波器设计方法的合理性和有效性．

ＬＣＴ域上带通滤波器设计的一般方法如下［１４］：
ｓ０（ｔ）＝Ｌ（ｄ，－ｂ，－ｃ，ａ）［Ｌ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）［ｆ（ｔ）］·Ｕ（ｕ）］

（１９）
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其中，Ｕ（ｕ）＝
１， ｕ１≤ｕ≤ｕ２
０{ ， 其它

．相应的低通、高通及带

阻滤波器设计方法与之类似，只不过滤波函数 Ｕ（ｕ）具
有不同的形式．

从式（１９）可知滤波器设计有两个关键步骤：

①ＬＣＴ的参变量（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）的选取．
②滤波函数 Ｕ（ｕ）中 ＬＣＴ域截止标准 ｕ１，ｕ２的确

定．
为此，基于定理１给出如下ＬＣＴ域上的滤波器设计

方法：

联合ＧＴ与ＬＣＴ的时频滤波器设计方法：对于信号
ｆ（ｔ），设计 ＬＣＴ域的乘性滤波器，则滤波器的输出为

ｓ０（ｔ）＝Ｌ（ａ，－ｂ，－ｃ，ａ）［Ｌ（ａ，ｂ，ｃ，ａ）［ｆ（ｔ）］·Ｕ（ｕ）］（２０）

其中，Ｕ（ｕ）＝
１， ｕ≤ｕ０
０， ｕ＞ｕ{

０
（或 Ｕ（ｕ）＝

１， ｕｕ０
０， ｕ＜ｕ{

０
，取

决于噪声在时频平面的分布情况）．上述滤波器设计问
题等价于存在参变量 ａ，ｂ使得在信号ｆ（ｔ）的 ＬＧＴ的时
频分布中，截止线（将纯净信号分量与噪声分量分割）

具有如下形式：

ｕ０（ａ，－ｃ）＋ｋ（－ｂ，ａ），ｋ∈（－∞，＋∞） （２１）
根据定理１，则有，在 Ｆ（ａ，ｂ，ｃ，ａ）（ｕ）的 ＬＧＴ的时频分布
中，截止线的方程变为

ｕ＝ｕ０， ｖ＝ｋ∈（－∞，＋∞） （２２）
即，截止线为垂直于 ｕ轴且与之相交于（ｕ０，０）的直线，
同时，纯净信号分量与噪声分量分别位于截止线两旁．

这表明，信号 ｆ（ｔ）在该 ＬＣＴ域上可实现解耦和．从而，
在该滤波器的作用下，位于截止线一边的噪声时频分

量被移除，同时保留另一边的纯净信号时频分量．
根据上述滤波器设计方法，可按如下步骤实现 ＬＣＴ

域上的滤波器设计．
步骤１ 寻找参变量 ａ，ｂ使得在信号ｆ（ｔ）的 ＬＧＴ

的时频分布中，截止线的斜率恰好为－ａ／ｂ．
步骤２ 根据步骤１中所得截止线计算其与时间

轴交点的横坐标 ｔ０，再由 ｕ０＝ａｔ０可得滤波函数 Ｕ（ｕ）
的 ＬＣＴ域截止标准．

步骤３ 根据 ＬＧＴ的时频分布中纯净信号与噪声
的分布情况确定滤波函数 Ｕ（ｕ）的形式．

如下例子表明上述滤波器设计方法应用于多分量

时频信号分离的有效性．令纯净信号

ｓ（ｔ）＝２ｃｏｓ（５ｔ）ｅ－０５ｔ
２

（２３）

两个噪声分别为 ｎ１（ｔ）＝ｅｊ０５（ｔ－１５）
２

，ｎ２（ｔ）＝ｅｊ０５（ｔ＋１５）
２

．
输入信号 ｆ（ｔ）＝ｓ（ｔ）＋ｎ１（ｔ）＋ｎ２（ｔ），通过搜索法

可得当参变量 ａ＝－０２９，ｂ＝０３２时，在信号 ｆ（ｔ）的
ＬＧＴ的时频分布中，两条截止线的斜率都为 －ａ／ｂ＝
０９且与时间轴交点的横坐标 ｔ０＝±１０；再由纯净信号
与两噪声的分布情况可得滤波函数 Ｕ（ｕ）＝
１， ｜ｕ｜≤－１０ａ
０， ｜ｕ｜＞－１０{ ａ

；最后带入式（２０）可得滤波器的输出

信号 ｓ０（ｔ）以及该信号与原纯净信号 ｓ（ｔ）的平均平方
误差为０１１％．计算机仿真结果如图２所示．
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７ 结束语

本文从ＭＧＴ与ＬＣＴ之间不具有时频平面仿射变换
关系出发，基于 ＳＴＦＴ与 ＬＣＴ的关系以及 Ｇａｕｓｓｉａｎ函数
在ＬＣＴ下的不变性，通过对ＭＧＴ作进一步的修改，提出
了一种修正的ＧＴ表达式，并记之为ＬＧＴ，得到了当参变
量满足 ａ＝ｄ时，ＬＧＴ与 ＬＣＴ之间具有时频平面仿射变
换关系，进而基于该关系，给出了联合 ＧＴ与 ＬＣＴ的时
频滤波器设计方法．仿真实例表明文中结论的正确性
以及所提滤波器设计方法应用于多分量时频信号分离

的有效性．
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