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摘 要： 克隆选择算法收敛速度估计是算法研究的一个难问题，目前还是处于初始的研究阶段．本文对一大类
精英保持策略克隆选择算法的收敛速度问题进行了研究．首先利用算法种群中最佳个体的定向转移概率导出最佳个
体的转移概率矩阵，针对实际应用中由于算法种群规模过大而导致该矩阵求取较困难的问题，将最佳个体的转移概率

矩阵构造成满足一定条件的矩阵范数，从而提出一种更为简单有效的算法平均收敛速度估计的新方法．对不同的精英
保持策略克隆选择算法进行了收敛速度估计仿真实验，其结果表明了该估计方法的有效性．
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１ 引言

人工免疫算法是一种受生物免疫机制启发而建立

的用于解决各种复杂问题的智能算法．作为人工免疫算
法的重要研究分支，克隆选择算法已受到越来越多的国

内外计算智能专家、学者的密切关注［１，２］．克隆选择算
法的研究虽然取得了不少成果，但主要还是集中在算法

的实现、改进与工程应用方面，理论性研究主要集中在

算法的全局收敛性方面．
近年来，不少专家学者以马尔可夫链理论为主要工

具，在克隆选择算法的极限收敛、依概率收敛、几乎处处

收敛等方面取得了部分研究成果［３～５］．收敛速度分析作
为克隆选择算法理论研究中的另一个重要问题，不仅可

从侧面来阐明算法的收敛性，而且对建立合适的停机准

则及恰当的度量标准以全面、客观地评价算法各种执行

策略具有重要意义［６］．由于算法的收敛速度不仅受算法
参数选择的影响，还受目标函数特性的影响，而且缺乏有

效的分析手段和方法，时至今日，关于克隆选择算法的收

敛速度研究还是处于初始阶段，其研究成果还鲜有见报

道，尚无严格的理论结论，这种一般数学基础的缺乏正限

制着克隆选择算法的进一步推广、发展和应用［７］．
目前关于克隆选择算法收敛速度的研究方法大多

是基于马尔可夫链理论，通过研究算法的状态转移矩阵

的特征值来对算法的收敛速度进行估计［８］．首先，该方
法是通过对状态转移矩阵中小于１的最大特征值的估
计来得到算法的近似收敛速度，然而特征值的合理估计

需要进一步讨论．其次，该方法的收敛速度估计过于保
守，因为这种方法得到的最终稳态分布中，抗体种群中

完全由满意解组成．在算法实际应用中，我们往往只需
要最终的稳态分布中只有某个或某些抗体的亲和度
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达到最优解，而不需所有抗体都达到最优解．
文献［９］给出了一种免疫遗传算法收敛到最优解

的时间期望具体表达式，该方法计算复杂，并且依赖于

算法的具体算子，结论中尚有需要进一步讨论的参数．
文献［１０］对一种改进的克隆选择算法提出一种基

于马尔可夫链模型的依概率收敛速度估计方法，得到

的结果是一种概率形式表达式，在算法具体实际的应

用中并不适合．重要的是，基于这些方法取得一些定性
的研究成果且只适用于某些特定形式的克隆选择算

法，难以形成对一般克隆选择算法收敛速度的估计，仍

不具有代表性［１１］．
精英保持策略是保证算法收敛的基本条件，现已

众多改进的克隆选择算法都是以此为基础进行改进

的，本文借鉴遗传算法中收敛速度的分析方法，针对一

大类精英保持策略的克隆选择算法（ＥｌｉｔｉｓｔＣｌｏｎａｌＳｅｌｅｃ
ｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＥＣＳＡ），运用随机过程相关知识，从最佳
个体的转移概率矩阵出发，将最佳个体的转移概率矩

阵构造成满足一定条件的矩阵范数，从而提出一种更

具简单有效的一类 ＥＣＳＡ平均收敛速度估计的新方法，
并对不同的精英保持策略的克隆选择算法进行仿真实

验，实验结果验证了该收敛速度估计方法的有效性．

２ 精英保持策略克隆选择算法

克隆选择机理是生物免疫学最著名的机理之

一［１２］．基于该机理的克隆选择算法其基本思想是将待
求目标函数视为抗原，函数的可行解视为抗体，抗体和

抗原的亲和度对应着可行解的函数值．只有那些识别
抗原的细胞才分裂扩增，相对那些不能识别抗原的细

胞而被选择，被选择的细胞受制于亲和度成熟过程．克
隆选择算法本身所具备的特性，决定了算法对于各种

优化问题的求解有着巨大的潜力，可以预见克隆选择

算法将会在优化领域中得到广泛的应用．
其中ＤｅＣａｓｔｒｏ于 ２００２年提出的 ＣＬＯＮＡＬＧ算法是

近年来最具代表性的一种克隆选择算法［１３］，它的出现

标志着从免疫自身机理出发开发智能算法解决优化问

题的开始，之后研究人员从不同的角度借鉴克隆选择

机理，相继提出了不同的克隆选择算法，大部分算法都

是基于精英保持策略改进而来的［１４～１７］．为了说明问题
方便，本文给出一类ＥＣＳＡ的基本步骤和流程框图．

Ｓｔｅｐ１ 抗体初始化．设 ｉ＝０，随机生成一个初始抗
体集合 Ｘ（０）＝｛Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ｝，个体采用二进制编码，
长度为 Ｌ，抗体个数为 Ｎ．

Ｓｔｅｐ２ 亲和度计算．计算抗体集 Ｘ（ｉ）中所有抗体
的亲和度 ｆ（Ｘｉ）．

Ｓｔｅｐ３ 精英保持操作．在 Ｘ（ｉ）中选择亲和度最高
的个体 Ｘ，直接进入下一代．

Ｓｔｅｐ４ 抗体克隆成熟操作．对 Ｘ（ｉ）剩余的 Ｎ－１
个抗休进行克隆、变异操作，产生新的抗体集 Ｘ（ｉ＋１）．

Ｓｔｅｐ５ 免疫更新操作．随即产生 ｄ个新抗体，替代
Ｘ（ｉ＋１）中 ｄ个亲和度最低的个体．
Ｓｔｅｐ６ ｉ＝ｉ＋１，重复执行 Ｓｔｅｐ２～Ｓｔｅｐ６，直到满足

结束条件为止．
ＥＣＳＡ算法的基本流程框图如图１所示．

３ 收敛速度分析

在迭代次数趋近于无穷大的条件下，已有研究证

明了此类克隆选择算法的全局收敛性，其最终的稳态

分布必定包含全局最优解［１８］．由上分析可知，抗体种群
中最佳抗体的转移更能准确地反映算法的收敛速度，

因此，可利用种群中最佳个体的转移概率矩阵对精英

类克隆选择算法的收敛速度进行估计．
假设抗体 Ｘｉ由Ｌ个二进制编码组成，对任意一个

抗体种群 Ｘ＝｛Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ｝∈ＳＮ，ＳＮ为种群状态空
间，最佳个体 Ｘ定义为 Ｘ ＝｛Ｘｉ｜ｊ≠ｉ，ｆ（Ｘｉ）
ｆ（Ｘｊ）｝，ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ，其状态空间的维数为２Ｌ，远远
小于种群状态空间 ＳＮ的维数．我们将这２Ｌ个状态按照
亲和度由大到小进行排顺，记为｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ２Ｌ｝．为
了计算最佳个体状态转移矩阵 Ｑ，将种群状态空间 ＳＮ

分成２Ｌ个分组，设第 ｋ个分组的各个种群的最佳个体
为Ｘｋ（１≤ｋ≤２Ｌ），用 Ｇｋ表示．则

Ｇｋ＝｛Ｘ｜（Ｘ∈ＳＮ）∩（Ｘ＝Ｘｋ）｝ （１）
为简单起见，假设种群只存在 １个最优解．根据

ＥＣＳＡ算法的特点，其算法的种群状态转移概率矩阵 Ｐ
为一个下三角矩阵，即

Ｐ＝

１ ０ … ０
ｐ２１ ｐ２２ … ０
   ０
ｐＮ１ ｐＮ２ … ｐ











ＮＮ
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我们可利用该矩阵 Ｐ来导出最佳个体的状态转移
概率矩阵Ｑ．对任意两个最佳个体 Ｘｍ和Ｘｎ，由最佳个
体 Ｘｍ转移到最佳个体Ｘｎ的概率ｑｍｎ为

ｑｍｎ＝
０， ｆ（Ｘｍ）＜ｆ（Ｘｎ）

∑
Ｘｍ∈Ｇｉ
∑
Ｘｎ∈Ｇｊ

ｐｉｊ＞０， ｆ（Ｘｍ） ｆ（Ｘｎ{ ） （２）

式中 ｐｉｊ为状态Ｘｉ到Ｘｊ的一步状态转移概率．显然，最
佳个体的状态转移概率矩阵 Ｑ具有如下形式：

Ｑ＝（ｑｍｎ）＝

１ ０ ０ ０
ｑ２１ ｑ２２ … ０
   

ｑ２Ｌ１ ｑ２Ｌ２ … ｑ２Ｌ２











Ｌ

（３）

由于精英类克隆选择算法的种群状态转移概率矩

阵 Ｐ是一个齐次 Ｍａｒｋｏｖ链，即为随机矩阵．同样，矩阵
Ｑ亦是常数随机矩阵，另外由式（３）可知，除了 ｑ１１＝１，
其它元素均小于１．因此最佳个体的状态转移同样构成
一个有限齐次 Ｍａｒｋｏｖ链，且状态１为 Ｍａｒｋｏｖ链的唯一
吸收态．

设由状态转移概率矩阵 Ｑ的非常返状态对应的元
素组成的子矩阵为Ｑ’，即

Ｑ’＝

ｑ２２ ０ ０ ０
ｑ３２ ｑ３２ … ０
   

ｑ２Ｌ２ ｑ２Ｌ３ … ｑ２Ｌ２











Ｌ

我们给出如下引理１和定理１．
引理 １［１９］ 记 Ｔ为非常返状态集，令μｍ表示

Ｍａｒｋｏｖ链从任意非吸收状态 Ｘｍ转移至吸收态的平均
步数，ｋ为状态空间维数．ｑｍｎ为状态Ｘｍ转移到状态Ｘｎ
的状态转移概率．则对于全体属于 Ｔ的非吸收状态，μｍ
满足方程组

μｍ ＝１＋∑
ｋ

ｎ＝２
ｑｍｎμｎ （４）

定理１ 当ＥＣＳＡ算法初始种群中的最佳个体服从
均匀分布时，令 Ｚ＝（Ｉ－Ｑ′）－１，算法的平均收敛代数
为

Η ＝
１

２Ｌ－１∑
２Ｌ－１

ｍ＝１
∑
２Ｌ－１

ｎ＝１
ｚｍｎ

＝ １
２Ｌ－１Ψ

（Ｚ）

其中，Ψ（Ｚ）＝∑
２Ｌ－１

ｍ＝１
∑
２Ｌ－１

ｎ＝１
ｚｍｎ为矩阵Ｚ的所有元素之和，Ｉ

为单位矩阵．
证明 非常返状态矩阵 Ｑ′只有有限个非常返状

态，式（４）可以表示为矩阵形式：
Ｍ＝Ｉ＋Ｑ′Ｍ

式中，Ｍ＝［μ１，μ２，…，μ２Ｌ－１］
Ｔ，Ｉ＝［１，１，…，１］Ｔ．求解上

式，有 Ｍ＝（Ｉ－Ｑ′）－１Ｉ＝ＺＩ，对任一非吸收态 Ｘｍ∈Ｔ

（１≤ｍ≤２Ｌ－１），有μｍ＝∑
２Ｌ－１

ｎ＝１
ｚｍｎ．由于初始种群中的最

佳个体服从均匀分布，则

Ｐ（Ｘ０＝Ｘｍ，ｍ＝１，２，…，２Ｌ－１）

＝ １
２Ｌ－１

由吸收态１转移到吸收态１的平均转移次数显然
为０．所以，算法平均收敛代数为

Η ＝∑
２Ｌ－１

ｍ＝１
Ｐ（Ｘ０＝Ｘｍ）μｍ

＝∑
２Ｌ－１

ｍ＝１

１
２Ｌ－１μｍ

＝ １
２Ｌ－１∑

２Ｌ－１

ｍ＝１
∑
２Ｌ－１

ｎ＝１
ｚｍｎ＝

１
２Ｌ－１Ψ

（Ｚ） （５）

证毕．
但是实际应用中，由于抗体本身状态数目较多，而

抗体组成的种群状态则更是巨大，无论是矩阵 Ｐ、矩阵
Ｑ还是矩阵Ｚ＝（Ｉ－Ｑ′）－１的求取都存在较大的困难．
在常用的矩阵范数中，无穷范数的表达式为

 

Ａ ∞ ＝

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ∑

ｎ

ｊ＝１
｜ａｉｊ｜，即求矩阵 Ａ所有行元素绝对值之和的最

大值，我们利用无穷矩阵范数的相关性质和定理，可以

对精英类克隆选择算法的平均收敛代数估计进行一定

简化，给出如下定义和引理．
定义１［２０］ 给定向量范数

 

ｘ和矩阵范数

 

Ａ ，如
果对任意的 ｎ维向量 ｘ和 ｎ×ｎ维矩阵 Ａ，总满足 

Ａｘ≤

 

Ａ·

 

ｘ，则称向量范数

 

ｘ和矩阵范数 

Ａ 是相容的．
引理２［２０］ 设矩阵 Ａ∈Ｃｎ×ｎ，范数

 

Ａ ∞是与某向

量范数

 

ｘ ∞相容的矩阵范数，若满足

 

Ａ ∞＜１，则有
（１）矩阵 Ｉ－Ａ可逆．

（２）（Ｉ－Ａ）

 

－１
∞≤

 

Ｉ∞
１－

 

Ａ ∞

利用引理２，只需要对最佳个体的状态转移概率矩
阵 Ｑ构造某种满足条件的矩阵范数

 

Ｑ′∞，就可以对

平均收敛代数进行估计．
考虑到一般可测函数，设个体的编码长度为 Ｌ，个

体间的海明距离为 Ｍ，克隆扩增的倍数为 ｃ，变异概率为

ｐｍ．取矩阵 Ｑ′的范数

 

Ｑ′∞＝ ｍａｘ
１≤ｍ≤ｋ－１∑

ｋ－１

ｎ＝１
ｑ′ｍｎ，由于矩阵 Ｑ

是一个随机矩阵，各行元素之和等于１，有如下公式

 

Ｑ′∞ ＝ｍａｘ
１≤ｋ－１∑

ｋ－１

ｊ＝１
ｑ′ｉｊ＝１－ ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｋ－１
ｑｉ１ （６）

对于一般可测函数，当初始种群中最佳个体与全

局最优个体的海明距离 Ｍ＝ｌ时，０＜ｌ≤Ｌ，则该最佳个

８１９ 电 子 学 报 ２０１５年



体转移到全局最优个体的概率为

ｐ＝１－ １－ｐｌｍ（１－ｐｍ）Ｌ－[ ]ｌ ｃ≈ｃｐｌｍ（１－ｐｍ）Ｌ－ｌ

记种群中其它个体向全局最优个体转移的平均概

率为 ｐΣ，则具有这样一个最佳个体的种群向全局最优
个体转移的概率为

ｑｉ１＝１－ １－ｃｐ
ｌ
ｍ（１－ｐｍ）Ｌ－( )ｌ

·（１－ｐΣ）＞ｃｐ
ｌ
ｍ（１－ｐｍ）Ｌ－ｌ

因此有  

Ｑ′∞＝１－ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｋ－１

ｑｉ１＜１－ｃｐｌｍ（１－ｐｍ）Ｌ－ｌ

根据引理２有 

Ｚ ∞＝ （Ι－Ｑ′）

 

－１
∞

＝ｍａｘ∑
ｋ－１

ｊ＝１
ｚｉｊ＜

 

Ｉ∞
１－

 

Ｑ′∞

＜ １
１－１－ｃｐｌｍ（１－ｐｍ）Ｌ－( )ｌ

＝ １
ｃｐｌｍ（１－ｐｍ）Ｌ－ｌ

根据定理１，ＥＣＳＡ算法平均收敛代数为

Ｈ＝ １ｋ∑
ｋ－１

ｍ＝１
∑
ｋ－１

ｎ＝１
ｚｍｎ＜

１
２Ｌ∑

２Ｌ－１

ｍ＝１
ｍａｘ∑

２Ｌ－１

ｎ＝１
ｚｍｎ

＜２
Ｌ－１
２Ｌ

１
ｃｐｌｍ（１－ｐｍ）Ｌ－ｌ

＝ １－２－Ｌ
ｃｐｌｍ（１－ｐｍ）Ｌ－ｌ

（７）

从上式可知，ＥＣＳＡ算法平均收敛代数的上限主要
取决于抗体克隆倍数 ｃ、变异概率 ｐｍ及当初始种群中
最佳个体与全局最优个体的海明距离ｌ．

４ 仿真实验

为验证本文提出的ＥＣＳＡ算法平均收敛速度估计方
法的有效性，利用文献［１６，２１，２２］中提出的 ＩＭＣＳＡ、ＤＣ
ＳＡ、ＣＬＯＮＡＸ三种精英类克隆选择算法，对如下三个复杂
多模态测试函数进行平均收敛速度估计仿真实验．

（１）测试函数 ｆ１：

ｆ（ｘ１，ｘ２）＝∑
５

ｉ＝１
ｉｃｏｓ［（ｉ＋１）ｘ１＋ｉ］

·∑
５

ｊ＝１
ｊｃｏｓ［（ｊ＋１）ｘ２＋ｊ］

式中，－１０＜ｘ１，ｘ２＜１０，该函数具有７６０个局部极小点
和１８个全局极小点，最优值 ｆ＝－１７６５４２．

（２）测试函数 ｆ２：

ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ２（πｙ１）＋∑
ｎ－１

ｉ＝１
（ｙｉ－１）２

·［１＋１０ｓｉｎ２（πｙｉ＋１）］
＋（ｙｎ－１）２

式中，ｙｉ＝１＋
ｘｉ－１
４ ，－１０≤ｘｉ≤１０，ｉ＝１，２，…，ｎ．当 ｎ

＝４时，函数在 ｘ＝（１，１，１，１）Ｔ处得到极小值 ｆ ＝０，
同时约有１０００个局部极小值．

（３）测试函数 ｆ３：

ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ

式中，－５．１２≤ｘｉ≤５．１２，当 ｎ＝６时，函数在 ｘ ＝（０，
０，０，０，０，０）Ｔ处得到极小值 ｆ＝０．

算法仿真参数具体设置见文献［１６］、［２１］和［２２］．
其中主要参数设置如表 １所示．每个测试函数各运行
１０次，其平均收敛速度仿真结果如表２所示．

表１ 三种算法主要参数设定

算法 ｆ Ｌ ｌ ｃ ｐｍ

ＩＭＣＳＡ
ｆ１ １０ ５ １０ ０．１
ｆ２ ２０ ９ ３０ ０．３
ｆ３ ３０ １０ ５０ ０．４

ＤＣＳＡ
ｆ１ １０ ５ １０ ０．２
ｆ２ ２０ ８ ３０ ０．２
ｆ３ ３０ ９ ５０ ０．３

ＣＬＯＮＡＸ
ｆ１ １０ ４ １０ ０．１
ｆ２ ２０ ７ ３０ ０．２
ｆ３ ３０ ８ ５０ ０．３

表２ 三种算法１０次的实验结果

算法 ｆ 平均收敛速度 Ｈ

ＩＭＣＳＡ
ｆ１ ２．３＋ｅ３ １．６＋ｅ３ ７．３＋ｅ２ ５．２＋ｅ３ ４．３＋ｅ２ ６．４＋ｅ２ ３．３＋ｅ３ ８．４＋ｅ２ ６．７＋ｅ３ １．６＋ｅ３ １．０＋ｅ４
ｆ２ ３．３＋ｅ４ ２．７＋ｅ５ ７．６＋ｅ３ ８．６＋ｅ５ １．７＋ｅ６ ５．７＋ｅ５ ３．７＋ｅ５ ６．３＋ｅ６ ９．１＋ｅ４ ６．３＋ｅ５ ８．５＋ｅ６
ｆ３ ７．３＋ｅ７ ６．８＋ｅ７ ２．８＋ｅ６ ６．８＋ｅ７ ２．５＋ｅ６ ４．２＋ｅ６ ９．３＋ｅ７ ５．４＋ｅ６ ７．５＋ｅ５ ４．７＋ｅ７ ２．６＋ｅ８

ＤＣＳＡ
ｆ１ ８．８＋ｅ１ ５．３＋ｅ２ ８．５＋ｅ２ ６．１＋ｅ２ １．９＋ｅ２ ９．６＋ｅ１ ３．３＋ｅ２ ６．７＋ｅ２ １．６＋ｅ１ ６．３＋ｅ２ １．６＋ｅ３
ｆ２ ４．８＋ｅ５ ６．８＋ｅ６ ８．６＋ｅ６ ９．８＋ｅ４ ２．６＋ｅ５ ９．１＋ｅ５ ５．６＋ｅ５ １．２＋ｅ７ ６．４＋ｅ５ ８．１＋ｅ６ １．９＋ｅ７
ｆ３ ３．３＋ｅ４ ２．７＋ｅ５ ７．６＋ｅ３ ８．６＋ｅ５ １．７＋ｅ６ ５．７＋ｅ５ ３．７＋ｅ５ ６．３＋ｅ６ ９．１＋ｅ４ ６．３＋ｅ５ １．８＋ｅ８

ＣＬＯＮＡＸ
ｆ１ ８．２＋ｅ３ ６．４＋ｅ２ ５．５＋ｅ３ ７．２＋ｅ３ １．９＋ｅ３ ４．２＋ｅ３ ８．６＋ｅ２ ２．３＋ｅ３ ６．８＋ｅ２ ７．３＋ｅ３ １．０＋ｅ４
ｆ２ ７．２＋ｅ５ ５．８＋ｅ５ １．２＋ｅ６ ６．７＋ｅ４ ６．８＋ｅ５ ７．３＋ｅ５ ６．６＋ｅ４ ６．７＋ｅ５ ２．３＋ｅ５ ７．５＋ｅ５ ４．８＋ｅ６
ｆ３ ４．８＋ｅ６ ９．２＋ｅ６ ４．８＋ｅ５ ２．６＋ｅ６ ７．３＋ｅ６ １．９＋ｅ５ ８．５＋ｅ６ ７．１＋ｅ６ １．１＋ｅ５ ８．３＋ｅ５ ８．５＋ｅ７

９１９第 ５ 期 洪 露：精英类克隆选择算法平均收敛速度估计



表２中平均收敛速度是指算法种群中最佳个体由
非吸收态转移到吸收态的平均收敛代数．Ｈ为式（７）的
理论计算值，即算法平均收敛速度的上限理论估计值，

从表２可以看出，这三种精英类克隆选择算法对三个测
试函数的收敛速度估计在１０次仿真实验中均低于本文
方法估计的平均收敛速度理论值，从而验证了该文提

出的一大类精英保持策略克隆选择算法平均收敛速度

估计方法的有效性．在实验中，我们发现，当初始种群
中最佳抗体越接近全局最优抗体时，即 ｌ越小时，算法
的收敛速度能得到较快的提升，在式（７）中也得到了体
现．因此，在算法初始种群生成时，应尽量利用所求问
题已知最优解的信息，生成质量较好的初始种群，则可

较大程度地提高算法的收敛速度．

５ 结论

本文利用最佳个体的转移概率矩阵对一类精英保

持策略克隆选择算法的平均收敛速度进行了研究．考
虑到实际应用中由于算法种群规模过大而导致最佳个

体的转移概率矩阵求取较困难的问题，将最佳个体的

转移概率矩阵构造成满足一定条件的矩阵范数，运用

其相关特性，提出一种精英保持策略克隆选择算法平

均收敛速度估计的新方法，通过仿真实验验证了该方

法的有效性．需要指出的是，式（７）是对二进制编码的
一类克隆选择算法的收敛速度进行估计，即在有限状

态空间内进行估计，而且文中收敛速度的估计中使用 

的是 · ∞范数，只考虑了抗体向全局最优个体的转移，

而没有考虑向更好的相邻抗体的转移，以及如何对实

数编码的一类克隆选择算法提出一种合适的收敛速度

估计方法是我们下一步研究需要解决的问题．
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