
一种可变步长傅里叶分析器的统计特性分析

温 良１，２，黄博妍１，魏 国１，孙金玮１，沈 毅１

（１．哈尔滨工业大学自动化测试与控制系，黑龙江哈尔滨 １５０００１；２．９６３６１部队，青海西宁 ８１００００）

摘 要： 可变步长最小均方（ＶａｒｉａｂｌｅｓｔｅｐｓｉｚｅＬＭＳ，ＶＳＳＬＭＳ）算法的傅里叶分析器在稳态误差、收敛速度及追踪
能力方面具有优异性能，对其进行全面的统计特性分析具有重要意义．本文基于误差服从高斯分布等假设在平均及均
方意义下，推导出描述系统动态特性的差分方程组，完成系统的动态数学建模，进而对系统进行稳态性能分析，给出系

统稳态误差关于参考信号频率、系统参数和附加噪声的表达式，为系统应用中的参数选取提供有效指导．仿真表明，本
文建立的统计模型与仿真结果具有一致性，验证了分析的有效性．
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１ 引言

自适应傅里叶分析是一种强大的周期性信号的估

计工具，其在数字通信、电力工程、语音信号处理、音乐

信号处理、生物医学工程、控制系统等领域应用广

泛［１～４］．自适应控制算法是自适应傅里叶分析系统的核
心，较为常用的包括最小均方（ＬｅａｓｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅ，ＬＭＳ）
算法、ｐｐｏｗｅｒ算法、递归最小二乘（ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＬｅａｓｔ
ｓｑｕａｒｅ，ＲＬＳ）算法以及卡尔曼滤波技术等［２～６］．而这些算
法当中，变步长最小均方（ＶａｒｉａｂｌｅｓｔｅｐｓｉｚｅＬＭＳ，ＶＳＳ
ＬＭＳ）算法在解决系统收敛速度和稳态误差矛盾的问题
上表现出了突出的性能，目前已有多种ＶＳＳＬＭＳ算法被
提出［７～１３］，并广泛的应用于自适应频率估计［１０］、网络回

声消除［１１］、主动噪声控制［１２，１３］等信号处理领域．
关于ＶＳＳＬＭＳ算法的理论分析是一个重要的研究

课题，由于包含复杂的数学理论，其始终是一个公认的

难点．Ｋｗｏｎｇ和Ｊｏｈｎｓｔｏｎ提出了一种变步长算法，在独立
性假设的基础上进行了简单的数学分析［１４］；Ｅｖａｎｓ等对
两种变步长算法进行了统计分析，给出了方程系数一次

和二次的失调量以及系统收敛条件［１５］；Ｓｈｉｎ和Ｌｅｅ通过
几个简单的假设分析认为，算法的稳态误差取决于初始

步长的选取，步长越大稳态误差越大［１６］，然而 Ｍａｔｈｅｗｓ
和Ｘｉｅ等通过仿真及数学分析却表明，步长在初始阶段
快速增大之后将开始缓慢而平稳的减小，从而产生较小

的失调误差［１７］；Ａｂｏｕｌｎａｓｒ和 Ｍａｙｙａｓ提出了一种改进的
变步长最小均方算法（ＭＶＳＳＬＭＳ），通过仿真发现上述
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几种变步长算法很容易受到附加噪声的干扰，而其提

出的算法性能却非常稳定，其通过古典特征值分析方

法推导了算法的近似稳态表达式，推导过程包含复杂

的矩阵运算，而且文中并未就理论模型的准确性进行

仿真验证，从而无法证明分析结果的准确性［１８］，然而其

分析方法为我们即将开展的算法分析提供了重要的借

鉴．
Ｘｉａｏ和 Ｈｕａｎｇ等新提出了一种 ＶＳＳＬＭＳ算法［１２］，

并首次将变步长思想融入傅里叶分析中，该算法收敛

速度快、追踪能力强且估计误差小，但其仅对所提算法

进行了仿真研究，对该算法的统计特性分析尚未进

行［１３］．为此，本文将对该算法进行理论分析，从统计意
义上对系统自适应参数的收敛特性进行建模，推导出

描述系统动态特性和稳态均方误差的完整、准确的表

达式，揭示系统参数间的耦合关系，为算法实际应用提

供有效指导．

２ 可变步长傅里叶分析器

２１ 传统的傅里叶分析器

图１为传统傅里叶分析器的系统框图，通过该系统
可估计每个目标噪声频率分量的离散傅里叶系数（Ｄｉｓ
ｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ＤＦＣ）．

目标噪声 ｄ（ｎ）和误差信号 ｅ（ｎ）的表达式为

ｄ（ｎ）＝∑
ｑ

ｉ＝１
［ａｉｘａｉ（ｎ）＋ｂｉｘｂｉ（ｎ）］＋ｖ（ｎ） （１）

ｅ（ｎ）＝ｄ（ｎ）－∑
ｑ

ｉ＝１
［^ａｉ（ｎ）ｘａｉ（ｎ）＋ｂ^ｉ（ｎ）ｘｂｉ（ｎ）］

（２）
其中，ｘａｉ（ｎ）＝ｃｏｓ（ωｉｎ），ｘｂｉ（ｎ）＝ｓｉｎ（ωｉｎ），ｑ为目标噪
声的个数，［ａｉ（ｎ），ｂｉ（ｎ）］为目标噪声的 ＤＦＣ，［^ａｉ（ｎ），
ｂ^ｉ（ｎ）］为ＤＦＣ的估计，ωｉ是第ｉ个频率分量，ｖ（ｎ）是方
差为σ

２
ｖ的白噪声

［４］．
２２ 可变步长傅里叶分析器

可变步长傅里叶分析器的核心是通过可变步长

ＬＭＳ算法对ＤＦＣ进行估计，其算法表达为［１２，１３］

ａ^ｉ（ｎ＋１）＝ａ^ｉ（ｎ）＋μｉ（ｎ）ｅ（ｎ）ｘａｉ（ｎ）

ｂ^ｉ（ｎ＋１）＝ｂ^ｉ（ｎ）＋μｉ（ｎ）ｅ（ｎ）ｘｂｉ（ｎ
{ ）

（３）

μｉ（ｎ）＝ξｉμｉ（ｎ－１）＋ηｉｅ（ｎ）ｘａｉ（ｎ）ｅ（ｎ－１）ｘａｉ（ｎ－１）

（４）
其中，μｉ（ｎ）为可变步长，ξｉ是一个接近于１的正常数，

ηｉ为非常小的正常数．

３ ＶＳＳＬＭＳ算法的统计性分析

３１ 分析条件

本文对系统进行的统计特性分析是建立在如下假

设基础之上：

假设Ａ：输入参考信号为均值为零的稳定高斯信
号；

假设 Ｂ：附加噪声信号为均值为零、方差为σ２ｖ的高
斯白噪声，其与任何信号之间统计性独立；

假设Ｃ：为了降低系统建模难度，将步长μｉ（ｎ）前
移一步来降低它与误差信号 ｅ（ｎ）之间的相关性，这样
变换后的步长更新公式为

μｉ（ｎ＋１）＝ξｉμｉ（ｎ）＋ηｉｅ（ｎ）ｘａｉ（ｎ）ｅ（ｎ－１）ｘａｉ（ｎ－１）

（５）
假设Ｄ：误差信号 ｅ（ｎ）服从高斯分布．

３２ 系统动态性能分析

３．２．１ 平均意义下的动态分析

将式（２）合并整理，误差信号 ｅ（ｎ）可以表示为

ｅ（ｎ）＝∑
ｑ

ｉ＝１
｛［ａｉ－ａ^ｉ（ｎ）］ｘａｉ（ｎ）＋［ｂｉ－ｂ^ｉ（ｎ）］ｘｂｉ（ｎ）｝

＋ｖ（ｎ） （６）
我们定义ＤＦＣ的估计偏差为

ε^ａｉ（ｎ）＝ａｉ－ａ^ｉ（ｎ） （７）

ε^ｂｉ（ｎ）＝ｂｉ－ｂ^ｉ（ｎ） （８）

进而误差信号又可表示为

ｅ（ｎ）＝∑
ｑ

ｉ＝１
［ε^ａｉ（ｎ）ｘａｉ（ｎ）＋ε^ｂｉ（ｎ）ｘｂｉ（ｎ）］＋ｖ（ｎ）

（９）
将式（７）～式（９）代入 ＶＳＳＬＭＳ算法的更新式（３）

中，并对式两边取集平均（Ｅ［·］）．在这个过程中，我们
将两个正余弦分量 ｘａｉ（ｎ）和 ｘｂｉ（ｎ）视为确定值，最终可
得平均意义下ＤＦＣ估计偏差的收敛递归式：
Ｅ［ε^ａｋ（ｎ＋１）］

＝｛１－Ｅ［μｋ（ｎ）］ｘ
２
ａｋ
（ｎ）｝Ｅ［ε^ａｋ（ｎ）］

－Ｅ［μｋ（ｎ）］ｘａｋ（ｎ）ｘｂｋ（ｎ）Ｅ［ε^ｂｋ（ｎ）］

－Ｅ［μｋ（ｎ）］ｘａｋ（ｎ）∑
ｑ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
｛ｘａｊ（ｎ）Ｅ［ε^ａｊ（ｎ）］

＋ｘｂｊ（ｎ）Ｅ［ε^ｂｊ（ｎ）］｝ （１０）
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Ｅ［ε^ｂｋ（ｎ＋１）］

＝｛１－Ｅ［μｋ（ｎ）］ｘ
２
ｂｋ
（ｎ）｝Ｅ［ε^ｂｋ（ｎ）］

－Ｅ［μｋ（ｎ）］ｘａｋ（ｎ）ｘｂｋ（ｎ）Ｅ［ε^ａｋ（ｎ）］

－Ｅ［μｋ（ｎ）］ｘｂｋ（ｎ）∑
ｑ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
｛ｘａｊ（ｎ）Ｅ［ε^ａｊ（ｎ）］

＋ｘｂｊ（ｎ）Ｅ［ε^ｂｊ（ｎ）］｝
（１１）

其中，步长的递归公式为：

Ｅ［μｋ（ｎ＋１）］
＝ξｋＥ［μｋ（ｎ）］＋ηｋＥ［ｅ（ｎ）ｅ（ｎ－１）］ｘａｋ（ｎ）ｘａｋ（ｎ－１）

（１２）
３．２．２ 均方意义下的动态分析

为了完整的描述系统的动态特性，下面给出均方

意义下的系统动态模型．由式（３）、（７）和（８）得
Ｅ［ε２ａ^ｋ（ｎ＋１）］

＝Ｅ［ε２ａ^ｋ（ｎ）］－２Ｅ［μｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ（ｎ）ε^ａｋ（ｎ）］ｘａｋ（ｎ）

＋Ｅ［μ
２
ｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ２（ｎ）］ｘ２ａｋ（ｎ）

（１３）
Ｅ［ε２^ｂｋ（ｎ＋１）］

＝Ｅ［ε２^ｂｋ（ｎ）］－２Ｅ［μｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ（ｎ）ε^ｂｋ（ｎ）］ｘｂｋ（ｎ）

＋Ｅ［μ
２
ｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ２（ｎ）］ｘ２ｂｋ（ｎ）

（１４）
其中

Ｅ［ｅ（ｎ）ε^ａｋ（ｎ）］

＝ｘｂｋ（ｎ）Ｅ［ε^ａｋ（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｋ（ｎ）］＋ｘａｋ（ｎ）Ｅ［ε
２
ａ^ｋ
（ｎ）］

＋∑
ｑ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
｛ｘａｊ（ｎ）Ｅ［ε^ａｊ（ｎ）］Ｅ［ε^ａｋ（ｎ）］

＋ｘｂｊ（ｎ）Ｅ［ε^ｂｊ（ｎ）］Ｅ［ε^ａｋ（ｎ）］｝
（１５）

Ｅ［ｅ（ｎ）ε^ｂｋ（ｎ）］

＝ｘａｋ（ｎ）Ｅ［ε^ａｋ（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｋ（ｎ）］＋ｘｂｋ（ｎ）Ｅ［ε
２^
ｂｋ
（ｎ）］

＋∑
ｑ

ｊ＝１，ｊ≠ｋ
｛ｘａｊ（ｎ）Ｅ［ε^ａｊ（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｋ（ｎ）］

＋ｘｂｊ（ｎ）Ｅ［ε^ｂｊ（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｋ（ｎ）］｝
（１６）

将式（５）两边平方并取集平均可得均方意义下步
长的递归表达式：

Ｅ［μ
２
ｋ（ｎ＋１）］

＝ξ
２
ｋＥ［μ

２
ｋ（ｎ）］＋η

２
ｋＥ［ｅ２（ｎ）ｅ２（ｎ－１）］ｘ２ａｋ（ｎ）ｘ

２
ａｋ
（ｎ－１）

＋２ξｋηｋＥ［μｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ（ｎ）ｅ（ｎ－１）］ｘａｋ（ｎ）ｘａｋ（ｎ－１）
（１７）

均方意义的误差表达式如下

Ｅ［ｅ２（ｎ）］

＝∑
ｑ

ｉ＝１
｛ｘ２ａｉ（ｎ）Ｅ［ε

２
ａ^ｉ
（ｎ）］＋２ｘａｉ（ｎ）ｘｂｉ（ｎ）

·Ｅ［ε^ａｉ（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｉ（ｎ）］＋ｘ
２
ｂｉ
（ｎ）Ｅ［ε２^ｂｉ（ｎ）］｝

＋∑
ｑ

ｉ１＝１
∑
ｑ

ｉ２＝１，ｉ２≠ｉ１

｛ｘａｉ１（ｎ）ｘａｉ２（ｎ）Ｅ［ε^ａｉ１（ｎ）］Ｅ［ε^ａｉ２（ｎ）］

＋ｘａｉ１（ｎ）ｘｂｉ２（ｎ）Ｅ［ε^ａｉ１（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｉ２（ｎ）］

＋ｘｂｉ１（ｎ）ｘａｉ２（ｎ）Ｅ［ε^ｂｉ１（ｎ）］Ｅ［ε^ａｉ２（ｎ）］

＋ｘｂｉ１（ｎ）ｘｂｉ２（ｎ）Ｅ［ε^ｂｉ１（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｉ２（ｎ）］｝＋σ
２
ｖ

（１８）
类似的 Ｅ［ｅ（ｎ）ｅ（ｎ－１）］可以表示为
Ｅ［ｅ（ｎ）ｅ（ｎ－１）］

≈∑
ｑ

ｉ＝１
｛ｘａｉ（ｎ）ｘａｉ（ｎ－１）Ｅ［ε

２
ａ^ｉ
（ｎ）］

＋ｘｂｉ（ｎ）ｘｂｉ（ｎ－１）Ｅ［ε
２^
ｂｉ
（ｎ）］＋［ｘａｉ（ｎ）ｘｂｉ（ｎ－１）

＋ｘｂｉ（ｎ）ｘａｉ（ｎ－１）］Ｅ［ε^ａｉ（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｉ（ｎ）］｝

＋∑
ｑ

ｉ１＝１
∑
ｑ

ｉ２＝１，ｉ２≠ｉ１

｛ｘａｉ１（ｎ）ｘａｉ２（ｎ－１）Ｅ［ε^ａｉ１（ｎ）］Ｅ［ε^ａｉ２（ｎ）］

＋ｘａｉ１（ｎ）ｘｂｉ２（ｎ－１）Ｅ［ε^ａｉ１（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｉ２（ｎ）］

＋ｘｂｉ１（ｎ）ｘａｉ２（ｎ－１）Ｅ［ε^ｂｉ１（ｎ）］Ｅ［ε^ａｉ２（ｎ）］

＋ｘｂｉ１（ｎ）ｘｂｉ２（ｎ－１）Ｅ［ε^ｂｉ１（ｎ）］Ｅ［ε^ｂｉ２（ｎ）］｝

－σ２{ｖ ∑
ｑ

ｉ＝１
｛μｉ（ｎ－１）［ｘａｉ（ｎ）ｘａｉ（ｎ－１）

＋ｘｂｉ（ｎ）ｘｂｉ（ｎ－１ }）］｝ （１９）

在上述递归公式的推导过程中用到了近似表达

式：ε^ａｉ１
（ｎ－１）≈ε^ａｉ１（ｎ），ε^ｂｉ１（ｎ－１）≈ε^ｂｉ１（ｎ），而当系统

逐渐达到稳态时，ＤＦＣ的估计将达到最优，由该近似所
产生的误差将不再存在．

假设 ｅ（ｎ）和 ｅ（ｎ－１）服从联合高斯分布可得下
式，其详细推导过程参见文献［１９］，在此不再赘述．
Ｅ［ｅ２（ｎ）ｅ２（ｎ－１）］
＝２Ｅ２［ｅ（ｎ）ｅ（ｎ－１）］＋Ｅ２［ｅ（ｎ）］Ｅ２［ｅ（ｎ－１）］
－２Ｅ２［ｅ（ｎ）］Ｅ２［ｅ（ｎ－１）］ （２０）
至此，式（１０）～式（２０）构成了ＶＳＳＬＭＳ算法的傅里

叶分析系统动态模型．
３３ 算法稳态性能分析

系统达到稳态，ＤＦＣ的估计偏差将趋近零，即

Ｅ［ε^ａｉ（ｎ＋１）］ ｎ→∞
＝Ｅ［ε^ａｉ（ｎ）］ ｎ→∞

＝０ （２１）

Ｅ［ε^ｂｉ（ｎ＋１）］ ｎ→∞
＝Ｅ［ε^ｂｉ（ｎ）］ ｎ→∞

＝０ （２２）

而估计偏差的均方为
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Ｅ［ε２ａ^ｉ（ｎ＋１）］ ｎ→∞
＝Ｅ［ε２ａ^ｉ（ｎ）］ ｎ→∞

＝Ｅ［ε２ａ^ｉ（∞）］

（２３）

Ｅ［ε２^ｂｉ（ｎ＋１）］ ｎ→∞
＝Ｅ［ε２^ｂｉ（ｎ）］ ｎ→∞

＝Ｅ［ε２^ｂｉ（∞）］

（２４）
这里引入时间平均的概念（ＥＴ［·］），并假设

ＥＴ［ε^ａｉ（ｎ＋１）］ ｎ→∞
＝ＥＴ［ε^ａｉ（ｎ）］ ｎ→∞

＝０ （２５）

ＥＴ［ε^ｂｉ（ｎ＋１）］ ｎ→∞
＝ＥＴ［ε^ｂｉ（ｎ）］ ｎ→∞

＝０ （２６）

ＥＴ［ε２ａ^ｉ（ｎ＋１）］ ｎ→∞
＝ＥＴ［ε２ａ^ｉ（ｎ）］ ｎ→∞

＝ＥＴ［ε２ａ^ｉ（∞）］

（２７）

ＥＴ［ε２^ｂｉ（ｎ＋１）］ ｎ→∞
＝ＥＴ［ε２^ｂｉ（ｎ）］ ｎ→∞

＝ＥＴ［ε２^ｂｉ（∞）］

（２８）
在稳态时，对式（１３）和式（１４）取时间平均可得：

ＥＴ［２Ｅ［μｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ（ｎ）ε^ａｋ（ｎ）］ｘａｋ（ｎ）］ ｎ→∞

＝ＥＴ［Ｅ［μ
２
ｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ２（ｎ）］ｘ２ａｋ（ｎ）］ ｎ→∞

（２９）

ＥＴ［２Ｅ［μｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ（ｎ）ε^ｂｋ（ｎ）］ｘｂｋ（ｎ）］ ｎ→∞

＝ＥＴ［Ｅ［μ
２
ｋ（ｎ）］Ｅ［ｅ２（ｎ）］ｘ２ｂｋ（ｎ）］ ｎ→∞

（３０）

经过复杂的中间推导过程可得到式（３１）～（３４）：

（１－ξｋ）ＥＴ［μｋ（∞）］＝
１
２ρｋηｋ

σ
２
ｖ

２－μｄｓｕｍ∑
ｑ

ｉ＝１
ρｉ
ＥＴ［μ

２
ｉ（∞）］

ＥＴ［μｉ（∞）］
（３１）

其中ρｉ＝ｃｏｓωｉ，ρｋ＝ｃｏｓωｋ，ｉ、ｊ＝１，２，…，ｑ．

∑
ｑ

ｉ＝１
ρｉ
Ｅ［μ

２
ｉ（∞）］

Ｅ［μｉ（∞）］
＝２
σｖ ∑

ｑ

ｉ＝１

１－ξｉ
ηｉ

Ｅ［μ
２
ｉ（∞槡 ）］

（３２）

（１－ξ
２
ｋ）ＥＴ［μ

２
ｋ（∞）］＝η

２
ｋ（
１
８＋

１
４ρ

２
ｋ）

×｛［∑
ｑ

ｉ＝１
ＥＴ［ε２ａ^ｉ（∞）］＋σ

２
ｖ］
２
＋２［∑

ｑ

ｉ＝１
ρｉＥＴ［ε

２
ａ^ｉ
（∞）］］

２

                     

｝

Ｓ

（３３）

Ｓ＝（
２σ２ｖ

２－μｄｓｕｍ
）２＋２（ σ

２
ｖ

２－μｄｓｕｍ∑
ｑ

ｉ＝１
ρｉ
ＥＴ［μ

２
ｉ（∞）］

ＥＴ［μｉ（∞）］
）２

＝（
２σ２ｖ

２－μｄｓｕｍ
）２（１＋１２（∑

ｑ

ｉ＝１
ρｉ
ＥＴ［μ

２
ｉ（∞）］

ＥＴ［μｉ（∞）］
）２） （３４）

其中，μｄｓｕｍ＝∑
ｑ

ｉ＝１

ＥＴ［μ
２
ｉ（∞）］

ＥＴ［μｉ（∞）］
．

为保证系统稳定，步长会收敛到一个很小的值，通

常其数量级在１０－３以下，因此μｄｓｕｍ及其每个频率分量
都远小于１，于是有 Ｓ的近似值，即

Ｓ≈σ４ｖ （３５）
将式（３５）代入式（３３）可以得到

ＥＴ［μ
２
ｋ（∞）］＝ η

２
ｋ

１－ξ
２
ｋ
（
１
８＋

１
４ρ

２
ｋ）σ

４
ｖ （３６）

由式（３１）、（３２）和（３６）联立，可得时间平均的步长
稳态表达式

ＥＴ［μｋ（∞）］＝
ηｋσ

３
ｖρｋ

４（１－ξｋ） ∑
ｑ

ｉ＝１

ηｉ
１＋ξｉ

（
１
２＋ρ

２
ｉ槡 ）

（３７）
进一步可得ＤＦＣ估计偏差ＭＳＥ近似表达式

ＥＴ［ε２ａ^ｉ（∞）］

≈
σ
３
ｖ
２ρｋ

ηｋ
１＋ξｋ

（
１
２＋ρ

２
ｋ）

１

∑
ｑ

ｉ＝１

ηｉ
１＋ξｉ

（
１
２＋ρ

２
ｉ槡 ）

（３８）
最后，时间平均的残余误差的稳态ＭＳＥ为

ＥＴ［ｅ２（∞）］＝
１
２∑

ｑ

ｉ＝１
｛ＥＴ［ε２ａ^ｉ（∞）］＋ＥＴ［ε

２^
ｂｉ
（∞）］｝＋σ２ｖ

＝∑
ｑ

ｉ＝１
ＥＴ［ε２ａ^ｉ（∞）］＋σ

２
ｖ （３９）

至此，ＶＳＳＬＭＳ算法的傅里叶分析系统的稳态表达
式推导完成．可以发现，时间平均的离散傅里叶系数
ＭＳＥ、步长及步长的均方是由步长的系数、输入信号频
率、附加噪声共同决定的，且与附加噪声σ

２
ｖ及步长系数

η成正比关系．残余噪声的能量由白噪声和离散傅里叶
系数的各个频率的ＭＳＥ之和两部分组成．

４ 仿真与讨论

文献［１２］、［１３］中已经详细的给出了 ＶＳＳＬＭＳ算法
和其它方法的性能比较，本文仿真旨在验证理论分析

的有效性和可靠性，为此我们进行了大量的动态和稳

态仿真，每次仿真进行 １０００次独立循环取平均以获得
统计性的结果．为了模拟环境中的非平稳噪声突变的
过程，在迭代进行的中间使得傅里叶系数发生翻转．目
标噪声由三个频率信号（ｑ＝３）组成，其频率分别为ω１
＝０１π、ω２＝０２π和ω３＝０３π，对应的ＤＦＣ分别为 ａ１＝
２０、ｂ１＝－１０、ａ２＝１０、ｂ２＝－０５、ａ３＝０５和 ｂ３＝
０１，附加白噪声的方差为σ２ｖ，由于ξ是接近于１的数，
其取值通常较容易确定，为了方便考察其他参数对系

统的影响，我们令系数ξ＝０９９８．
４１ 动态仿真

为了研究考察步长参数η和附加噪声σ
２
ｖ分别对系

统的影响，我们分为Ａ和 Ｂ两种情况进行仿真，给出仿
真结果．

仿真Ａ 固定步长控制参数η＝０．０００１，附加噪声
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的方差σ
２
ｖ分别取００１、００６２５和０１时，给出离散傅里

叶系数和步长序列的理论和仿真对比曲线．图２（ａ）和
图２（ｂ）分别为非平稳噪声的离散傅里叶系数的平均估

计偏差及均方误差，图２（ｃ）和图２（ｄ）分别为步长序列
的均值与均方误差．
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仿真Ｂ 与仿真 Ａ相似，固定附加噪声方差为σ２ｖ
＝００１，步长控制参数η 分别取 ０００１、００００１和
０００００１时，给出离散傅里叶系数和步长序列的理论和
仿真对比曲线．图３（ａ）和图３（ｂ）分别为非平稳噪声的
离散傅里叶系数的平均估计偏差及均方误差，图３（ｃ）
和图３（ｄ）分别为步长序列的均值与均方误差．
４２ 稳态仿真

通过系统的稳态表达式，可发现 ＤＦＣ的 ＭＳＥ主要
受η和σ

２
ｖ的影响．为此，我们绘制了 ＤＦＣ稳态 ＭＳＥ之

和随着σ
２
ｖ和η变化的理论和仿真三维曲线，该值由式

（∑
ｑ

ｉ＝１
｛ＥＴ［ε２ａ^ｉ（∞）］＋ＥＴ［ε

２^
ｂｉ
（∞）］｝）计算得到，进而给

出理论和仿真的绝对偏差三维图，如图４所示．

４３ 仿真结果讨论

通过以上的理论和仿真曲线的对比分析，我们可

以得出如下结论：

（１）如图２和图３所示，在自适应初期阶段和 ＤＦＣ
突变阶段，自适应算法控制步长为较大的量，控制系统

快速收敛，从而提高系统的收敛速度和追踪性能，随着

收敛趋于稳态，步长自适应地调整为较小的值，最终达

到较小的稳态值．
（２）图２中，当步长控制参数固定时，随着附加噪声

取值的增大，ＤＦＣ和步长的 ＭＳＥ也相应的变大；图 ３
中，当附加噪声固定时，随着步长控制参数取值的减

小，ＤＦＣ和步长的ＭＳＥ也相应的减小．印证了本文分析
的结论，即时间平均的 ＤＦＣ和步长的 ＭＳＥ与附加噪声
及步长系数成正比关系．

（３）步长系数η控制着步长序列的动态，其对系统
的收敛速度和稳定性能起到至关重要的作用，当附加

噪声的方差固定时，步长系数η在００００１附近，系统的
动态较为稳定，而当η的取值较小（０００００１）时，ＤＦＣ出
现翻转后系统收敛过慢，当η的取值较大（０００１）时，系
统的稳态误差过大．

（４）在本文附加噪声σ２ｖ及步长系数η仿真实验范
围内，若选择合适的控制参数η，理论分析和仿真结果

具有高度的一致性，可以准确的描述系统的动态过程；

若控制参数η的取值过大或者过小，在 ＤＦＣ出现非平
稳的跳变时，理论解析和仿真结果之间会有些偏差，但

仍可以跟踪系统的动态趋势，表明本文前面的近似和

假设是可行的．
（５）当附加噪声很大步长系数很小时，稳态的理论

和仿真结果的偏差局部可达到１２３７％，这是由于步长
系数取值过小，导致２０００００点的仿真还没达到真正的
稳态，在实际参数选取时可以将这部分偏差较大的值

剔除；而在η∈［０００００５，００００１］和σ∈［００５，０３３］范
围内，系统总体的平均偏差为３２５％，理论解析和仿真
结果重合度很高，表明理论解析可很好地描述系统的

动态和稳态性能．

５ 结论

本文对一种基于可变步长最小均方算法的傅里叶

分析器进行了统计特性分析及仿真．首先，利用统计理
论分别在平均和均方意义下建立了描述傅里叶分析系

统动态特性的差分方程组，完成了系统动态建模；其

次，推导出了系统的稳态表达式，揭示了系统稳态性能

与附加噪声、输入信号频率、步长控制参数的关系，为

系统应用中的参数选取提供有效指导．最后通过大量
的动态和稳态仿真验证了本文建立的统计模型的准确

性．
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