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摘 要： ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式是研究线性码及其对偶码的码字重量分布的一个非常有用的工具，而码字的重量分
布的研究是编码研究中一个非常重要的研究方向．本文定义了环 Ｚ４＋ｕＺ４上长度为 ｎ的线性码的ｍ层李重量计数
器，给出了环Ｚ４＋ｕＺ４上长度为 ｎ的线性码关于李重量的一类ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．证明了该等式是生成矩阵在环 Ｚ４
＋ｕＺ４上的环ＧＲ（４，ｍ）＋ｕＧＲ（４，ｍ）上线性码关于李重量的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．进一步，利用 Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项式，获
得了环Ｚ４＋ｕＺ４上长度为 ｎ的线性码的等价形式ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．
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１ 引言

二十世纪九十年代，Ｈａｍｍｏｎｓ［１］等人证明了非线性
二元Ｐｒｅｐａｒａｔａ码和Ｋｅｒｄｏｃｋ码是环ＺＺ４上线性码并且满足
ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式，解决这一问题的关键是环ＺＺ４上码
字的李重量，主要是通过 Ｇｒａｙ映射将环ＺＺ４上码字的李
重量与其Ｇｒａｙ像建立了联系．从此以后，有限环上的纠
错码理论得到了编码研究者的广泛关注．近年来，编码
研究者对剩余类多项式环ＦＦｐｓ＋ｕＦＦｐｓ＋…＋ｕｋ－１ＦＦｐｓ产生
了极大的兴趣（ｐ为素数并且ｕｋ＝０）．Ｂａｃｈｏｃ［２］利用了环

ＦＦｐ＋ｕＦＦｐ上的线性码进行格的构造．施敏加等人［３，４］分
别研究了环ＦＦ２＋ｕＦＦ２上长度为２ｓ的循环码距离和环ＦＦｐ
＋ｖＦＦｐ上线性码的 Ｇｒａｙ像．Ｄｉｎｈ和 Ｎｇｕｙｅｎ［５］研究了环
ＦＦ２ｍ＋ｕＦＦ２ｍ＋… ＋ｕａ－１ＦＦ２ｍ上的常循环码．Ｚｈｕ和 Ｗａｎｇ［６］

讨论了环ＦＦｐ＋ｖＦＦｐ上一类常循环码并利用 Ｇｒａｙ映射获
得了域ＦＦｐ上一批最优码．Ｋａｉ等人［７］研究了环ＦＦ２＋ｕＦＦ２
＋ｖＦＦ２＋ｕｖＦＦ２上一类常循环码的 Ｇｒａｙ像．Ｙｉｌｄｉｚ和 Ｋａ
ｒａｄｅｎｉｚ［８］研究了环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上的线性码和形式自对偶
码．
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ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ［９］恒等式是描述线性码的码字的各种
重量分布与其对偶码的码字的相应的重量分布之间的

相互关系，并且这一等式得到广泛应用．Ｗｅｉ［１０］讨论了
有限域上线性码的支重量及其广义汉明重量，并且介

绍了线性码的广义汉明重量在第二型密切信道（ｔｈｅ
ｗｉｒｅｔａｐｃｈａｎｎｅｌｏｆｔｙｐｅⅡ）中的作用．后来，人们通过定
义线性码的各种不同的广义重量计数器，得到了各种

不同形式的广义 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．Ｓｈｉｒｏｍｏｔｏ［１１，１２］分
别讨论了有限环上线性码的关于李重量和欧几里得重

量的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式和生成矩阵在 ＧＦ（ｑ）上的
ＧＦ（ｑｍ）线性码的重量计数器．Ｃｕｉ和 Ｐｅｉ［１３］给出了环ＺＺ４
上线性码的广义 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．Ｄｏｕｇｈｅｒｔｙ［１４］等人
研究了环ＺＺ４上线性码的广义李重量并且给出了有限环
上广义汉明重量的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．唐永生［１５］深入
研究了有限环上线性码的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．

本文利用了文献［１５，１６］的方法，定义了环ＺＺ４＋ｕＺＺ４
上长度为 ｎ的线性码的ｍ层李重量计数器，给出了环
ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性码的关于李重量的一类
ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．证明了该等式是生成矩阵在环ＺＺ４＋
ｕＺＺ４上的环ＧＲ（４，ｍ）＋ｕＧＲ（４，ｍ）上线性码关于李重
量的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．进一步，利用 Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项
式，获得了环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性码的等价形式
的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．

２ 预备知识

设ＺＺ４＋ｕＺＺ４＝ＺＺ４［ｕ］／（ｕ２）是一个特征为４的交换环
并且 ｕ２＝０．环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上的任意元素 ｒ都可唯一表示
为：ｒ＝ａ＋ｕｂ，这里的 ａ，ｂ∈ＺＺ４．设 ｎ是一个正整数，（ＺＺ４
＋ｕＺＺ４）ｎ是由ＺＺ４＋ｕＺＺ４上的 ｎ维向量所组成的集合，即：
（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ＝｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｜ｘｉ∈ＺＺ４＋ｕＺＺ４，ｉ＝１，２，…，
ｎ｝．设 Ｃ是（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ中一个子加群，那么称 Ｃ为环ＺＺ４
＋ｕＺＺ４上一个长度为 ｎ的线性码．对于任意的 ｘ＝（ｘ１，
ｘ２，…，ｘｎ），ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ，定义

ｘ·ｙ＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋…＋ｘｎｙｎ （１）
称为 ｘ和ｙ的内积．若 ｘ·ｙ＝０，则称 ｘ与ｙ是正交的．

设 Ｃ是环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上一个长度为 ｎ的线性码，定
义为：Ｃ⊥＝｛ｘ∈（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ｜ｘ·ｙ＝０，ｙ∈Ｃ｝．易证
Ｃ⊥也是一个线性码，称为 Ｃ的对偶码．设 Ｎ＝｛１，２，
…，ｎ｝，对任意的 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ的
支集定义为：Ｓｕｐｐ（ｘ）＝｛ｉ∈Ｎ｜ｘｉ≠０｝．对于ＺＺ４中的元
素０，１，２，３，其李重量分别定义为０，１，２，１．对于向量 ｃ
∈ＺＺｎ４，它的李重量定义为各个分量的李重量之和．定义
李重量的支集形式：ＳｕｐｐＬ（ｃ）＝｛ｉ｜ｃｉ＝１或者 ｃｉ＝３｝∪
｛ｊ，ｊ｜ｃｊ＝２｝，这里的 ＳｕｐｐＬ（ｃ）视为多重集．很显然，
｜ＳｕｐｐＬ（ｃ）｜＝Ｌｅｅ（ｃ）．

注 对任意正整数 ｂ和有限集Ｍ＝｛ｉ１，ｉ２，…，ｉｔ｝Ｎ，

多重集 ｂＭ记为ｂＭ＝ ｉ１，…，ｉ

}

１

ｂ

，ｉ２，…，ｉ

}

２

ｂ

，…，ｉｔ，…，ｉ

}

ｔ{ }
ｂ

．
设 Ｃ是环ＺＺ４上长度为２ｎ的线性码，Ｃ的李重量计数器

定义为：Ｌｅｅｃ（ｘ，ｙ）＝∑
ｃ∈Ｃ
ｘ４ｎ－Ｌｅｅ（ｃ）ｙＬｅｅ（ｃ）．显然有 ＬｅｅＣ（ｘ，ｙ）

＝∑
４ｎ

ｉ＝０
Ａｉｘ４ｎ－ｉｙｉ，这里的 Ａｉ表示Ｃ中所有李重量为ｉ的码字

个数．环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上的Ｇｒａｙ映射定义为［８］：

Φ：ＺＺ４＋ｕＺＺ４→ ＺＺ２４
（ａ＋ｕｂ） （ｂ，ａ＋ｂ）

（２）

环ＺＺ４＋ｕＺＺ４中任一元素 ａ＋ｕｂ的李重量ｗＬ定义为：ｗＬ（ａ＋
ｕｂ）＝ｗＬ（ｂ，ａ＋ｂ）．这个映射可以自然地推广（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ→
ＺＺ２ｎ４，并且是一个由（（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ，李重量）到（ＺＺ２ｎ４，李重量）的
保重量和保线性的双射．从而，对任意的 ｃ∈（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ，
ｗＬ（ｃ）＝ｗＬ（Φ（ｃ））．
设 ＣＶ＝（ＺＺ４＋ｕＺＺ４）ｎ是ＺＺ４＋ｕＺＺ４上线性码，ＳＮ＝

｛１，２，…，ｎ｝，定义：
Ｖ（Ｓ）＝｛ｖ∈Ｖ｜Ｓｕｐｐ（ｖ）Ｓ｝ （３）

Ｃ（Ｓ）＝Ｃ∩Ｖ（Ｓ）＝｛ｃ∈Ｃ｜Ｓｕｐｐ（ｃ）Ｓ｝ （４）
很显然 Ｖ（Ｓ）和 Ｃ（Ｓ）都是 Ｖ的子模．设 Ｃ ＝ＨｏｍＲ（Ｃ，Ｒ），
定义一个 Ｒ上映射：

ｆ：Ｖ→Ｃ

ｙ （^ｙ：ｘ 〈ｘ，ｙ〉）
（５）

则 ｆ是Ｒ上一个满射且易得Ｒ上一个同构：ＣＶ／Ｃ⊥．
因为环ＺＺ４＋ｕＺＺ４是一个拟弗罗贝尼斯环（ｑｕａｓｉＦｒｏｂｅｎｉｕｓ

ｒｉｎｇｓ），所以｜Ｃ｜·｜Ｃ⊥｜＝１６ｎ并且下面的引理成立．
引理１［１７］ 设 Ｃ是环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性

码，ＳＮ＝｛１，２，…，ｎ｝是任一子集，那么ＺＺ４＋ｕＺＺ４模有
下面基本正合序列

０→Ｃ⊥（Ｓ） →
ｉｎｃｌｕｓｉｏｎＶ（Ｓ）→

ｆＣ →
ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎＣ（Ｎ－Ｓ）

→０
（６）

这里的 ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ，ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ分别表示包含和限制映射．
Ｙｉｌｄｉｚ和Ｋａｒａｄｅｎｉｚ在文献［８］中环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度

为 ｎ的线性码Ｃ的李重量计数器定义为：ＬｅｅＣ（ｘ，ｙ）

＝∑
ｃ∈Ｃ
ｘ４ｎ－ｗＬ（ｃ）ｙｗＬ（ｃ），得到了环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的

线性码 Ｃ关于李重量的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式为：ＬｅｅＣ⊥

（ｘ，ｙ）＝ １｜Ｃ｜ＬｅｅＣ（ｘ＋ｙ，ｘ－ｙ）．

３ 环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上线性码关于李重量的一类
ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式
定义１ 环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性码Ｃ关于

李重量的ｍ层重量计数器定义为：

Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ）＝ ∑
ｃ１，…，ｃｍ∈Ｃ

ｘ４ｎ－ｓ（ｃ
１
，…，ｃｍ）ｙｓ（ｃ

１
，…，ｃｍ） （７）

这里的 ｓ（ｃ１，…，ｃｍ）＝｜ＳｕｐｐＬ（ｃ１）∪…∪ＳｕｐｐＬ（ｃｍ）｜．
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线性码 Ｃ的另一种 ｍ层李重量计数器定义为：

Ｌｅｅ′（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ）＝∑
ＳＮ
｜Ｃ（Ｓ）｜ｍｘ｜４Ｎ－４Ｓ｜ｙ｜４Ｓ｜．

定理１ 设 Ｃ是环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性码，

Ｃ⊥是 Ｃ的对偶码．那么

Ｌｅｅ
（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ，ｙ）＝ １

｜Ｃ｜ｍ
Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ＋（２ｍ－１）ｙ，ｘ－ｙ）（８）

证明 根据 Ｃ的另一种 ｍ层李重量计数器定义得：
Ｌｅｅ′Ｃ（ｍ）（ｘ，ｙ）

＝∑
ＳＮ
｜Ｃ（Ｓ）｜ｍｘ｜４Ｎ－４Ｓ｜ｙ｜４Ｓ｜

＝∑
ＳＮ
∑
Ｔ４Ｓ

ｃｉ∈ Ｃ｜ＳｕｐｐＬ（ｃｉ）＝{ }( )Ｔ ｍ

·ｘ｜４Ｎ－４Ｓ｜ｙ｜４Ｓ｜

＝∑
ＳＮ
∑

Ｔ１，…，Ｔｍ４Ｓ

（ｃ１，…，ｃｍ{ ）ｃｉ∈ Ｃ，ＳｕｐｐＬ（ｃｉ）＝Ｔ}ｉ

·ｘ｜４Ｎ－４Ｓ｜ｙ｜４Ｓ｜

＝ ∑
Ｔ１，…，Ｔｍ４Ｎ

（ｃ１，…，ｃｍ{ ）ｃｉ∈ Ｃ，ＳｕｐｐＬ（ｃｉ）＝Ｔ}ｉ

· ∑
Ｔ１∪…∪Ｔｍ４Ｓ４Ｎ

ｘ｜４Ｎ－４Ｓ｜ｙ｜４Ｓ｜

（９）
记 Ｓ′＝Ｔ１∪…∪Ｔｍ，４Ｓ＝Ｓ′∪Ｕ且Ｓ′∩Ｕ＝，则｜４Ｓ｜
＝｜Ｓ′｜＋｜Ｕ｜．
根据二项等式得：

Ｌｅｅ′（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ）

＝ ∑
Ｔ１，…，Ｔｍ４Ｓ

（ｃ１，…，ｃｍ{ ）ｃｉ∈ Ｃ，ＳｕｐｐＬ（ｃｉ）＝Ｔ}ｉ

· ∑
Ｕ４Ｎ－Ｓ′

ｘ｜４Ｎ｜－｜Ｓ′｜－｜Ｕ｜ｙ｜Ｓ′｜＋｜Ｕ｜

＝ ∑
Ｔ１，…，Ｔｍ４Ｎ

（ｃ１，…，ｃｍ{ ）ｃｉ∈ Ｃ，ＳｕｐｐＬ（ｃｉ）＝Ｔ}ｉ

·（ｘ＋ｙ）｜４Ｎ｜－｜Ｓ′｜ｙ｜Ｓ′｜

＝Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ＋ｙ，ｙ）
（１０）

这里的二项等式为：

∑
Ｓ′４Ｓ４Ｎ

ｘ｜４Ｎ｜－｜４Ｓ｜ｙ｜４Ｓ｜＝ ∑
Ｕ４Ｎ－Ｓ′

ｘ｜４Ｎ｜－｜Ｓ′｜－｜Ｕ｜ｙ｜Ｓ′｜＋｜Ｕ｜

＝（ｘ＋ｙ）｜４Ｎ｜－｜Ｓ′｜ｙ｜Ｓ′｜

同理根据 Ｃ⊥的另一种 ｍ层李重量计数器的定义得：

Ｌｅｅ
′（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ，ｙ）＝Ｌｅｅ

（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ＋ｙ，ｙ） （１１）

因此有：

Ｌｅｅ
（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ，ｙ）＝Ｌｅｅ

′（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ－ｙ，ｙ） （１２）

另一方面，根据引理１得：
｜Ｃ｜·｜Ｃ⊥（Ｓ）｜＝｜Ｖ（Ｓ）｜·｜Ｃ（Ｎ－Ｓ）｜ （１３）

因为

Ｌｅｅ
′（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ，ｙ）＝∑

ＳＮ
Ｃ⊥（Ｓ） ｍｘ｜４Ｎ｜－｜４Ｓ｜ｙ｜４Ｓ｜（１４）

所以根据等式（１３）得：

Ｌｅｅ
′（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ，ｙ）

＝∑
ＳＮ

１
｜Ｃ｜ｍ

｜Ｖ（Ｓ）｜ｍ｜Ｃ（Ｎ－Ｓ）｜ｍｘ｜４Ｎ｜－｜４Ｓ｜ｙ｜４Ｓ｜

＝ １
｜Ｃ｜ｍ∑ＳＮ ｜Ｃ（Ｎ－Ｓ）｜

ｍ
ｘ｜４Ｎ｜－｜４Ｓ｜（２ｍｙ）｜４Ｓ｜

＝ １
｜Ｃ｜ｍ∑ＳＮ ｜Ｃ（Ｓ）｜

ｍ
ｘ｜４Ｓ｜（１６

ｍ
４ｙ）｜４Ｎ｜－｜４Ｓ｜

＝ １
｜Ｃ｜ｍ∑ＳＮ ｜Ｃ（Ｓ）｜

ｍ
ｘ｜４Ｓ｜（２ｍｙ）｜４Ｎ｜－｜４Ｓ｜

＝Ｌｅｅ′（ｍ）Ｃ （２ｍｙ，ｘ） （１５）
因此

Ｌｅｅ
（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ，ｙ）＝Ｌｅｅ

′（ｍ）

Ｃ⊥
（ｘ－ｙ，ｙ）

＝ １
｜Ｃ｜ｍ

Ｌｅｅ′（ｍ）Ｃ （２ｍｙ，ｘ－ｙ）

＝ １
｜Ｃ｜ｍ

Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ＋（２ｍ－１）ｙ，ｘ－ｙ） （１６）

设ＧＲ（４，ｍ）是特征为４，基数为４ｍ，这里的 ｍ与定
义１中的意义相同．可以认为 ＧＲ（４，ｍ）是秩为 ｍ的ＺＺ４
自由模．如果 ａ１，ａ２，…，ａｍ是ＺＺ４自由的，并且生成ＺＺ４模
ＧＲ（４，ｍ），那么｛ａ１，ａ２，…，ａｍ｝称为ＺＺ４上ＧＲ（４，ｍ）一组
基．设
Ｍ＝ＺＺ４＋ｕＺＺ４，珟Ｍ＝ＧＲ（４，ｍ）＋ｕＧＲ（４，ｍ）＝ｍ

ｌ＝１Ｍａｌ
定义：

珟Ｍｎ＝珟ＭＭＭｎ＝ ∑
ｍ

ｌ＝１
ａｌ ｖｌ｜ｖｌ∈ Ｍ{ }ｎ （１７）

这里的表示 Ｍ上的张量积，因此对 ｖｌ＝（ｖｌ１，ｖｌ２，…，ｖｌｎ），

∑
ｍ

ｌ＝１
ａｌ ｖｌ＝ ∑

ｍ

ｌ＝１
ａｌｖｌ１，∑

ｍ

ｌ＝１
ａｌｖｌ２，…，∑

ｍ

ｌ＝１
ａｌｖ( )ｌｎ （１８）

类似定义：

Ｃ（ｍ）＝珟ＭＭＣ＝ ∑
ｍ

ｌ＝１
ａｌ ｃｌ｜ｃｌ∈{ }Ｃ （１９）

因此，对任意的珓ｃ∈Ｃ（ｍ），Ｌｅｅ（珓ｃ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｌｅｅ（ｃｌ）．

类似文献［１１］中的定理１，可以得到 Ｃ（ｍ）的李重量
计数器与 Ｃ的ｍ层李重量计数器的关系．

定理 ２ 设 ＬｅｅＣ（ｘ，ｙ）是 Ｃ（ｍ）的李重量计数器，
Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ）表示 Ｃ的ｍ层李重量计数器；那么

ＬｅｅＣ（ｘ，ｙ）＝Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ） （２０）
设 Ｃ是环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性码，｛ａ１，ａ２，…，
ａｍ｝是环ＺＺ４＋ｕＺＺ４一组自由基，Ｃ的生成矩阵为Ｇ，那么
Ｃ（ｍ）是ＧＲ（４，ｍ）＋ｕＧＲ（４，ｍ）上线性码，生成矩阵也为
Ｇ．根据定理１和２，得到下面的推论．
推论１ 设 Ｃ（ｍ）是环 ＧＲ（４，ｍ）＋ｕＧＲ（４，ｍ）上线

性码，（Ｃ（ｍ））⊥是 Ｃ（ｍ）的对偶码，Ｌｅｅ′Ｃ（ｘ，ｙ）是（Ｃ（ｍ））⊥
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的李重量计数器，则有

Ｌｅｅ′Ｃ（ｘ，ｙ）＝
１
｜Ｃ｜ｍ

ＬｅｅＣ（ｘ＋（２ｍ－１）ｙ，ｘ－ｙ）（２１）

４ ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式的等价形式

下面我们将给出环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上线性码的李重量的
一类ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式的等价形式．首先介绍一种多
项式（Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项式）的定义．

定义２ 设 ｎ，ｍ是正整数，ｘ是不定元，多项式
Ｋｋ（ｘ）＝Ｋｋ（ｘ，２ｎ）

＝∑
ｋ

ｊ＝０
（－１）ｊ（２ｍ－１）ｋ－ｊ

ｘ( )ｊ ２ｎ－ｘ
ｋ－( )ｊ ，

ｋ＝０，１，２，… （２２）

称为Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项式，这里的
ｘ( )ｊ表示二项式系数．

下面我们将给出环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上任意一个线性码的
ｍ层李重量分布与其对偶码的ｍ层李重量分布之间的
关系．

引理２［１５］ 设 Ｃ是环ＺＺ４上长度为 ２ｎ的线性码，
｛Ａ（ｍ）０ ，Ａ（ｍ）１ ，…，Ａ（ｍ）４ｎ｝是 Ｃ的ｍ层李重量分布，｛Ａ（′ｍ）０ ，

Ａ（′ｍ）１ ，…，Ａ（′ｍ）４ｎ ｝是 Ｃ⊥的 ｍ层李重量分布，那么

Ａ（′ｍ）ｋ ＝ １
｜Ｃ｜ｍ∑

４ｎ

ｉ＝０
Ａ（ｍ）ｉ Ｋｋ（ｉ），ｋ＝０，１，…，４ｎ（２３）

定理３ 设 Ｃ是环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性码，
对任一正整数 ｍ，Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ）记为 Ｃ的ｍ层李重量计
数器，Φ（Ｃ）记为 Ｃ的 Ｇｒａｙ像并且 Ｌｅｅ（ｍ）Φ（Ｃ）（ｘ，ｙ）记为
Φ（Ｃ）的 ｍ层李重量计数器，那么

Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ）＝Ｌｅｅ（ｍ）Φ（Ｃ）（ｘ，ｙ） （２４）
证明 因为

Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ）＝∑
４ｎ

ｉ＝０
Ｂ（ｍ）ｉ ｘ４ｎ－ｉｙｉ （２５）

Ｌｅｅ（ｍ）Φ（Ｃ）（ｘ，ｙ）＝∑
４ｎ

ｉ＝０
Ａ（ｍ）ｉ ｘ４ｎ－ｉｙｉ （２６）

这里的 Ｂ（ｍ）ｉ ，Ａ（ｍ）ｉ 是分别是 Ｃ的 ｍ层李重量分布和
Φ（Ｃ）的 ｍ层李重量分布．

根据Φ的保重性，得 Ｂ（ｍ）ｉ ＝Ａ（ｍ）ｉ ，ｉ＝０，１，…，４ｎ．
证毕．
定理４ 设 Ｃ是环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性码，

｛Ｂ（ｍ）０ ，Ｂ（ｍ）１ ，…，Ｂ（ｍ）４ｎ｝是 Ｃ的ｍ层李重量分布，｛Ｂ（′ｍ）０ ，

Ｂ（′ｍ）１ ，…，Ｂ（′ｍ）４ｎ ｝是 Ｃ⊥的 ｍ层李重量分布，那么

Ｂ（′ｍ）ｋ ＝ １
｜Ｃ｜ｍ∑

４ｎ

ｉ＝０
Ｂ（ｍ）ｉ Ｋｋ（ｉ），ｋ＝０，１，…，４ｎ （２７）

证明 因为

Ｌｅｅ（ｍ）Ｃ （ｘ，ｙ）＝∑
４ｎ

ｉ＝０
Ｂ（ｍ）ｉ ｘ４ｎ－ｉｙｉ （２８）

Ｌｅｅ（ｍ）Φ（Ｃ）（ｘ，ｙ）＝∑
４ｎ

ｉ＝０
Ａ（ｍ）ｉ ｘ４ｎ－ｉｙｉ （２９）

这里的 Ｂ（ｍ）ｉ ，Ａ（ｍ）ｉ 分别是码 Ｃ的 ｍ层李重量分布和Φ（Ｃ）
的 ｍ层李重量分布．

根据引理２，得 Ａ（ｍ）ｉ ＝Ｂ（ｍ）ｉ ，ｉ＝０，１，…，４ｎ．
设 Ａ（′ｍ）ｉ 是Φ（Ｃ⊥）的 ｍ层李重量分布，Ｂ（′ｍ）ｉ 是Ｃ⊥

的 ｍ层李重量分布，则有 Ａ（′ｍ）ｉ ＝Ｂ（′ｍ）ｉ ，ｉ＝０，１，…，４ｎ．
根据引理２，有

Ａ（′ｍ）ｋ ＝ １
｜Φ（Ｃ）｜ｍ∑

４ｎ

ｉ＝０
Ａ（ｍ）ｉ Ｋｋ（ｉ），ｋ＝０，１，…，４ｎ

（３０）
因为｜Ｃ｜＝｜Φ（Ｃ）｜，所以有

Ｂ（′ｍ）ｋ ＝ １
｜Ｃ｜ｍ∑

４ｎ

ｉ＝０
Ｂ（ｍ）ｉ Ｋｋ（ｉ），ｋ＝０，１，…，４ｎ

证毕．
根据定理３和４，可以直接得到推论１的另一种表

达式．
推论 ２ 设｛Ｔ０，Ｔ１，…，Ｔ４ｎ｝是环 ＧＲ（４，ｍ）＋ｕ·

ＧＲ（４，ｍ）上 Ｃ（ｍ）的李重量分布，并且｛Ｔ′０，Ｔ′１，…，Ｔ′４ｎ｝
是环ＧＲ（４，ｍ）＋ｕＧＲ（４，ｍ）上 Ｃ（ｍ( )） ⊥的李重量分布，

那么

Ｔ′ｋ＝
１

｜Ｃ｜ｍ∑
４ｎ

ｉ＝０
ＴｉＫｋ（ｉ），ｋ＝０，１，…，４ｎ （３１）

最后，我们通过一个具体例子，说明本文主要结论

的应用．
例１ 设 Ｃ＝｛（０，０），（２ｕ，２ｕ）｝是环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长

度为２的线性码，则 Ｃ⊥的生成矩阵为 Ｇ＝
ｕ ｕ
０ ２( )ｕ，

Φ（Ｃ）的生成矩阵为 Ｇ′＝
０ ０ ０ ０( )２ ２ ２ ２

．取 ｍ＝２时，

设Ｇａｌｏｉｓ环ＧＲ（４，２）是剩余类环ＺＺ４［ｘ］／（ｈ（ｘ）），这里的
ｈ（ｘ）是ＺＺ４［ｘ］中次数为２的首一的基本不可约多项式，

ξ是ｈ（ｘ）的一个根，那么 Ｔ＝｛０，１，ξ，ξ
２｝为 Ｇａｌｏｉｓ环

ＧＲ（４，２）的 Ｔｅｉｃｈｍüｌｌｅｒ集，｛１，ξ｝是ＺＺ４一组自由基．因此
Ｃ（２）＝｛（０，０），（２ｕ，２ｕ），ξ（２ｕ，２ｕ），（１＋ξ）（２ｕ，２ｕ）｝是
Ｇａｌｏｉｓ环ＧＲ（４，２）上长度为２的线性码．下面利用两种
方法分别计算环ＧＲ（４，２）＋ｕＧＲ（４，２）上长度为２的线
性码 Ｃ（２）的李重量分布．

方法Ⅰ

根据推论１，得到

Ｌｅｅ
（２）

Ｃ⊥
（ｘ，ｙ）＝ｘ８＋８４ｘ６ｙ２＋３３６ｘ５ｙ３＋１４７０ｘ４ｙ４＋３３６０ｘ３ｙ５

＋５１２４ｘ２ｙ６＋１５２８８ｘｙ７＋ｙ８．
即：Ｔ′０＝１，Ｔ′１＝０，Ｔ′２＝８４，Ｔ′３＝３３６，Ｔ′４＝１４７０，
Ｔ′５＝３３６０，Ｔ′６＝５１２４，Ｔ′７＝１５２８８，Ｔ′８＝１．

方法Ⅱ

因为 Ｔ０＝１，Ｔ１＝０，Ｔ２＝０，Ｔ３＝０，Ｔ４＝０，Ｔ５＝０，Ｔ６
＝０，Ｔ７＝０，Ｔ８＝１，所以根据推论２，得
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Ｔ′０＝１，Ｔ′１＝０，Ｔ′２＝８４，Ｔ′３＝３３６，Ｔ′４＝１４７０，

Ｔ′５＝３３６０，Ｔ′６＝５１２４，Ｔ′７＝１５２８８，Ｔ′８＝１．
以上两种方法的结果完全一致．

５ 结束语

本文定义了环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性码的 ｍ
层李重量计数器，给出了环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ的线性
码的关于李重量的一类ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．证明了该等
式是生成矩阵在环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上的环ＧＲ（４，ｍ）＋ｕＧＲ（４，
ｍ）上线性码关于李重量的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．进一步，
利用Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项式，获得了环ＺＺ４＋ｕＺＺ４上长度为 ｎ
的线性码的等价形式的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．
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