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多领航者网络化系统的动态群集运动

王付永，杨洪勇，韩辅君
（鲁东大学信息与电气工程学院，山东烟台２６４０２５）

　　摘　要：　针对时变动态切换拓扑下具有多个领航者的网络化系统群集运动问题，本文分别给出了一阶／二阶网
络化系统的控制算法，并对所提出的控制算法进行了理论分析．运用现代控制理论、代数图论和矩阵论等分析工具，研
究了当通信拓扑为动态联合连通时，系统可以实现群集运动，即系统的运动轨迹都收敛到由多个领航者构成的凸包

中．通过对系统信息拓扑连通部分的进一步研究，得到了二阶网络化系统群集运动的约束条件．最后应用仿真实验验
证了结论的正确性．
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１　引言
　　近年来，基于生物学启发的网络化系统分布式协
调问题引起了众多研究者的广泛关注．在生物学、社会
行为学、计算机图形学、通信网络等分布式控制领域的

应用，大大推动了对网络化系统协同运动的深入研究．
网络化系统的一致性问题是分布式协同控制的一

个重要研究方向［１～３］．包容控制是一种具有多领航者的
类一致性问题，其目的在于通过设计跟随者的控制协

议使得跟随者最终收敛到领航者围成的某一目标区域

内（领航者围成的凸包内）．具有单领航者的包容控制
实际上是一致性跟踪问题［４～６］，具有多领航者的群集运

动控制主要包括一阶网络化系统［７～１０］、二阶网络化系

统［１１～１３］和非线性系统［１４］．多领航者网络化系统的群集

运动控制，就是具有多个领航者的网络化系统的包容

控制问题．
文献［７］首先研究了无向连通网络中一阶网络化

系统的包容控制问题，并利用偏差分方程的方法证明

了控制算法的有效性．文献［８］讨论了一阶网络化系统
的包容控制问题，并证明了当网络拓扑连通时系统可

以实现包容控制．文献［９］研究了有向网络中固定拓扑
和切换拓扑两种情况下一阶网络化系统的包容控制问

题，并给出了系统收敛的充要条件．文献［１０］研究了一
阶线性网络化系统的分布式包容控制问题，提出了一

种基于动态输出反馈的控制算法．文献［１１］针对具有
动态领航者的二阶网络化系统，分别提出了连续渐近

包容控制算法和离散渐近包容控制算法．文献［１２］研
究了随机切换拓扑下二阶网络化系统的包容控制问
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题，并提出了一种基于不可约马尔科夫链信息拓扑的

包容控制算法．文献［１３］研究了二阶网络化系统的分
布式包容控制问题，并给出了系统收敛的充分必要条

件．文献［１４］研究了非线性网络化系统的姿态包容控
制问题，并提出了两种有限时间收敛的包容控制算法．

在实际应用中，通信拓扑结构通常是变化的，不连

通的．在网络拓扑为联合连通条件下，文献［１５］研究了
一阶时滞网络化系统的一致性问题，并扩展到了二阶

时滞网络化系统［１６］．文献［１７］研究了时滞系统和非时
滞系统两种情况下具有动态领航者的二阶网络化系统

的一致性跟踪问题．文献［１８］则研究了非线性网络化
系统的一致性跟踪问题．因此在系统拓扑不连通的情
况下，研究具有多个领航者的网络化系统的群集运动

控制问题具有十分重要的意义．
本文研究在联合连通条件下由多个领航者引导的

一阶和二阶网络化系统的群集运动问题．本文的创新
点在于假设系统信息拓扑不连通的情况下，提出了具

有多领航者的网络化系统在联合连通条件下的群集运

动控制算法，应用矩阵理论和现代控制理论，研究了算

法的收敛性．

２　代数图论
　　设Ｇ＝（Ｖ，ω，Ａ）是ｎ个节点的权重无向图，Ｖ＝｛１，
２，…，ｎ｝为一个顶点（或节点）集合，ωＶ×Ｖ为一个边
的集合，Ａ＝［ａｉｊ］∈ＲＲ

ｎ×ｎ为权重邻接矩阵．对于ｉ∈Ｖ，
ａｉｉ＝０；对于ｉ，ｊ∈Ｖ，ｉ≠ｊ，若（ｉ，ｊ）∈ω，则 ａｉｊ＞０，否则，
ａｉｊ＝０．节点 ｉ的邻居集合定义为 Ｎｉ＝｛ｊ∈Ｖ｜（ｉ，ｊ）∈
ω｝．定义 Ｄ＝ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝∈ＲＲ

ｎ×ｎ为图 Ｇ的度矩

阵，其中 ｄｉ＝∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ．权重图 Ｇ的 Ｌａｐｌａ

ｃｉａｎ矩阵定义为：Ｌ＝Ｄ－Ａ∈ＲＲｎ×ｎ．
定义１　如果网络化系统中的一个自主体至少存

在一个邻接成员，则称为跟随者，否则称为领航者．
定义２［１６］　设拓扑图 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ具有相同的顶

点集Ｖ，其并集记为Ｇ１－ｍ，它的节点集是Ｖ，边集是所有
图Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ的边的并集，它的第 ｉ个节点和第 ｊ个
节点间的链接权重是图Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ第 ｉ个节点和第 ｊ
个节点间所有的链接权重之和．称 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ为联
合连通，如果它们的联合图Ｇ１－ｍ是连通的．

考虑一组无穷有序的有界连续时间段［ｔｒ，ｔｒ＋１），ｒ
＝１，２，…，且ｔ１＝０，ｔｒ＋１－ｔｒ≤Ｔ１，Ｔ１＞０．假设每个时间
段［ｔｒ，ｔｒ＋１）中存在一组非重叠的有限子序列［ｔｒ，ｊ，
ｔｒ，ｊ＋１），ｊ＝１，２，…，ｍｒ，且系统拓扑在［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）内保持
不变，其中ｔｒ，１＝ｔｒ，ｔｒ，ｍｒ＋１＝ｔｒ＋１，ｔｒ，ｊ＋１－ｔｒ，ｊ≥Ｔ２，Ｔ２＞０．令
σ（ｔ）：［０，＋∞）→Γ，Γ＝｛１，２，…，Ｎ｝为一个分段切换
常函数，Ｎ为总拓扑数．本文研究由 ｎ个跟随者和 ｍ个

领航者组成的分布式网络化系统．系统在 ｔ时刻的信息
拓扑图记为 Ｇσ（ｔ），相应的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵记为 Ｌσ（ｔ）．其
中，由ｎ个跟随者构成的信息拓扑图记为ＧＦσ（ｔ），相应的
Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵记为ＬＦσ（ｔ）．

３　一阶多领航者网络化系统群集运动控制算
法分析

　　考虑一个由ｎ个跟随者和ｍ个领航者构成的网络
化系统．跟随者集合与领航者集合分别记为 Ｆ＝｛１，２，
…，ｎ｝和Υ＝｛ｎ＋１，ｎ＋２，…，ｎ＋ｍ｝．假设一阶网络化
系统动态方程描述为：

ｘｉ（ｔ）＝ｕｉ（ｔ），ｉ＝１，…，ｎ，ｎ＋１，…，ｎ＋ｍ （１）
其中，ｘｉ（ｔ）∈ＲＲ，ｕｉ（ｔ）∈ＲＲ分别为网络化系统中第 ｉ个
自主体的状态和控制输入．
　　假设１　由ｎ个跟随者和 ｍ个领航者构成的网络
化系统拓扑在非重叠时间区间［ｔｒ，ｔｒ＋１），ｒ＝１，２，…内为
联合连通的．
　　假设２　非重叠时间区间［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）［ｔｒ，ｔｒ＋１），
ｊ＝１，２，…，ｍｒ内，分布式网络化系统存在一连通子集．
连通子集中任意一个跟随者 ｉ，至少与一个领航者 ｊ之
间存在一条路径．

假设一阶网络化系统控制协议为：

ｕｉ（ｔ）＝－∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｘｉ（ｔ）－ｘｊ（ｔ）］， ｉ∈Ｆ

ｕｉ（ｔ）＝０， ｉ∈
{

Υ
（２）

　　 定 义 ３　 图 Ｇ的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩 阵为 Ｌ，Ｌ＝
ＬＦ ＬＦΥ
０ｍ×ｎ ０ｍ×[ ]

ｍ

，其中 ＬＦ为 ｎ阶方阵，ＬＦΥ为 ｎ×ｍ阶

矩阵．
根据定义３，系统（１）可描述为：

ｘ（ｔ）＝－Ｌｘ（ｔ） （３）
其中，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），…，ｘｎ（ｔ），ｘｎ＋１（ｔ），…，ｘｎ＋ｍ（ｔ）］

Ｔ．
　　引理１［１４］　对于无向图 ＧＦ，若假设２成立，则 ＬＦ
为正定阵，－Ｌ－１Ｆ ＬＦΥ为非负矩阵且每行元素和为１．
　　定义４［９］　设集合 Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝为实向量空

间ＶＲＲ的子集，Ｘ的凸包定义为ＣＯ（Ｘ）＝｛∑
ｍ

ｉ＝１
αｉｘｉ｜ｘｉ

∈Ｘ，αｉ≥０，∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ＝１｝．

　　引理 ２　令 ｘＦ ＝［ｘ１，…，ｘｎ］
Τ，ｘΥ ＝［ｘｎ＋１，…，

ｘｎ＋ｍ］
Τ，若有 ｘＦ→ －Ｌ

－１
Ｆ ＬＦΥｘΥ，则网络化系统可以实现

包容控制．
　　证明　由引理１可知，－Ｌ－１Ｆ ＬＦΥ为非负矩阵且每行
元素和为 １，满足定义 ４中的条件，且 ｘΥ＝［ｘｎ＋１，…，
ｘｎ＋ｍ］

Τ，则－Ｌ－１Ｆ ＬＦΥｘΥ位于领航者围成的凸包内．因此
若有ｘＦ→－Ｌ

－１
Ｆ ＬＦΥｘΥ，那么网络化系统就可以实现包

２５７１
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容控制．
假设系统通信拓扑图 Ｇσ在时间段［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）内有

ｎσ≥１个连通部分，且连通成分的子拓扑图记为Ｇ
ｉ
σ，ｉ＝

１，２，…，ｎσ．图 Ｇ
ｉ
σ内有 ｄ

ｉ
σ≥１个节点，其中领航者 ｄ

ｉ
Υσ

个，跟随者ｄｉＦσ个，满足ｄ
ｉ
σ＝ｄ

ｉ
Υσ＋ｄ

ｉ
Ｆσ．矩阵块Ｌ

ｉ
σ为拓扑

图Ｇｉσ相对应的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵．根据Ｌσ的定义，存在一
个置换矩阵Ｅσ，使得

ＥΤσＬσＥσ＝ｄｉａｇ｛Ｌ
１
σ，Ｌ

２
σ，…，Ｌ

ｎσ
σ｝ （４）

ｘΤ（ｔ）Ｅσ＝［ｘ
１Τ
σ（ｔ），ｘ

２Τ
σ（ｔ），…，ｘσ

ｎａΤ
σ （ｔ）］ （５）

其中 ｘｉΤσ（ｔ）＝［ｘ
ｉ
σ１（ｔ），…，ｘ

ｉ
σｄｉＦσ（ｔ），ｘ

ｉ
σｄｉＦσ＋１（ｔ），…，

ｘｉσｄｉσ（ｔ）］，ｉ＝１，２，…，ｎσ．
在动态切换拓扑下网络化系统式（３）可描述为：

ｘ（ｔ）＝－Ｌσｘ（ｔ） （６）

其中，Ｌσ ＝
ＬＦσ ＬＦΥσ
０ｍ×ｎ ０ｍ×[ ]

ｍ

，ｘ（ｔ）＝［ｘΤＦ（ｔ），ｘ
Τ
Υ（ｔ）］

Τ，

ｘＦ（ｔ）表示跟随者的状态，ｘΥ（ｔ）表示领航者的状态，
ｘＦ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）］

Τ，ｘΥ（ｔ）＝［ｘｎ＋１（ｔ），…，
ｘｎ＋ｍ（ｔ）］

Τ．
在每个时间段［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）内，系统（６）可以被分解

为ｎσ个子系统，即
ｘｉσ（ｔ）＝－Ｌ

ｉ
σｘ
ｉ
σ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｎσ （７）

其中，ｘｉσ（ｔ）＝［ｘ
ｉΤ
Ｆσ
（ｔ）］，ｘｉΤΥσ（ｔ）］

Ｔ，

ｘｉΤＦσ（ｔ）＝［ｘ
ｉ
σ１（ｔ），ｘ

ｉ
σ２（ｔ），…，ｘ

ｉ
σｄｉＦσ（ｔ）］，

ｘｉＴΥσ（ｔ）＝［ｘ
ｉ
σｄｉＦσ＋１（ｔ），…，ｘ

ｉ
σｄｉσ（ｔ）］，

Ｌｉσ＝
ＬｉＦσ ＬｉＦΥσ
０ｄｉΥσ×ｄｉＦσ ０ｄｉΥσ×ｄｉ[ ]

Υσ

．

定理１　考虑由ｎ个跟随者和 ｍ个领航者构成的
一阶动态网络化系统，且满足动态方程式（１），在假设１
和假设２条件下，则系统在控制协议（２）下能够实现渐
近包容控制．
　　证明　由式（７），得

ｘｉＦσ（ｔ）

ｘｉΥσ（ｔ[ ]） ＝－ ＬｉＦσ ＬｉＦΥσ
０ｍ×ｎ ０ｍ×[ ]

ｍ

×
ｘｉＦσ（ｔ）

ｘｉΥσ（ｔ[ ]），
即有 ｘｉＦσ（ｔ）＝－Ｌ

ｉ
Ｆσｘ

ｉ
Ｆσ（ｔ）－Ｌ

ｉ
ＦΥσｘ

ｉ
Υσ（ｔ），ｉ＝１，…，ｎσ

（８）
在时间段［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）内解式（８）可得
　ｘｉＦσ（ｔ）＝ｅ

－ＬｉＦσ（ｔ－ｔｒ，ｊ）ｘｉＦσ（ｔｒ，ｊ）

　 ＋∫
ｔ

ｔｒ，ｊ
ｅ－Ｌ

ｉ
Ｆσ（ｔ－τ）ｄτ·（－ＬｉＦΥσ）ｘ

ｉ
Υσ（ｔｒ，ｊ）

＝ｅ－Ｌ
ｉ
Ｆσ（ｔ－ｔｒ，ｊ）［ｘｉＦσ（ｔｒ，ｊ）＋Ｌ

ｉ－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｘ

ｉ
Υσ（ｔｒ，ｊ）］

　－Ｌｉ
－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｘ

ｉ
Υσ（ｔｒ，ｊ）

其中ｔ∈［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）．由于考虑静态的领航者，即ｘ
ｉ
Υσ（ｔｒ，ｊ）

＝ｘｉΥσ（０），则

ｘｉＦσ（ｔ）＝ｅ
－ＬｉＦσ（ｔ－ｔｒ，ｊ）［ｘｉＦσ（ｔｒ，ｊ）＋Ｌ

ｉ－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｘ

ｉ
Υσ（０）］

－Ｌｉ
－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｘ

ｉ
Υσ（０） （９）

根据引理１，ＬｉＦσ为正定阵，即 Ｌ
ｉ
Ｆσ的所有特征根均

具有正实部，因此当 ｔ→∞时，ｅ－Ｌ
ｉ
Ｆσ（ｔ－ｔｒ，ｊ）→０，进而得到

ｘｉＦσ（ｔ）→－Ｌ
ｉ－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｘ

ｉ
Υσ（０）．

在任意区间［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）［ｔｒ，ｔｒ＋１），ｊ＝１，２，…，ｍｒ
内，ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘｉＦσ（ｔ）→－Ｌ

ｉ－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｘ

ｉ
Υσ（０），ｉ＝１，２，…，ｎσ．因此当

ｔ→∞时，系统在连续时间段［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）和［ｔｒ，ｊ＋１，ｔｒ，ｊ＋２）
内（即［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋２）内）的连通成分，仍然满足ｌｉｍｔ→∞ｘ

′ｉ
Ｆσ（ｔ）→

－Ｌ′ｉ
－１

ＦσＬ
′ｉ
ＦΥσｘ

′ｉ
Υσ（０），ｉ＝１，２，…，ｎ

′
σ．因此以此类推，根据

假设１，系统的拓扑图在每个时间段［ｔｒ，ｔｒ＋１）内联合连
通，当ｔ→∞时，则有 ｘＦ（ｔ）→ －Ｌ

－１
Ｆ ＬＦΥｘΥ（０），由引理２

可知一阶网络化系统实现了渐近包容控制．

４　二阶多领航者网络化系统群集运动控制算
法分析

　　假设网络化系统由 ｎ个跟随者和 ｍ个领航者组
成，其二阶网络化系统动态方程描述为：

ｑｉ（ｔ）＝ｐｉ（ｔ），　ｐｉ（ｔ）＝ｕｉ（ｔ），
ｉ＝１，…，ｎ，ｎ＋１，…，ｎ＋ｍ

（１０）

其中，ｑｉ（ｔ）∈ＲＲ，ｐｉ（ｔ）∈ＲＲ，ｕｉ（ｔ）∈ＲＲ分别为网络化系统
中第ｉ个自主体的位置信息、速度信息和控制输入．假
设二阶网络化系统控制协议为：

ｕｉ（ｔ）＝－αｐｉ（ｔ）－∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［β（ｑｉ（ｔ）－ｑｊ（ｔ））

　　　＋γ（ｐｉ（ｔ）－ｐｊ（ｔ））］，ｉ∈Ｆ
ｐｉ（ｔ）＝０，ｉ∈Υ

（１１）

其中，α，β，γ均为常数．

　　定义５　矩阵Ｈ＝
ＨＦ ＨＦΥ
０[ ]Ｂ ，其中，

　ＨＦΥ＝
０ｎ×ｍ ０ｎ×ｍ
－βＬＦΥ －γＬＦ[ ]

Υ

，Ｂ＝
０ｍ×ｍ Ｉｍ×ｍ
０ｍ×ｍ ０ｍ×[ ]

ｍ

，

　ＨＦ＝
０ｎ×ｎ Ｉｎ
－βＬＦ －αＩｎ－γＬ[ ]

Ｆ

，ＬＦ为 ｎ阶方阵，ＬＦΥ为 ｎ

×ｍ阶矩阵．
根据式（１０）和式（１１），二阶网络化系统可描述为：

ξ（ｔ）＝Ｈσξ（ｔ） （１２）
其中，

ξ（ｔ）＝［ξΤＦ（ｔ），ξ
Τ
Υ（ｔ）］

Τ，ξＦ（ｔ）＝［ｑ
Τ
Ｆ（ｔ），ｐ

Τ
Ｆ（ｔ）］

Τ，

ξΥ（ｔ）＝［ｑ
Τ
Υ（ｔ），ｐ

Τ
Υ（ｔ）］

Τ，ｑＦ（ｔ）＝［ｑ１（ｔ），…，ｑｎ（ｔ）］
Τ，

ｑΥ（ｔ）＝［ｑｎ＋１（ｔ），…，ｑｎ＋ｍ（ｔ）］
Τ，ｐＦ（ｔ）＝［ｐ１（ｔ），…，ｐｎ（ｔ）］

Τ，

ｐΥ（ｔ）＝［ｐｎ＋１（ｔ），…，ｐｎ＋ｍ（ｔ）］
Τ，ξＦ（ｔ）表示跟随者的信

息，ξΥ（ｔ）表示领航者的信息，ｑＦ（ｔ）和 ｑΥ（ｔ）分别表示
跟随者和领航者的位置信息，ｐＦ（ｔ）和 ｐΥ（ｔ）分别表示
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跟随者和领航者的速度信息．采用与式（４）相同的处理
方法，存在一个置换矩阵Ｅσ，使得

ＥΤσＩｎＥσ＝ｄｉａｇ｛Ｉｄ１σ，Ｉｄ２σ，…，Ｉｄｎσσ｝　 （１３）
ｑΤ（ｔ）Ｅσ＝［ｑ

１Τ
σ（ｔ），ｑ

２Τ
σ（ｔ），…，ｑ

ｎσΤ
σ （ｔ）］ （１４）

ｐΤ（ｔ）Ｅσ＝［ｐ
１Τ
σ（ｔ），ｐ

２Τ
σ（ｔ），…，ｐ

ｎσΤ
σ （ｔ）］ （１５）

其中，

ｑｉΤσ（ｔ）＝［ｑ
ｉ
σ１（ｔ），…，ｑ

ｉ
σｄｉＦσ（ｔ），ｑ

ｉ
σｄｉＦσ＋１（ｔ），…，ｑ

ｉ
σｄｉσ（ｔ）］，

ｐｉΤσ（ｔ）＝［ｐ
ｉ
σ１（ｔ），…，ｐ

ｉ
σｄｉＦσ（ｔ），ｐ

ｉ
σｄｉＦσ＋１（ｔ），…，ｐ

ｉ
σｄｉσ（ｔ）］，

ｉ＝１，２，…，ｎσ．
在每个时间段［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）内，系统（１２）可以被分解

为ｎσ个子系统，即
ξｉσ（ｔ）＝Ｈ

ｉ
σξ
ｉ
σ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｎσ （１６）

其中，

ξｉσ（ｔ）＝［ξ
ｉΤ
Ｆσ（ｔ），ξ

ｉΤ
Υσ（ｔ）］

Τ，

ξｉＦσ（ｔ）＝［ｑ
ｉΤ
Ｆσ（ｔ），ｐ

ｉΤ
Ｆσ（ｔ）］

Τ，

ξｉΥσ（ｔ）＝［ｑ
ｉΤ
Υσ（ｔ），ｐ

ｉΤ
Υσ（ｔ）］

Τ，

ｑｉΤＦσ（ｔ）＝［ｑ
ｉ
σ１（ｔ），ｑ

ｉ
σ２（ｔ），…，ｑ

ｉ
σｄｉＦσ（ｔ）］，

ｑｉΤΥσ（ｔ）＝［ｑ
ｉ
σｄｉＦσ＋１（ｔ），…，ｑ

ｉ
σｄｉσ（ｔ）］，

ｐｉΤＦσ（ｔ）＝［ｐ
ｉ
σ１（ｔ），ｐ

ｉ
σ２（ｔ），…，ｐ

ｉ
σｄｉＦσ（ｔ）］，

ｐｉΤΥσ（ｔ）＝［ｐ
ｉ
σｄｉＦσ＋１（ｔ），…，ｐ

ｉ
σｄｉσ（ｔ）］，

Ｈｉσ＝
ＨｉＦσ ＨｉＦΥσ
０ Ｂｉ[ ]

σ

，

Ｂｉσ＝
０ｄｉΥσ×ｄｉΥσ ＩｄｉΥσ
０ｄｉΥσ×ｄｉΥσ ０ｄｉΥσ×ｄｉ[ ]

Υσ

，

ＨｉＦσ＝
０ｄｉＦσ×ｄｉＦσ ＩｄｉＦσ
－βＬｉＦσ －αＩｄｉＦσ－γＬ

ｉ
Ｆ

[ ]
σ

，

ＨｉＦΥσ＝
０ｄｉＦσ×ｄｉΥσ ０ｄｉＦσ×ｄｉΥσ
－βＬｉＦΥσ －γＬｉＦ[ ]

Υσ

．

　　定理２　考虑由 ｎ个跟随者和 ｍ个领航者构成的
二阶动态网络化系统，且满足动态方程式（１０），在假设
１和假设２条件下，且对任意的ｔ∈（０，＋∞）满足

α＞ｍａｘ
ｋ
｛γμｋ｝，ｋ＝１，２，…，ｎ

β{ ＞０
（１７）

则系统在控制协议（１１）下能够实现渐近包容控制．其
中，μｋ表示矩阵（－ＬＦσ）的特征值．
　　证明　由式（１６），得

ξｉＦσ（ｔ）
ξｉΥσ（ｔ[ ]） ＝

ＨｉＦσ ＨｉＦΥσ
０ Ｂｉ[ ]

σ

×
ξｉＦσ（ｔ）

ξｉΥσ（ｔ[ ]），即有
ξｉＦσ（ｔ）＝Ｈ

ｉ
Ｆσξ

ｉ
Ｆσ（ｔ）＋Ｈ

ｉ
ＦΥσξ

ｉ
Υσ（ｔ） （１８）

ξｉΥσ（ｔ）＝Ｂ
ｉ
σξ
ｉ
Υσ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｎσ （１９）

由式（１８），得
ｑｉＦσ（ｔ）
ｐｉＦσ（ｔ[ ]） ＝

０ｄｉＦσ×ｄｉＦσ ＩｄｉＦσ
－βＬｉＦσ －αＩｄｉＦσ－γＬ

ｉ
Ｆ

[ ]
σ

×
ｑｉＦσ（ｔ）

ｐｉＦσ（ｔ[ ]）

＋
０ｄｉＦσ×ｄｉΥσ ０ｄｉＦσ×ｄｉΥσ
－βＬｉＦΥσ －γＬｉＦ[ ]

Υσ

×
ｑｉΥσ（ｔ）

ｐｉΥσ（ｔ[ ]）
由式（１９），得

ｑｉΥσ（ｔ）
ｐｉΥσ（ｔ[ ]） ＝

０ｄｉΥσ×ｄｉΥσ ＩｄｉΥσ
０ｄｉΥσ×ｄｉΥσ ０ｄｉΥσ×ｄｉ[ ]

Υσ

×
ｑｉΥσ（ｔ）

ｐｉΥσ（ｔ[ ]），
即，ｑｉΥσ（ｔ）＝ｐ

ｉ
Υσ（ｔ），ｐ

ｉ
Υσ（ｔ）＝０．

在时间段［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）内解式（１８）可得
ｑｉＦσ（ｔ）

ｐｉＦσ（ｔ[ ]） ＝ｅＨｉＦσ（ｔ－ｔｒ，ｊ）
ｑｉＦσ（ｔｒ，ｊ）

ｐｉＦσ（ｔｒ，ｊ[ ]）
　＋∫

ｔ

ｔｒ，ｊ
ｅＨ

ｉ
Ｆσ（ｔ－τ）ｄτＨｉＦΥσ

ｑｉΥσ（ｔ）

ｐｉΥσ（ｔ[ ]）
＝ｅＨ

ｉ
Ｆσ（ｔ－ｔｒ，ｊ）

ｑｉＦσ（ｔｒ，ｊ）

ｐｉＦσ（ｔｒ，ｊ[ ]）
　＋（ｅＨ

ｉ
Ｆσ（ｔ－ｔｒ，ｊ）ＨＦσ

ｉ－１ －ＨＦσ
ｉ－１）

０ｄｉＦσ×１
－βＬｉＦΥσｑ

ｉ
Υσ（ｔ[ ]）

其中，ｐｉΥσ（ｔ）＝０ｄｉΥσ×１，ｑ
ｉ
Υσ（ｔ）＝ｑ

ｉ
Υσ（０），

Ｈｉ
－１

Ｆσ＝
－α
β
Ｌｉ

－１

Ｆσ－
γ
β
ＩｄｉＦσ －（βＬｉＦσ）

－１

ＩｄｉＦσ ０ｄｉＦσ×ｄｉＦ









σ

．

若ＨｉＦσ的所有特征值均具有负实部，则有 ｅ
ＨｉＦσ（ｔ－ｔｒ，ｊ）

→０，进而得
ｑｉＦσ（ｔ）

ｐｉＦσ（ｔ[ ]）→－Ｈｉ－１Ｆσ
０ｄｉＦσ×１

－βＬｉＦΥσｑ
ｉ
Υσ（ｔ[ ]）

＝
－Ｌｉ

－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｑ

ｉ
Υσ（０）

０ｄｉＦσ[ ]
×１

．

下面讨论ＨｉＦσ的特征值．
由引理１得，－ＬｉＦσ的特征值均为负实数，记为 μ

ｉ
σｄｉＦσ

≤…≤μｉσ２≤μ
ｉ
σ１＜０．设Ｈ

ｉ
Ｆσ的特征值为λ

ｉ
σ，则

ｄｅｔ（λｉσＩ２×ｄｉＦσ－Ｈ
ｉ
Ｆσ）

＝ｄｅｔ［λｉ
２

σＩｄｉＦσ＋（αＩｄｉＦσ＋γＬ
ｉ
Ｆσ）λ

ｉ
σ＋（βＬ

ｉ
Ｆσ）］

＝∏
ｄｉＦσ

ｌ＝１
［λｉ

２

σ＋（α－γμ
ｉ
σｌ）λ

ｉ
σ－βμ

ｉ
σｌ］

ｌ＝１，２，…，ｄｉＦσ
记ｆ（λｉσ）＝λ

ｉ２

σ＋（α－γμ
ｉ
σｌ）λ

ｉ
σ－βμ

ｉ
σｌ．当满足 －βμ

ｉ
σｌ＞０

（其中μｉσｌ＜０）且（α－γμ
ｉ
σｌ）＞０时，即 α＞γμ

ｉ
σｌ且 β＞０

时，ｆ（λｉσ）的特征根均具有负实部．根据式（４），显然有
ｍａｘ｛μ（－ＬＦσ）｝≥ｍａｘ｛μ（－Ｌ

ｉ
Ｆσ）｝，其中 μ（－ＬＦσ）和

μ（－ＬｉＦσ）分别表示矩阵－ＬＦσ和－Ｌ
ｉ
Ｆσ的特征值．因此根

据式 （１７），ＨｉＦσ的 特 征 值 均 具 有 负 实 部，即 得

ｑｉＦσ（ｔ）

ｐｉＦσ（ｔ[ ]）→ －Ｌｉ
－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｑ

ｉ
Υσ（０）

０ｄｉＦσ[ ]
×１

．
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任意区间［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）［ｔｒ，ｔｒ＋１），ｊ＝１，２，…，ｍｒ，有

ｑｉＦσ（ｔ）

ｐｉＦσ（ｔ[ ]）→ －Ｌｉ
－１

ＦσＬ
ｉ
ＦΥσｑ

ｉ
Υσ（０）

０ｄｉＦσ[ ]
×１

，ｉ＝１，２，…，ｎσ．因此当ｔ

→∞时，系统在连续时间段［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋１）和［ｔｒ，ｊ＋１，ｔｒ，ｊ＋２）内
（即［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ＋２）内）的连通成分，仍然满足

ｑ′ｉＦσ（ｔ）

ｐ′ｉＦσ（ｔ[ ]）→ －Ｌ′ｉ
－１

ＦσＬ
′ｉ
ＦΥσｑ

′ｉ
Υσ（０）

０ｄ′ｉＦσ[ ]
×１

，ｉ＝１，…，ｎ′σ．

因此以此类推，根据假设１，系统的拓扑图在每个时间

段［ｔｒ，ｔｒ＋１）内联合连通，当 ｔ→∞时，则有
ｑＦ（ｔ）
ｐＦ（ｔ[ ]）→

－ＬＦ
－１

ＬＦΥｑΥ（０）[ ]０
，由引理２可知二阶网络化系统实现

了渐近包容控制．

５　实例分析
　　考虑３个领航者和６个跟随者，领航者集合和跟随
者集合分别为Υ＝｛７，８，９｝和Ｆ＝｛１，２，３，４，５，６｝，其动
态拓扑图如图１所示．假定系统互连拓扑图在时刻 ｔ＝
ｋＴ，ｋ＝０，１，…，在拓扑图Ｇ１～Ｇ４中随机地切换，Ｔ取为
０５ｓ．系统互连拓扑图的连接权重下图中已标记，未标
记的默认为１．

５１　一阶网络化系统数值仿真
跟随者和领航者的初始位置分别取为ｘ１（０）＝（０，

０），ｘ２（０）＝（２，０），ｘ３（０）＝（４，０），ｘ４（０）＝（６，０），

ｘ５（０）＝（８，０），ｘ６（０）＝（１０，０）；ｘ７（０）＝（４，６），ｘ８（０）
＝（４，８），ｘ９（０）＝（６，８）．系统的运动轨迹如图２，可见
各跟随者的位置最终渐近收敛到了由三个领航者的位

置所围成的平面三角形区域内，即一阶多领航者网络

化系统实现了群集运动．

５２　二阶网络化系统数值仿真
根据系统联合拓扑图 Ｇ，得系统矩阵 ＬＦ．经计算，

ＬＦ的特征值约为：１０４６３０，４７５１７，３７５３９，２２５６８，
１１９４０，０５８０６．取β＝１０＞０，γ＝－０２，α＝２１．跟随
者的初始位置及初始速度分别取为 ｑ１（０）＝（１，１），
ｑ２（０）＝（２，２），ｑ３（０）＝（２，７），ｑ４（０）＝（３，５），ｑ５（０）＝
（５，６），ｑ６（０）＝（７，３），ｐ１（０）＝（２，６），ｐ２（０）＝（３，８），
ｐ３（０）＝（４，６），ｐ４（０）＝（５，５），ｐ５（０）＝（６，３），ｐ６（０）＝
（９，７）．静态领航者的初始位置取为 ｑ７（０）＝（８，１０），
ｑ８（０）＝（１０，８），ｑ９（０）＝（１０，１０）．系统的运动轨迹如
图３，可见各跟随者的位置最终渐近收敛到了由三个领
航者的位置所围成的平面三角形区域内，即二阶多领

航者网络化系统实现了群集运动．

６　结论
　　本文研究了在联合连通条件下具有多个静态领航
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者的网络化系统的群集运动问题，并分别针对一阶／二
阶系统提出了相应的控制算法．运用控制理论及代数
图论等理论工具分别对动态网络化系统进行了收敛性

分析，给出了一阶系统的一般收敛性条件以及二阶系

统收敛性对控制增益系数的约束条件．仿真示例分别
对一阶系统和二阶系统的理论结果进行了有效验证．
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