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　　摘　要：　多尺度量子谐振子算法的收敛特性证明单一尺度的收敛过程不能同时获得良好的全局搜索精度和局
部搜索精度，只有采用多尺度迭代才能实现对全局最优解的逐步精确定位，所以ＭＱＨＯＡ算法利用量子谐振子收敛过
程（ＱＨＯ收敛）和多尺度收敛过程（Ｍ收敛）两个嵌套的收敛过程实现对优化问题的求解．ＱＨＯ收敛过程按谐振子波
函数由高能态向低能态的变化实现搜索区域的收缩，Ｍ收敛过程以２的倍数逐步减小尺度提高搜索精度．算法的波函
数收敛定理证明ＱＨＯ收敛时采样分布为高斯分布．ＱＨＯ收敛过程算法模型中不同能级和不同尺度下的波函数图像
为跟踪研究算法的迭代收敛过程提供了直观的具有物理含义的手段．实验证明算法在收敛过程中基态波函数形态和
基态时零点能的存在都与算法物理模型的理论描述和预言是高度吻合的．
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１　引言
　　多尺度量子谐振子算法（ＭｕｌｔｉｓｃａｌｅＱｕａｎｔｕｍＨａｒ
ｍｏｎｉｃＯｓｃｉｌｌａｔｏｒＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＱＨＯＡ）是２００９年提出的一
种模仿量子谐振子波函数能级模型的优化算法［１，２］．文
献［２］中的结果表明 ＭＱＨＯＡ算法能以较少的迭代次
数准确地获得全局最优解，对于１５种２维标准测试函
数分别进行１０００次重复计算都能以１００％的概率获得
全局最优解，同时对于高维测试函数如 ６维 Ｇｒｉｅｗａｎｋ
函数，８维 Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ函数，１０维 Ｌｅｖｙ函数、Ｚａｋｈａｒｏｖ函
数、ＳｕｍＳｑｕａｒｅ函数，１５维 Ｓｐｈｅｒｅ函数也都能以１００％
的概率获得全局最优解．该算法在２００９年首次提出后
（最初版本称为模拟谐振子算法 ＳＨＯ），就引起了国内
一些学者的关注和研究，并将这一算法成功应用于多

个领域［３～７］．ＭＱＨＯＡ算法作为一种新的优化算法，在近
期研究中还被成功地应用到组合优化、聚类及大规模

数据中心相空间分析方法中，预计将具有广阔的应用

前景．
近年提出的与 ＭＱＨＯＡ结构最为相似的优化算法

是文献［８，９］所提出的具有很好收敛性的量子粒子群
算法（ＱＰＳＯ），ＱＰＳＯ取消了传统粒子群算法的速度参
数并利用 δ势阱所得到的量子波函数构造算法［１０］，而

本文所提出的 ＭＱＨＯＡ算法则直接利用谐振子势阱所
得到的量子波函数构造算法，通过多尺度收敛实现对

目标函数的全局搜索，本文算法的收敛过程具有更为

精巧的数学结构和更为明确的物理意义，其收敛过程

完全符合量子谐振子物理模型的预言．
ＭＱＨＯＡ算法的收敛过程是由量子谐振子收敛

（ＱｕａｎｔｕｍＨａｒｍｏｎｉｃＯｓｃｉｌｌａｔｏｒ，ＱＨＯ收敛）和多尺度收敛
（Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ，Ｍ收敛）两个嵌套的迭代过程构成，这两
个收敛过程的特性决定了整个算法的性能，本文从

ＭＱＨＯＡ算法的收敛特性入手，发现 ＭＱＨＯＡ的收敛过
程的理论和实验结果与量子谐振子物理模型所预言的

收敛特性高度吻合．

２　ＭＱＨＯＡ算法的基本收敛过程和参数
选择

２１　ＭＱＨＯＡ算法的基本收敛过程
ＭＱＨＯＡ算法的收敛过程包含两个迭代步骤，一个

是在同一尺度下的量子谐振子收敛过程，一个是多尺

度收敛过程．ＱＨＯ收敛过程实现对搜索空间的逐步收
缩定位，Ｍ收敛过程实现对采样精度的逐步提高，
ＭＱＨＯＡ算法从数学的角度也可以认为是一种多尺度
高斯邻域采样群体算法．由于整个算法在迭代过程中
只采用了不同尺度下的高斯邻域采样，使 ＭＱＨＯＡ与其
他自然算法相比具有简单的数学描述和算法结构．我

们在文献［２］中对 ＭＱＨＯＡ算法的基本过程进行了详
细描述．

在ＭＱＨＯＡ算法收敛过程中当前 ｋ个最优解位置
的方差σｋ是一个十分重要的参数，算法在ＱＨＯ收敛时
每一次迭代都是以σｋ作为收敛判据的．σｋ在收敛过程
中的变化反映了算法的整体收敛状态，图１为二维Ｌｅｖｙ
函数和Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数求最优解迭代时 σｋ与迭代次数
的关系（纵轴是以２为底的对数坐标）．对于Ｌｅｖｙ函数，
迭代总次数为７，ｘ方向的σｋ在第６次迭代时为０，ｙ方
向的σｋ在第７次迭代时为０，ｘ方向首先实现收敛，而
算法的结束条件是所有采样坐标位置都同时满足收敛

条件，所以算法总收敛次数为迭代次数最多的变量方

向；对于Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数，迭代总次数为１１，ｘ、ｙ方向的
σｋ均在第１１次迭代时变为０，最后收敛时σｋ为０表明
算法收敛时ｋ个较优解的位置全部相同．σｋ在整个收
敛过程中通常都是逐步减小的，σｋ与迭代次数的曲线
关系能反映算法的基本收敛进程．

２２　ｋ、ｍ参数的选择对算法收敛性的影响
ＭＱＨＯＡ算法的控制参数非常少，主要就是群体参数

ｋ和采样参数ｍ，群体参数ｋ是实验中算法每次迭代保留
的高斯采样区域数量，采样参数ｍ是一个采样区域内按
Ｎ（ｘｉ，σ

２）生成新的采样位置的个数，适量的采样区域数

量和采样区域内的采样密度是精确求解全局优化问题的

前提，作为ＭＱＨＯＡ算法中的重要参数对算法的收敛特
性有重要影响，所以首先需要确定参数ｋ、ｍ的数值．

图２（ａ）、（ｂ）、（ｃ）所示为 ２维、３维和 ４维 Ｇｒｉｅ
ｗａｎｋ函数在不同ｋ、ｍ组合下获得最优解时总的迭代次
数变化曲线，当ｍ＜１００时，随着ｍ的增大，每个采样区
域采样密度逐渐增大，算法迭代次数快速降低，当 ｍ大
于１００后继续增大时，迭代次数逐渐趋于稳定，ｍ＞１００
后ｍ的值对迭代次数的影响不大，这说明对于一个高
斯采样区域进行１００次采样就能基本符合形成概率波
函数的要求．综合以上对 ｋ，ｍ参数的收敛特征研究，本
文在实验中通常统一取ｋ＝２０，ｍ＝１００ＭＱＨＯＡ算法控
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制参数少而且通常不需要人为进行调整正是由于算法

具有简洁的数学结构．

３　ＭＱＨＯＡ算法的ＱＨＯ收敛过程研究

３１　ＱＨＯ收敛过程的收敛性分析
ＭＱＨＯＡ算法包含 ＱＨＯ和 Ｍ两个收敛过程，但 Ｍ

收敛过程是确定的２倍收缩过程，因此只需证明 ＱＨＯ
收敛过程在任意尺度σｓ下的收敛性即可．

ＱＨＯ收敛过程的收敛条件为 σｋ≤σｓ，只需证明在
ＱＨＯ收敛过程中ｋ个高斯邻域采样区域的中心点位置
的标准差σｋ一定能满足收敛条件即可．

假设在σｓ尺度下ｋ个高斯邻域采样区域的中心点

ｘｉ中当前最优解位置为 ｘｍｉｎ，则根据高斯采样的定义，
ｘｍｉｎ所对应的采样区域在下一次迭代进行 ｍ个采样时，
如果存在一个ε邻域，使在区间［ｘｍｉｎ－ε，ｘｍｉｎ＋ε］内的
采样位置对应的目标函数值均小于其他ｋ－１个采样区
域，根据采样函数的概率含义，则出现这一结果的概率

可以用下式计算得到：

Ｐ＝∫
ｘｍｉｎ＋ε

ｘｍｉｎ－ε

ｍ

槡πσｓ
ｅ－

（ｘ－ｘｍｉｎ）
２

σ２ｓ ｄｘ （１）

这一表达式表明如果存在这个ε邻域，根据算法对
较优解的选择方法每次迭代时会按概率 Ｐ使其它采样
区域向以 ｘｍｉｎ为中心位置的最优采样区域收敛，通过
ＱＨＯ收敛过程所有采样区域的中心位置ｘｉ都将收敛到
满足分布Ｎ（珋ｘｉ，σ

２
ｓ）的基态（珋ｘｉ为 ｘｉ的平均值），从而完

成在尺度σｓ下的ＱＨＯ收敛过程．
其中ε邻域不存在的情况为：被优化函数有多个全

局最优位置，此时在某一尺度的ｋ个采样中心有可能会
向多个全局最优位置聚集，使在区间［ｘｍｉｎ－ε，ｘｍｉｎ＋ε］
内的采样函数值均小于其他ｋ－１个采样区域的条件有
可能无法满足，从而σｋ≤σｓ的ＱＨＯ收敛条件也无法满
足，ＱＨＯ收敛过程将无法退出并入下一个尺度的迭代．

上面的分析表明 ＭＱＨＯＡ的基本算法在目标函数
有多个全局最优解时是有可能不收敛的，但在一些应

用场合我们反而需要算法能找到多个全局最优解，甚

至是找到多个极值区域．如在聚类应用中就希望算法
能找到多个可能的聚类区域．
３２　ＱＨＯ收敛过程中的波函数收敛定理

在ＱＨＯ收敛过程中我们把每次迭代时ｋ个标准差
为σ的高斯采样函数的叠加称为算法的波函数，归一
化的算法波函数定义如下式：

ψＱＨＯ（ｘ）＝∑
ｋ

ｉ＝１

１

槡πσｋ
ｅ－

（ｘ－ｘｉ）
２

σ２ （２）

算法波函数的概率分布ψＱＨＯ（ｘ）就是对目标函数在
定义域上进行采样的概率分布，单尺度量子谐振子算法

迭代过程中标准差σ的值保持不变，算法对最小值的搜
索只能在一个尺度上进行，算法波函数在收敛过程中将

呈现出与量子谐振子波函数相似的波函数能级图像．
在ＱＨＯ迭代过程中算法波函数都扮演了重要的角

色，算法的采样概率分布、算法向量子基态单一高斯分

布的收敛、算法的量子隧道效应都是在波函数的作用

下形成的，具有概率含义的算法波函数反映了量子谐

振子算法的收敛过程与其物理模型是非常吻合的，波

函数直观地描述了算法的运行状态．
　　定理１　（波函数收敛定理）算法在 σｓ尺度 ＱＨＯ
收敛时的基态波函数近似为高斯分布Ｎ（珋ｘｉ，σ

２
ｓ）．

　　证明　在 σｓ尺度下算法的波函数为 ψＱＨＯ（ｘ）
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＝∑
ｋ

ｉ＝１

１
２槡πσｓｋ

ｅ－
（ｘ－ｘｉ）

２

２σ２ｓ ，ＱＨＯ收敛时满足条件 σｋ≤σｓ，

此时ｋ个采样中心位置 ｘｉ的标准差小于等于 σｓ，在尺
度σｓ条件下表明ｘｉ聚集在以珋ｘｉ为中心的较小区域，可
以近似地认为ｘｉ≈珋ｘｉ．

因此在尺度 σｓ下 ＱＨＯ过程收敛到基态，满足 σｋ
≤σｓ时可以得出：

ψ０ＱＨＯ（ｘ）＝∑
ｋ

ｉ＝１

１
２槡πσｓｋ

ｅ－
（ｘ－ｘｉ）

２

２σ２ｓ ≈ １
２槡πσｓ

ｅ－
（ｘ－ｘｉ）

２

２σ２ｓ

上式就是高斯分布Ｎ（ｘｉ，σ
２
ｓ），定理得证．

波函数收敛定理表明，在尺度σｓ下ＱＨＯ收敛到基
态收敛时波函数将迭加为近似的单一高斯分布 Ｎ
ｘｉ，σ

２( )ｓ ，根据波函数收敛定理每一个尺度下的 ＱＨＯ收
敛过程都会使搜索区域缩小一倍，这一收敛状态与量子

谐振子物理模型所描述的收敛过程是完全一致的，波函

数收敛定理描述了在尺度σｓ下ＱＨＯ收敛时的基态波函
数形态，这一结果在后面的实验中也得到了证实．
３３　ＱＨＯ收敛过程中的能量变化

算法的物理模型表明ＱＨＯ收敛过程就是系统能级
从高能态不断降低到基态的过程，为了研究算法在

ＱＨＯ收敛过程中的能量变化情况，可以对 ＱＨＯ迭代中
的能量定义如下：

ＥＱＨＯ ＝∑
ｋ

ｉ＝１

ｆｘｎｉ１，ｘ
ｎ
ｉ２…ｘ

ｎ
ｉ

( )
ｍ

ｋ －ｆｍｉｎ （３）

其中ｆ( ) 为目标函数，ｘｎｉ１，ｘ
ｎ
ｉ２…，ｘ

ｎ
ｉ( )ｍ 为ｍ维函数在第

ｎ次迭代中的高斯采样中心，ｍ为目标函数的维度，ｆｍｉｎ
为目标函数的理论最小值，简单地讲能量 ＥＱＨＯ就是当
前ｋ个最优采样位置所对应目标函数值的平均值与理
论最优值的差．图３为尺度 σｓ＝０６２５时，对 Ｇｒｉｅｗａｎｋ，
Ｌｅｖｙ和Ｂｅａｌｅ三种测试函数进行 ＱＨＯ迭代时的能量与
迭代次数的关系，图中描述了三种函数的能量在 ＱＨＯ
收敛过程中由高能态向基态的变化过程．

从图３中可以看到随着 ＱＨＯ迭代的进行，三种测
试函数的能量都呈现出逐步减少的趋势，这与算法物

理模型所描述的从高能态向基态变化的过程一致．在
图中三种测试函数的能量变化曲线都有一个共同的特

点，在基态时能量都不等于零．量子力学证明谐振子在
基态时的能量确实是不等于０的，量子系统中存在零点

能，如谐振子的零点能为
ω
２，零点能的存在是海森堡测

不准关系所导致的必然结果，算法的物理模型预言了

算法零点能的存在．ＱＨＯ收敛到基态时能量不为零正
好与算法的物理模型是符合的．零点能用 Ｅ０ＱＨＯ来表示，
可以对算法ＱＨＯ收敛过程中的零点能定义如下：
　　定义　算法的零点能Ｅ０ＱＨＯ为ＱＨＯ在某一尺度收敛
到基态时的能量ＥＱＨＯ．

Ｅ０ＱＨＯ的大小与当前的尺度 σｓ有关，随着尺度的减
小零点能的大小也随着减小．

根据零点能的定义在尺度 σｓ下 ＱＨＯ收敛到基态
时零点能的理论值可以由下式计算：

Ｅ０ＱＨＯ ＝∫ｆ( )ｘ
１
２槡πσｓ

ｅ－
ｘ－ｘ( )

ｉ
２

２σ２ｓ ｄｘ－ｆｍｉｎ （４）

零点能的理论值其实就是基态时采样区域内目标

函数的高斯加权平均值与目标函数最小值的差，通常

来讲σｓ越大Ｅ
０
ＱＨＯ越大．

３４　ＱＨＯ收敛过程的波函数特性
ＭＱＨＯＡ算法的物理模型认为在同一尺度的 ＱＨＯ

收敛过程中可以观察到与量子谐振子相似的不同能级

的波函数图像．图４中所示为对２维Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数在尺
度σｓ＝０６２５进行ＱＨＯ迭代时ｘ方向的波函数投影．

图４中算法不同能级的波函数与物理模型中所预
言的波函数图像非常相似，图４中最下面的曲线 ψ０ＱＨＯ
( )ｘ是 ＱＨＯ收敛过程的基态，此时零点能 Ｅ０ＱＨＯ ＝
００００３７１，ψ０ＱＨＯ ( )ｘ曲 线 近 似 等 于 高 斯 分 布 Ｎ
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０，０６２５( )２ ，这一结果从实验上证明了算法的波函数收
敛定理．基态时最优解将以较大的概率出现在基态波
函数ψ０ＱＨＯ( )ｘ采样中心点附近，此时解的搜索区域收缩
到基态波函数ψ０ＱＨＯ( )ｘ分布的采样区域．

４　ＭＱＨＯＡ算法的Ｍ收敛过程研究

４１　Ｍ收敛过程分析
ＭＱＨＯＡ算法的测不准关系认为只有采用多尺度

下的ＱＨＯ迭代过程才能实现对最优解的精确搜索，Ｍ
收敛过程就是多尺度收敛过程，当算法在上一个尺度

收敛到基态后，根据波函数收敛定理，算法的采样搜索

区域将被收缩到 Ｎ 珋ｘｉ，σ
２( )ｓ 的高斯采样邻域，此时算法

需要对该高斯邻域进行更为精确的采样．这一迭代过
程与小波中的多尺度分析非常相似，同时高斯函数已

被证明可以在小波分析中作为尺度函数，小波分析中

的双尺度方程如下：

φ( )ｘ＝∑
ｎ
ｃｎφ２( )ｘ－ｎ （５）

双尺度方程提示我们在Ｍ收敛过程中为了更精确
地进行采样并保证信息的完整可以在每次尺度 Ｍ迭代
时将采样概率函数收缩１倍．由于ＭＱＨＯＡ算法所使用
的采样概率函数为高斯函数，可以得到以下定理．
　　定理２　（尺度变换定理）：高斯函数收缩１倍与标
准差σ减小１倍是等效的．
　　证明　根据双尺度方程当 φ( )ｘ为高斯函数时，φ

２( )ｘ＝ １

２槡π
σ
２

ｅ－
（２ｘ）２

２σ２ ＝ １

２槡π
σ
２

ｅ－
ｘ２

２×（σ
２）

２

，与Ｎ０， σ( )２( )
２

相等，这说明高斯函数尺度收缩一倍等效于 σ减小

一倍．
根据这一定理在算法设计时可以通过改变高斯函

数的σ参数来实现采样函数尺度的变化，从而实现对
目标函数更为精确的采样和探查．

Ｍ迭代的基本操作为：在尺度σｓ下ＱＨＯ收敛到基
态时，根据波函数收敛定理对目标函数采样的概率波

函数由于相互迭加，近似为高斯分布 Ｎ ｘｉ，σ
２( )ｓ ，在进行

尺度变化时用 ｋ个满足 Ｎ ｘｉ，
σｓ( )２( )

２

分布的高斯采样

区域来替代当前尺度的基态波函数，从而实现在更高

分辨率下对目标函数的搜索．以此类推每降低一个尺
度σｓ的值除以２，直到 σｓ的值小于指定精度 σｍｉｎ时停
止，并输出目标函数当前最优解的位置．

在Ｍ收敛过程中上一个尺度 σｓ的基态通过尺度

的变化成为尺度
σｓ
２的高能态，这一变化是由于采样精

度的提高使在大尺度下无法分辨的能级在小尺度下被

提取出来，随着尺度的减小相应基态的零点能也随之

减小，这一过程也是量子力学中测不准关系的结果．
４２　Ｍ收敛过程实验

ＭＱＨＯＡ算法的Ｍ收敛过程是ＱＨＯ收敛过程的外
层迭代，Ｍ收敛过程在 ＱＨＯ收敛过程结束时实现了搜
索区域的收缩和改变采样函数的尺度，从而实现在更

小区域内更高的搜索精度．
图５为二维Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数在σｓ＝５和σｓ＝２５两个

尺度间的Ｍ收敛过程波函数图，图中第一排为波函数在
搜索空间中的波函数图像，第二排为波函数搜索空间中

的等高投影，各维变量位置的定义域都取［－１０，１０］．

　　图５（ａ１），（ｂ１）为尺度 σｓ＝５，ＱＨＯ迭代开始时高 能态波函数图像，此时量子谐振子波函数处于高能态，
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图５（ａ２），（ｂ２）为尺度 σｓ＝５时 ＱＨＯ迭代在基态收敛
时的波函数图，由于此时 σｓ较大收敛时部分细节信息
被混迭，通过将σｓ减小为σｓ／２的 Ｍ迭代操作，使算法
进入尺度为σｓ／２的 ＱＨＯ收敛过程，图５（ａ３），（ｂ３）就
是尺度σｓ／２的高能态，此时可以看到在大尺度下被混
迭的搜索空间细节情况．图５（ａ４），（ｂ４）为尺度σｓ／２收
敛过程的基态波函数，对比图５（ａ２），（ｂ２）可以看到在
尺度σｓ／２下收敛后采样区域明显缩小，只出现了较少
的细节混迭现象．ＭＱＨＯＡ算法的Ｍ收敛过程会一直持
续到σｓ＜σｍｉｎ时停止，采样精度逐步提高，搜索区域逐
步缩小，此时获得的最优解即是满足精度σｍｉｎ要求的全
局最优解．

５　总结
　　本文以ＭＱＨＯＡ算法的收敛特性为研究对象，分别
对ＭＱＨＯＡ算法的 ＱＨＯ收敛和 Ｍ收敛两个重要嵌套
收敛过程进行了研究．ＱＨＯ收敛实现了对搜索区域的
逐步收缩，Ｍ收敛实现了采样精度的逐步提高，因此
ＭＱＨＯＡ算法的整个收敛过程就是由 ＱＨＯ收敛过程和
Ｍ收敛过程相互嵌套，逐步实现对最优解位置的精确
定位．ＭＱＨＯＡ算法收敛过程的理论和实验结果表明
ＭＱＨＯＡ具有精巧的数学结构并与物理模型符合较好．
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