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基于分簇门限反馈的机会波束成形算法研究
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　　摘　要：　在波束间存在干扰的小区通信场景中，研究满足反馈用户数约束条件时，如何有效运用机会波束成形
（ＯＲＢＦ）算法实现和速率最大化的问题．针对该问题，提出了一种基于分簇门限反馈的 ＯＲＢＦ算法．首先，将问题建模
为基于反馈用户数约束的和速率最大化优化问题．然后，根据用户信噪比信息对小区内各用户进行分簇处理，并在各
簇内利用极值理论工具独立设置反馈门限．最终，在分簇基础上构造出多门限反馈的ＯＲＢＦ算法．对算法性能进行理
论分析，获得了和速率损失量上界的闭合表达式以及多用户分集增益的渐进形式．仿真实验验证了理论分析的正确
性，同时表明，该算法与经典ＯＲＢＦ算法相比，能够在极大降低反馈量的同时取得很好的和速率性能．
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１　引言
　　多输入多输出（ＭｕｌｔｉｐｌｅＩｎｐｕｔＭｕｌｔｉｐｌｅＯｕｔｐｕｔ，ＭＩ
ＭＯ）技术能够在不增加功率和带宽的情况下成倍增加传
输速率和大幅度改善链路可靠性，被公认为能有效缓解

频谱资源紧张并提供高速率业务支持的一项关键技术．
大量的研究已经证明，多用户分集增益可以大幅度地提

高ＭＩＭＯ系统的容量，多用户分集技术也已经运用到一
些移动通信系统中［１，２］．对于ＭＩＭＯ广播信道，脏纸编码

（ＤｉｒｔｙＰａｐｅｒＣｏｄｉｎｇ，ＤＰＣ）可以取得广播信道的容量
界［３］：Ｍｌｏｇｌｏｇ（ＮＫ），其中Ｍ为发射天线数，Ｎ为用户的
接收天线数，Ｋ为总的用户数，但是ＤＰＣ的编／解码过程
都非常复杂，影响其实用性．因此，一种次优的迫零波束
成形方法［４］被提出来并被用于优化广播系统容量．由于
上述方法均要求发射端获取所有用户的完整信道状态信

息（ＣｈａｎｎｅｌＳｔａｔｅＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＣＳＩ），因此系统所需的反馈
开销较高，且随着用户数的增加，所需反馈量线性增长，

从而导致此类方法难以在实际系统中有效应用．
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为了降低反馈开销，许多波束成形方法通过对反

馈信息及其数量进行有效控制，研究如何减小有限反

馈引起的容量损失．一种方法是对用户反馈信息进行
量化［５，６］，从而来有效降低反馈量．另一种低反馈开销
的波束成形技术是机会波束成形（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＲａｎｄｏｍ
Ｂｅａｍｆｏｒｍｉｎｇ，ＯＲＢＦ），本文以下将其称为经典 ＯＲＢＦ技
术［７］．在经典 ＯＲＢＦ技术中，用户不再反馈完整的 ＣＳＩ
信息，而是只需要反馈信干噪比（ＳｉｇｎａｌｔｏＩｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ
ｐｌｕｓＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＩＮＲ）和最优的波束序号．研究表明，
当用户趋于无穷时，ＯＲＢＦ技术可取得与ＤＰＣ具有相同
渐进形式的系统容量．值得注意的是，在经典 ＯＲＢＦ技
术中仍需要所有用户参与反馈．为进一步降低反馈量，
假设小区内各用户具有相同的接收信号强度（或者说

各用户接收信噪比相同），文献［８］提出一种基于门限
阈值的反馈机制，即当且仅当用户的 ＳＩＮＲ高于门限阈
值时，该用户才参与反馈，否则该用户不反馈任何信息．
另一种门限反馈策略通过优化门限阈值，可将反馈用

户数从Ｋ降低到了 ｌｏｇ（Ｋ），Ｄｉａｚ等人还对该策略引入
的容量损失进行了细致分析［９］．更进一步，文献［１０］设
计一种门限策略，可保证参与反馈的用户数始终处于

相同量级．文献［１１］讨论了当小区内用户具有不同接
收信号强度时，基于用户平均信噪比进行用户分簇，然

后在簇内设置门限并选择簇间最小门限作为反馈阈值

的单门限反馈策略．然而，该策略仅局限于发送端和接
收端配置相同天线数的特殊情况，并未考虑收、发端配

置不同天线数时，波束间存在干扰的现实问题．
考虑存在波束间干扰的小区场景，本文在文献

［１１］基础上假设所有接收用户仅配置１根接收天线，
研究满足反馈用户数约束条件时，如何有效运用 ＯＲＢＦ
算法实现和速率最大化的问题．与文献［１１］不同之处
在于：（１）本文考虑用户仅配置１根接收天线，故接收
端无法完全消除其他波束对该用户形成的干扰，因此

在分析获得用户 ＳＩＮＲ的基础上提出了相应的分簇新
方法；（２）本文提出了一种新的反馈门限设置策略，并
基于该策略设计实现一种采用多反馈门限的 ＯＲＢＦ算
法，从而能够在满足反馈用户数约束条件下取得最优

和速率．

２　系统模型与问题描述
　　考虑多用户 ＭＩＭＯ系统下行链路，基站配置 Ｍ根
发射天线，Ｋ个均配置单根天线的用户．根据经典ＯＲＢＦ
算法，基站产生Ｍ个正交波束向量ｍ∈ＣＣ

Ｍ×１，（ｍ＝１，
…，Ｍ）并使用这些向量发送Ｍ个数据流．ｓｍ（ｔ）表示在
ｔ时刻第ｍ个发送符号，则时刻ｔ发送符号向量表示为：

ｓ（ｔ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｍ（ｔ）ｓｍ（ｔ） （１）

ｙｋ（ｔ）表示用户ｋ的接收信号，即：

ｙｋ（ｔ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ρ槡ｋｈ

Ｔ
ｋ（ｔ）ｍ（ｔ）ｓｍ（ｔ）＋ｖｋ（ｔ） （２）

其中，ｈｋ∈ＣＣ
Ｍ×１是用户ｋ的信道向量，ｈｋ的各元素是服

从ＣＮ（０，１）独立同分布（ｉ．ｉ．ｄ）的复数，这种假设意味
着该信道符合小尺度瑞利衰落．ｖｋ（ｔ）为服从ＣＮ（０，１）
的加性高斯白噪声．ρｋ表示由路径损耗和阴影衰落等
造成的大尺度信道衰落因子，小区内用户位置分布的

差异性导致了不同用户所对应的 ρｋ也不相同．发射功
率设定为１，即：Ｅ［ｓＨｓ］＝１，因此 ρｋ同时表示了用户 ｋ
的接收信噪比．为了书写方便，时间变量 ｔ在下文中将
被省略．根据式（２），用户 ｋ对于第 ｍ个波束的
ＳＩＮＲ为：

ＳＩＮＲｋ，ｍ ＝
｜ｈＴｋｍ｜

２

Ｍ／ρｋ＋∑
ｉ≠ｍ
｜ｈＴｋｉ｜

２
（３）

　　根据文献［１２］，ＳＩＮＲｋ，ｍ对应的概率密度函数 ｆＳＩＮＲｋ，ｍ
和累积分布函数ＦＳＩＮＲｋ，ｍ可分别表示为：

ｆＳＩＮＲｋ，ｍ（ｘ）＝
ｅ－

Ｍ
ρｋｘ

（１＋ｘ）Ｍ
Ｍ
ρｋ
（１＋ｘ）＋Ｍ－( )１ （４）

ＦＳＩＮＲｋ，ｍ（ｘ）＝１－
ｅ－

Ｍ
ρｋｘ

（１＋ｘ）Ｍ－１
（５）

经典ＯＲＢＦ算法的基本思想是：每个用户反馈最大
ＳＩＮＲ及其对应的波束序号，基站则为每个波束选择具
有最大ＳＩＮＲ的用户进行通信．因此，经典ＯＲＢＦ算法可
取得的平均和速率（ｂｐｓ／Ｈｚ）可以写成：

　　Ｒｓｕｍ＝ {Ｅ ∑
Ｍ

ｍ＝１
ｌｏｇ２（１＋ｍａｘ１≤ｉ≤Ｋ

ＳＩＮＲｉ，ｍ }）
＝Ｍ {Ｅ ｌｏｇ２（１＋ｍａｘ１≤ｉ≤Ｋ

ＳＩＮＲｉ，ｍ }） （６）

相比于经典ＯＲＢＦ算法，本文所关注的问题在于：
在给定反馈用户数目约束条件下，如何设计基于门限

反馈策略的 ＯＲＢＦ算法，以最大化系统和速率．此问题
模型可表述如下：

ｍａｘＲｓｕｍ（τ），　ｓ．ｔ．　Ｆ（τ）＝λ
（７）

其中，τ是门限向量，Ｆ（τ）表示在 ＯＲＢＦ算法中采用门
限反馈策略后的反馈用户数，Ｒｓｕｍ（τ）是采用门限反馈
策略后取得的和速率，λ是期望反馈用户数．

３　基于门限反馈的ＯＲＢＦ算法
　　鉴于各用户接收信噪比之间的差异性，直接求解
问题（７）十分复杂．因此，本文借鉴文献［１１］的处理思
想，提出一种基于分簇门限反馈的 ＯＲＢＦ算法．该方法
对小区内所有用户首先进行分簇，进而将同一簇内的

用户近似看成是具有相同的接收信噪比．根据式（４）和
式（５）可以看出，此时簇内用户的 ＳＩＮＲ分布将变得相

８４９１
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同，从而降低问题的求解复杂度．在分簇的基础上，该方
法设计簇内反馈门限，并在簇间采用不同门限控制反

馈用户数．接下来，我们将具体阐述本文提出的算法．
３１　分簇方法

由于不考虑波束间干扰，文献［１１］提出了一种直
接根据用户ＳＮＲ的统计信息进行分簇的方法：首先，基
站需要得到各用户所反馈 ＳＮＲ的统计均值信息，然后
根据用户ＳＮＲ均值对用户进行排序．注意到，在基站和
用户端配置相同天线数时，关于 ＳＮＲ均值的计算较为
容易．然而，对于用户端配置单天线、基站多天线的情
况，由于波束间干扰的存在，按照文献［１１］的分簇方
法，必须计算用户的ＳＩＮＲ均值．由于 ＳＩＮＲ分布的复杂
性，这项工作不易实现．因此，本文提出一种基于用户接
收信噪比ρｋ对用户进行分簇的方法．从式（４）和式（５）
容易看出，用户的 ＳＩＮＲ分布主要取决于 ρｋ的信息，因
此用户的ρｋ能够在很大程度上表征用户 ＳＩＮＲ，说明根
据ρｋ对用户进行分簇是合理可行的．

具体的分簇方法描述如下：

（１）基站根据用户之前反馈的ＳＩＮＲ信息得到用户
的平均接收信噪比ρｋ

［１２］，按照 ρｋ递增的顺序对用户进
行排序，即：｛ρ（１）≤ρ（２），…，≤ρ（ｋ）｝．

（２）将排序后的 ρｋ均匀地分成 Ｎ个簇，这里为了
便于讨论，假设总用户数 Ｋ和簇数 Ｎ满足关系：Ｌ＝
Ｋ／Ｎ，则Ｌ表示各簇内平均用户数．最终得到各簇内用
户 ρｋ的集合：｛ρ（１），ρ（２），…，ρ（Ｌ）｝，…，｛ρ（（Ｎ－１）Ｌ＋１），
ρ（（Ｎ－１）Ｌ＋２），…，ρ（ＮＬ）｝．

（３）在各簇内对用户ρｋ进行取均值运算，得到各簇
内的用户平均ρｋ，记为ρ

ａｖｅｒ
ｉ ＝（ρ（ｉ－１）Ｌ＋１＋ρ（ｉ－１）Ｌ＋２＋… ＋

ρｉＬ）／Ｌ，（ｉ＝１，…，Ｎ），用 ρ
ａｖｅｒ
ｉ 来表征第 ｉ个簇内所有用

户的信噪比，则同一簇内用户可以看成是接收信噪比

相同的．
经过分簇之后，同一个簇内用户的 ＳＩＮＲ便具有相

同的分布，即概率密度函数 ｆρａｖｅｒｉ 和累计分布函数 Ｆρａｖｅｒｉ 分
别与式（４）和式（５）具有相同的表达形式，唯一不同的
是用ρａｖｅｒｉ 来代替ρｋ．接下来，本文在分簇的基础上讨论
簇内门限的具体设置方法．
３２　门限设置方法

从和速率的表示式（６）中容易发现：ＳＩＮＲ对系统
和速率性能起到了关键作用．由于存在对 ＳＩＮＲ取最大
值运算，因此极值理论（ＥｘｔｒｅｍｅＶａｌｕｅＴｈｅｏｒｙ，ＥＶＴ）可
以被运用到问题的求解中．为了便于分析说明，下面简
要地介绍极值理论中的一些基本概念和结论．
３．２．１　ＥＶＴ

一组独立同分布的变量 ｘ１，ｘ２，…，ｘＬ，其累积分布
函数为Ｆ，令ＡＬ＝ｍａｘ（ｘ１，…，ｘＬ）表示变量中的最大值，
则ＡＬ的分布为：

　　Ｐｒ（ＡＬ≤ｚ）＝Ｐｒ（Ｘ１≤ｚ，…，ＸＬ≤ｚ）
＝Ｐｒ（Ｘ１≤ｚ）…Ｐｒ（ＸＬ≤ｚ）＝Ｆ

Ｌ（ｚ） （８）
当Ｌ→∞时，如果存在常数序列ａＬ＞０和ｂＬ∈ＲＲ，使

得Ｐｒ｛（ＡＬ－ｂＬ）／ａＬ｝→Ｇ（ｚ），则 Ｇ（ｚ）收敛于下列三种
分布中的一种：Ｗｅｉｂｕｌｌ，Ｇｕｍｂｅｌ和 Ｆｒｅｃｈｅｔ．其中，Ｇ（ｚ）
服从Ｇｕｍｂｅｌ分布的充分条件为：

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｄ
ｄｘ
１－Ｆ（ｘ）
ｆ（ｘ） ＝０ （９）

　　各簇内用户 ＳＩＮＲ的概率密度函数 ｆ（ｘ）和累计分
布函数Ｆ（ｘ）分别如式（４）和式（５）所示，式（９）很容易
得到验证．因此，若将请求第ｍ个波束的所有用户中的
最大 ＳＩＮＲ记为ＳＩＮＲ（ｍ）＝ｍａｘ１≤ｋ≤ｎｍＳＩＮＲｋ，ｍ，则存在
序列ａＬ＞０和ｂＬ∈ＲＲ使得（ＳＩＮＲ

（ｍ）－ｂＬ）／ａＬ收敛于
Ｇｕｍｂｅｌ分布，即：当 Ｌ→∞，对于任意 ｘ∈ＲＲ，ＦＬ（ａＬｘ＋
ｂＬ）→ｅｘｐ（－ｅ

－ｘ）．ａＬ和ｂＬ可以通过如下数学关系式计
算得到［１３］：

１－Ｆ（ｂＬ）＝１／Ｌ （１０）
和

ａＬ＝
１－Ｆ（ｂＬ）
ｆ（ｂＬ）

（１１）

因此，通过求解式（１０）和式（１１），可以得到不同簇
内的ａｉ，Ｌ，ｂｉ，Ｌ，（ｉ＝１，…，Ｎ），其具体表达式为：

ａｉ．Ｌ＝
（１＋ｂｉ，Ｌ）ρ

ａｖｅｒ
ｉ

（１＋ｂｉ，Ｌ）Ｍ＋（Ｍ－１）ρ
ａｖｅｒ
ｉ

ｂｉ，Ｌ＝
（Ｍ－１）ρａｖｅｒｉ

Ｍ Ａ－{ １
（１２）

其中　Ａ＝Ｗ Ｍｅｘｐ（ Ｍ
（Ｍ－１）ρａｖｅｒｉ

）Ｌ
１
Ｍ－１
（Ｍ－１）ρａｖｅｒ( )ｉ

而Ｗ（）是Ｌａｍｂｅｒｔ函数，其定义为 Ｗ（ｘ）ｅｘｐ（Ｗ（ｘ））
＝ｘ，ｘ－１／ｅ．
３．２．２　簇内门限设置

文献［１４］已经讨论了当用户具有相同 ＳＮＲ时，在
给定反馈用户数约束条件下，通过设置门限来取得最

大化和速率的问题，作者得出了如下理论结果：如果用

户信道为瑞利衰落信道，当基站发送波束数 Ｍ２时，
为所有用户设置同一门限值，便可以在满足反馈约束

时取得最大系统和速率．由于当 Ｍ＝１时，无法获得空
间复用增益，一般情况下，系统采用多个波束取得的和

速率要优于单波束的情况，因此本文只考虑 Ｍ２的
情况．

在经过分簇后，由于各簇内用户可以看成是具有

相同的ＳＮＲ，基于文献［１４］的已有结论，我们可以通过
在各簇内设置单一门限来取得最大系统和速率．值得
注意的是，在经典 ＯＲＢＦ算法中，必须要保证用户之间
的调度公平性，即，尽量保证各用户被基站调度的概率

相同．因此当给定反馈用户数约束值 λ，需要确保分配

９４９１
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到各簇内的反馈用户数是相等的，即，λｉ＝λ／Ｎ，（ｉ＝１，
…，Ｎ），从而来保证用户间的调度公平性．

基于上述分析，分别在各簇内设置满足约束条件

λｉ的门限，便可以求解问题（７）．参考文献［１０］，本文设
计了一种满足反馈用户数约束条件的单个门限设置方

法，并得出一些新的结论．由于采用分簇后，各簇内的用
户可以看成信噪比相同，因此在各簇内将门限设

置为［１０］：

τｉ＝ａｉ，Ｌｘ＋ｂｉ，Ｌ，（ｉ＝１，…，Ｎ） （１３）
其中ａｉ，Ｌ和ｂｉ，Ｌ如式（１２）所示，ｘ是一个被设计用来满足
反馈约束条件的自由变量．

与文献［９］不同的是：由于在各簇内分别设置反馈
门限，因此需要设置 Ｎ个门限，而不再仅仅是单个门
限．考虑到存在 Ｎ个门限并且各簇之间的用户参与反
馈的过程是相互独立的，采用类似于文献［１０］中的证
明方法（这里省略证明过程），可以得到如下性质：

　　性质１　当用户数趋于无穷时，系统总的反馈用户
数为ＭＮｅ－ｘ，即，每个波束的平均反馈用户数为 Ｎｅ－ｘ．
因此可以通过选择符合 ＭＮｅ－ｘ＝λ的 ｘ来满足反馈约
束条件．
　　性质２　当用户数趋于无穷时，系统的中断概率为
ｅｘｐ（－Ｎｅ－ｘ）．

从上面两个性质容易发现：在用户数趋于无穷时，

如果给定反馈用户数约束值 λ和发送波束数 Ｍ，那么
Ｎｅ－ｘ＝λ／Ｍ便是一个常量．因此，分簇个数Ｎ对系统的
中断概率和反馈用户数均无影响．然而，当用户数是有
限值时，分簇个数的多少会影响系统的性能，对系统性

能的具体影响将在后文进行详细讨论．
３３　算法步骤

综上所述，在采用分簇和门限反馈策略的基础上，

本文提出了一种基于分簇门限反馈的ＯＲＢＦ算法，算法
的具体步骤描述如下：

（１）对用户进行分簇．基站利用用户所反馈的ＳＩＮＲ
信息，根据所提出的分簇方法对用户进行分簇．

（２）在各簇内计算得到门限集合｛τ１≤τ２≤，…，≤
τＮ｝．基站根据ρｋ，Ｌ以及λ等参数按照介绍的门限设置
方法计算得到各簇内门限．

（３）在训练阶段，基站首先生成Ｍ个符合各向同性
分布（ＩｓｏｔｒｏｐｉｃＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）的正交波束｛ｗｋ｝

Ｍ
ｋ＝１，然后广

播这些波束所产生的训练符号；同时，基站将已经得到

的门限集合进行广播并将各用户所属簇标号发送给对

应用户（例如，在 ＬＴＥ系统中，可以通过物理下行链路
控制信道（ＰＤＣＣＨ）来完成对各用户所属簇标号的发送
工作）．

（４）小区内各用户计算对应于每个波束的信干噪
比ＳＩＮＲｋ，ｍ并得到最大波束所对应的 ＳＩＮＲ和波束标号

＜ＳＩＮＲｋ， )ｍ，^ｍ＞，其中 ｍ^＝ａｒｇｍａｘ１≤ｍ≤ＭＳＩＮＲｋ，ｍ；用户根
据接收到的门限集合以及所属簇标号ｊ（１≤ｊ≤Ｎ），选择
与簇标号对应的门限τｊ；用户将ＳＩＮＲｋ，^ｍ与 τｊ相比较，当
且仅当ＳＩＮＲｋ，^ｍτｊ时，用户向基站反馈 ＜ＳＩＮＲｋ，^ｍ，^ｍ＞，
否则用户不反馈任何信息．

（５）基站根据接收到的用户反馈信息，为每一个波
束选择最优的用户．假设有 ｎｍ个用户请求第 ｍ^个波
束，则基站可以在ｎｍ个用户中选择具有最大ＳＩＮＲ的用
户 ｋ^进行通信，即：^ｋ＝ａｒｇｍａｘ１≤ｋ≤ｎｍＳＩＮＲｋ，^ｍ．

４　性能分析

４１　和速率损失量
与经典ＯＲＢＦ算法相比，本文所提出的算法存在和

速率损失量的主要原因是：由于反馈门限的设置，对于

某些波束，可能发生无用户请求的情况，从而发生中断

事件，导致和速率损失．一般而言，随着分簇数的增加，
一方面，簇内用户的ＳＮＲ差异性降低，用ＳＮＲ的均值来
表征所有用户ＳＮＲ也更加合理；另一方面，降低了具有
低ＳＮＲ用户的反馈门限值，使得这部分用户具有更高
的概率参与反馈，这两方面原因使得和速率损失量减

少．在本小节中，我们将要分析采用分簇门限反馈所导
致的和速率损失．

当中断事件发生时，基站无法为波束选择一个合

适的用户进行通信，因而导致和速率损失．其中，中断概
率ＰＬ（Ｋ）在性质２中已经给出：ＰＬ（Ｋ）＝ｅｘｐ（－Ｎｅ

－ｘ）＝
ｅｘｐ（－λ／Ｍ）．

假设在第ｉ个簇内，请求第ｍ个波束的所有用户中
具有的最大ＳＩＮＲ为 Ｚｉ，则 Ｚｉ＝ｍａｘ１≤ｋ≤ＬＳＩＮＲ

ｉ
ｋ，ｍ（ｉ＝１，

…，Ｎ），其中ＳＩＮＲｉｋ，ｍ表示第 ｉ个簇内用户 ｋ对应于第 ｍ
个波束的 ＳＩＮＲ．在各簇内的 Ｚｉ（ｉ＝１，…，Ｎ）中选取对
于第ｍ个波束的最大值，记为 Ｚ（１）＝ｍａｘ｛Ｚ１，Ｚ２，…，
ＺＮ｝．根据 ＯＲＢＦ技术中采用的和速率最大化调度策
略，和速率损失量可以表示为：

ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）＝ＭＥ｛ｌｏｇ２（１＋Ｚ（１））｝ＰＬ（Ｋ）（１４）
对于 ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）的计算，关键是如何求得

Ｅ｛ｌｏｇ２（１＋Ｚ（１））｝．本文借助于极值理论及顺序统计
（ｏｒｄｅｒｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ）中的部分结论来求解，求解过程中主要
用到下面两个定理．
　　定理１［１５］　一组随机变量 Ｚ１，Ｚ２，…，ＺＬ，令 Ｚ（１）＝
ｍａｘ（Ｚ１，Ｚ２，…，ＺＬ）表示变量中的最大值，如果（Ｚ（１）－
μ）／σ收敛于标准的Ｇｕｍｂｅｌ分布，则随机变量的均值和
方差分别为μ和σ，可以通过如下关系式求得：

μ＝Ｆ－１ １－１( )Ｌ （１５）

σ＝Ｆ－１ １－１( )Ｌｅ－μ （１６）

０５９１
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　　定理２［１６］　随机变量 Ｚ１，Ｚ２，…，ＺＮ的均值和方差
分别为μ＝（μ１，μ２，…，μＮ）和 σ

２＝（σ２１，σ
２
２，…，σ

２
Ｎ），则

随机变量中的最大值Ｚ（１）的期望值上界为：

Ｅ｛Ｚ（１）｝≤∑
Ｎ

ｉ＝１

μｉ＋ （μｉ－Ｔ）
２＋σ２槡 ｉ{ }２

＋（２－Ｎ）２ Ｔ

μＺＵ（１） （１７）

其中Ｔ＝ｍａｘ１≤ｊ≤Ｎ μｊ＋
Ｎ－２
２ Ｎ槡 －１

σ{ }ｊ．
根据定理１，可以求得各簇内用户 ＳＩＮＲ的均值和

方差，即 μｉ和 σｉ（ｉ＝１，…，Ｎ）．然后，根据定理 ２中
Ｅ｛Ｚ（１）｝的上界表达式（１７）以及杰森不等式．最终，求
得和速率损失量上界的表达式，可以写成：

　ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）＝ＭＥ｛ｌｏｇ２（１＋Ｚ（１））｝ＰＬ（Ｋ）
≤Ｍ｛ｌｏｇ２（１＋Ｅ｛Ｚ（１）｝）｝ＰＬ（Ｋ）

≤Ｍｌｏｇ２（１＋μＺＵ（１））ｅ
－λＭ （１８）

根据和速率损失量表达式（１８），本文还可以得出
如下新结论．
　　定理３　给定 Ｍ、Ｎ及 λ，和速率损失量 ΔＲ（Ｋ，Ｎ，
Ｍ，λ）随着用户数Ｋ的增加而增加．
　　证明　从ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）的表达式（１８）容易看出，
当给定Ｍ、Ｎ及λ以后，随用户数 Ｋ的增加而变化的只
有μＺＵ（１），因此接下来我们只需要讨论 μＺＵ（１）是否是 Ｋ的单
调递增函数．由于Ｌ＝Ｋ／Ｎ，所以问题转化为 μＺＵ（１）是否是
Ｌ的单调递增函数．根据式（１５）和式（１６），可以看出均
值和方差的计算均涉及 Ｌａｍｂｅｒｔ函数．由于 Ｌａｍｂｅｒｔ函
数的计算较为复杂，为了计算方便，我们利用文献［１７］
给出的一种Ｌａｍｂｅｒｔ函数的近似表达式，即：

Ｗ（ｘ）≈ａｌｏｇ２（ｘ＋ｂ）＋ｃ （１９）
其中ａ＝０．４２６４，ｂ＝０．６６８３，ｃ＝０．２５４７．

将式（１２）、（１９）代入式（１５）、（１６）便可以求出各
簇内的 μｉ和 σｉ．这里为了书写方便，用 Ｂ来表示式
（１２）中的部分常数项，即 Ｂ＝Ｍｅｘｐ（Ｍ／（（Ｍ－１）
ρａｖｅｒｉ ））／｛（Ｍ－１）ρ

ａｖｅｒ
ｉ ｝，则可以求得均值和方差值，分别

表示为：

μｉ＝－１＋（Ｍ－１）
ρａｖｅｒｉ
Ｍ ａｌｏｇ２ ＢＬ

１
Ｍ－１＋( )ｂ＋( )ｃ

σｉ＝ａ（Ｍ－１）
ρａｖｅｒｉ
Ｍ ｌｏｇ２ Ｂ（Ｌｅ）

１
Ｍ－１＋( )ｂ－( ){ Ｃ

（２０）
其中Ｃ＝ｌｏｇ２（ＡＬ

１／（Ｍ－１）＋ｂ）．

接下来，分别计算μｉ和σｉ对Ｌ的导数，容易求得
μｉ
Ｌ

＞０，
σｉ
Ｌ
＞０，这意味着μｉ和σｉ均是Ｌ的单调递增函数．

构造函数ｆ１（ｚ）＝ｚ＋∑
Ｎ

ｉ＝１
｛μｉ－ｚ＋ （μｉ－ｚ）

２＋σ２槡 ｉ｝／２，容易

发现该函数满足ｆ１（Ｔ）＝μＺＵ（１）．寻找满足
ｆ１（ｚ）
ｚ 

０的条

件，通 过 对 ｆ１（ｚ）求 导 可 以 得 到
ｆ１（ｚ）
ｚ

＝∑
Ｎ

ｉ＝１

ｚ－μｉ
２ （μｉ－ｚ）

２＋σ２槡 ｉ

＋２－Ｎ２ （ｉ＝１，…，Ｎ），由于要满足

ｆ１（ｚ）
ｚ 

０，因此只需要（ｚ－μｉ）／ （μｉ－ｚ）
２＋σ２槡 ｉ（Ｎ

－２）／Ｎ（ｉ＝１，…，Ｎ），进一步化简可以表示成：

ｚμｉ＋σｉ（Ｎ－２）／２ Ｎ槡 －１（ｉ＝１，…，Ｎ）
因此当取

ｚ ＝ｍａｘ１≤ｉ≤Ｎ｛μｉ＋（Ｎ－２）σｉ／（２ Ｎ槡 －１）｝

即ｚ ＝Ｔ时，显然满足
ｆ１（ｚ

）

ｚ ０．这便意味着μＺＵ（１）是Ｔ

的单调递增函数．
由于μｉ和σｉ均是Ｌ的单调递增函数，所以容易得

到：Ｔ是Ｌ的单调递增函数．最终，得到结论：μＺＵ（１）是Ｌ的
单调递增函数，即，ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）是 Ｋ的单调递增函
数．证毕．
４２　多用户分集增益

本节将要分析基于分簇门限反馈的 ＯＲＢＦ算法所
取得的多用户分集增益性能．多用户分集增益可以表
示为当用户数趋于无穷时，算法取得的和速率与用户

数之间的渐进关系．基于分簇门限反馈的 ＯＲＢＦ算法取
得的和速率Ｒ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）可以写成：

Ｒ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）＝Ｒ（Ｋ）－ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ） （２１）
其中，Ｒ（Ｋ）为经典ＯＲＢＦ算法取得的和速率，ΔＲ（Ｋ，Ｎ，
Ｍ，λ）为所提出算法的和速率损失量．

针对于式（２１），当用户数趋于无穷时，和速率具有
如下性质．
　　定理 ４　给定 Ｎ、Ｍ和 λ，基于分簇门限反馈的
ＯＲＢＦ算法取得的和速率Ｒ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）满足：

ｌｉｍ
Ｋ→∞

Ｒ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）
Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋ

＝１－ｅ－
λ
Ｍ （２２）

　　证明　文献［７］已经证明经典 ＯＲＢＦ算法所取得
的和速率Ｒ（Ｋ）满足ｌｉｍ

Ｋ→∞
Ｒ（Ｋ）／（Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋ）＝１，因此

对定理４的证明可以转化为只需要证明ｌｉｍ
Ｋ→∞
ΔＲ（Ｋ，Ｎ，

Ｍ，λ）／（Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋ）＝ｅ－
λ
Ｍ．将式（１７）代入式（１８）

得到

ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）＝Ｍｅ－
λ
Ｍ ｌｏｇ２ １＋∑

Ｎ

ｉ＝１

Ｄ{ }２{ }＋Ｅ

（２３）

其中，Ｄ＝μｉ＋ （μｉ－Ｔ）
２＋σ２槡 ｉ，Ｅ＝Ｔ（２－Ｎ）／２．

进一步将式（２０）中的 μｉ和 σｉ代入式（２３），Ｋ→
∞，容易得到ｌｉｍ

Ｋ→∞
μｉ＝ａρ

ａｖｅｒ
ｉ ／Ｍｌｏｇ２Ｌ，ｌｉｍＫ→∞σｉ＝０，ｌｉｍＫ→∞Ｔ＝
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μｉ．接下来，在对式（２３）的求解过程中忽略部分常数项，
经过进一步化简之后可得：

　　　ｌｉｍ
Ｋ→∞
ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）

＝ｌｉｍ
Ｋ→∞
Ｍｌｏｇ２ Ｎ（Ｍ－１）

ρａｖｅｒｉ
Ｍ（Ｍ－１）ａｌｏｇ２( )Ｌｅ－λＭ

＝ｌｉｍ
Ｋ→∞
Ｍｌｏｇ２（ｌｏｇ２Ｋ／Ｎ）ｅ－

λ
Ｍ

＝ｌｉｍ
Ｋ→∞
Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋｅ－

λ
Ｍ （２４）

将式（２４）代入可知：

ｌｉｍ
Ｋ→∞

ΔＲ（Ｋ，Ｎ，Ｍ，λ）
Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋ

＝ｌｉｍ
Ｋ→∞

Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋｅ－
λ
Ｍ

Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋ
＝ｅ－

λ
Ｍ （２５）

证毕．
根据定理４，当给定 Ｎ，Ｍ及 λ，当用户数趋于无穷

时，基于分簇门限反馈的ＯＲＢＦ算法所取得和速率的渐
进形式为（１－ｅ－λ／Ｍ）Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋ．这意味着，采用分簇
门限反馈的ＯＲＢＦ算法能取得最优和速率的部分性能
１－ｅ－λ／Ｍ．实际上，ｅ－λ／Ｍ正是当用户数趋于无穷时系统
的中断概率ＰＬ（Ｋ），这与本文前面部分提到的关于和速
率损失主要是由中断事件造成的结论相一致．

５　仿真实验
　　本节将通过蒙特卡罗仿真实验来检验所提出的基
于分簇门限反馈的ＯＲＢＦ算法性能．仿真时假设基站配
置４根发射天线，用户端配置单根天线，信道为瑞利衰
落信道，用户的ＳＮＲ均匀分布在［０，１０］ｄＢ，发射波束数
等于发送天线数，即Ｍ＝４．
５１　检验分簇门限反馈策略

分簇门限反馈策略的正确性验证主要是通过验证

所采用的门限设置方法是否满足约束条件来实现，具

体可以分为两种情况分别检验．情况１：λ取值仅受分
簇数影响；情况２：λ取值恒定不变．
　　情况１　由于理论分析已给出关系式 λ＝ＮＭｅ－ｘ，
因此为了达到取不同 λ的目的，一种方法是保持分簇
数Ｎ不变、改变ｘ；另一种方法是改变Ｎ、保持ｘ不变．显
然单纯的改变ｘ而保持 Ｎ不变较为简单并且无法反应
出不同分簇个数对算法的影响．因此在仿真中，我们选
择采用不同分簇数 Ｎ来改变 λ．令 ｘ＝０，则 λ＝ＮＭｅ－ｘ

＝４Ｎｅ０＝４Ｎ．很明显，此时 λ会随着 Ｎ的变化而改变．
图１给出了在不同约束条件下，反馈用户数与总用户数
的关系曲线．根据性质１，每个波束的平均反馈用户数
的理论分析值为Ｎｅ－ｘ＝Ｎｅ０＝Ｎ．从该曲线中容易看出
仿真值与理论分析结果一致，从而验证了当约束条件λ
取不同值时，门限反馈策略能够满足指定约束条件．
　　情况２　由于λ给定，此时的ｘ不再保持不变而是
随着Ｎ的改变而变化，满足 ＭＮｅ－ｘ＝λ．仿真中取 λ＝
１６，则每个波束的平均反馈用户数理论值为 Ｎｅ－ｘ＝４，

仿真结果如图２所示．从图中可以看出，随着用户数的
增加，仿真结果逐渐趋近于理论分析值．综合图１和图
２的仿真结果，可以得出结论：所采用的分簇门限反馈
的方法，可以很好的满足反馈用户数约束条件．

５２　检验和速率损失量
为了验证新算法的和速率损失量，也可以依前一

小节分为两种情况分别讨论，即，情况３和情况４，仿真
结果分别如图３和图４所示．
　　情况３　在本次仿真仿真中，依然取 ｘ＝０，则对应
的λ＝ＭＮｅ－ｘ＝４Ｎ，仿真结果如图３所示．从图中曲线
可以得到以下三点结论：首先，对于不同的分簇数目，随

着用户数的增加，和速率损失值的仿真结果与理论分

析上界逐渐逼近；即使在用户数较少时，仿真值仍然与

分析值比较接近，从而验证了关于和速率损失量理论

分析值的正确性．其次，和速率损失量随着用户数 Ｋ的
增加而增加，验证了定理３的正确性．最后，可以看出和
速率损失量随着反馈用户数的增加而减少，即，随着 Ｎ
的增大而减少．究其原因，可能是由于增大反馈用户数
λ，意味着更多的用户参与反馈，这样则降低了系统中
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断概率，从而使得和速率损失量降低．
　　情况４　本次实验中令 λ＝１６，即每个波束反馈４
个用户，仿真结果如图４所示．

从图中曲线可以看出：

首先，随着用户数的增加，仿真值逐渐逼近于理论

值，验证了关于和速率损失量理论分析的正确性．
其次，对于给定的用户数，随着分簇数增加，和速率

损失量逐渐减少．原因为，从图２中可以看出，当分簇数
较大时，平均反馈用户数也较多，较多的用户参与反馈

降低了系统中断概率，所以造成的和速率损失量也

较小．
最后，和速率损失量随着用户数 Ｋ的增加而增加，

再次验证了定理３的正确性．
５３　调度公平性

由于ＯＲＢＦ算法要求在获得较高和速率的同时，必
须要保证用户被调度的公平性，因此，本次实验从用户

调度公平性方面着手，将基于分簇门限反馈的ＯＲＢＦ算
法与经典ＯＲＢＦ算法进行了仿真比较．

仿真中，用户数Ｋ＝１００，仍取ｘ＝０，则λ＝ＮＭｅ－ｘ＝

４Ｎ．另外，在［０，１０］ｄＢ范围内均匀产生用户的 ＳＮＲ并
在整个仿真过程中始终保持不变，仿真结果如图５所
示．图５按照如下方式展示实验结果：首先根据用户 ρｋ
按照递增顺序进行排序，然后将用户分为１０个区间段，
则属于区间段１的用户具有较低的 ρｋ，而区间段１０内
的用户具有较高的ρｋ；当采用不同的 Ｎ时，分别统计各
区间段内的用户被调度的次数和，进而求出各区间段

内用户被调度次数占总调度次数的比例，最终求出被

调度的概率．从图５中可以得出以下结论：一方面，当分
簇数较低时（Ｎ＝１，２）时，会给调度公平性带来一定的
影响，其主要原因在于，当Ｎ＝１，２时，对于低 ρｋ的用户
而言，替代用户的平均 ρａｖｅｒｉ 较大，将使得求得的门限值
较大，因而用户达不到门限值的概率较大，降低了具有

低ＳＮＲ用户的调度概率；同理，对于高 ρｋ的用户而言，
ρａｖｅｒｉ 较小，从而使得更多的用户有机会参与反馈，增大
了调度概率；另一方面，随着分簇数的增加，基于分簇门

限反馈的ＯＲＢＦ算法在用户的调度公平性方面与经典
ＯＲＢＦ算法基本相同，即：分簇门限的引入不会影响用
户之间的调度公平性．

５４　检验多用户分集增益
针对多用户分集增益性能，本实验将基于分簇门

限反馈的ＯＲＢＦ算法与经典ＯＲＢＦ算法进行了比较，仿
真结果如图６所示．

此次仿真实验中取 ｘ＝０，则每个波束的平均反馈
用户数为λ／Ｍ＝Ｎｅ－ｘ＝Ｎ．从图中可以看出，当每个波
束的平均反馈用户数取不同值时，基于分簇门限反馈

的ＯＲＢＦ算法与经典 ＯＲＢＦ算法所取得的和速率比值
情况．由于经典ＯＲＢＦ算法取得的和速率 Ｒ（Ｋ）的渐进
形式为ｌｉｍ

Ｋ→∞
Ｒ（Ｋ）／（Ｍｌｏｇ２ｌｏｇ２Ｋ）＝１，所以和速率的比值

便反映了算法的多用户分集增益性能．其中，图中的理
论值即为１－ｅ－λ／Ｍ．从仿真结果还可以得出以下结论：
（１）当Ｎ２时，仿真值与理论值非常接近，验证了关于
多用户分集增益理论分析的正确性．注意到，当分簇数
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Ｎ＝１，即未采用分簇时，仿真值与理论值误差较大，其
主要原因可能是由于未采用分簇，使用用户平均 ＳＮＲ
来表征所有用户的 ＳＮＲ，导致误差较大，从而影响门限
设置的合理性，降低了新算法取得的和速率．（２）当每
个波束的平均反馈用户数取４时，新算法取得的和速率
是经典ＯＲＢＦ算法的９８％，并且和速率值会随着反馈
用户数约束值的增多而进一步增加．这意味着新算法
能够在几乎不造成和速率损失的同时，极大地降低反

馈量，例如，Ｋ＝１００时反馈量降低了８４％，而Ｋ＝１５０时
则降低了９０％．

６　结束语
　　本文考虑存在波束间干扰的小区场景，研究满足
反馈用户数约束条件时，如何有效运用ＯＲＢＦ算法实现
和速率最大化的问题，为了降低问题直接求解的复杂

度，本文采用一种基于用户信噪比信息的分簇方法，并

依据极值理论，在各簇内设置反馈门限．在此基础上，本
文提出了一种基于分簇门限反馈的ＯＲＢＦ算法．通过对
算法性能的深入分析，我们使用极值理论和次序统计

中的相关知识获得了该算法的和速率损失量闭合表达

式以及多用户分集增益的渐进形式．仿真结果表明，新
算法能够在有效控制反馈量的前提下带来几乎可忽略

的和速率损失．需要指出的是，本文虽然仿真了分簇数
对系统性能（和速率，公平性）的影响，发现系统性能随

着分簇数的增加而得到改善．但是，系统性能是否会随
着分簇数的增加而得到持续改善以及如何来确定最优

的分簇数，均需要理论依据，值得进一步研究．另外，本
文的讨论仅限于单小区场景，并未考虑小区间干扰，因

此，在多小区场景下如何通过门限反馈策略降低反馈

开销值得进一步深入探讨．
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