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球型机器人状态方程直接积分解法
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（北京印刷学院高端印刷装备信号与信息处理北京市重点实验室，北京 １０２６００）

　　摘　要：　非线性系统分析的核心归结为系统状态方程的求解问题，对于一般非线性控制系统，通过引入由状态量、
控制量与自变量时间坐标构成的“广义状态空间”，在广义状态空间一点将方程的右端展开为时间的Ｔａｙｌｏｒ级数，进一步
直接积分获得非线性控制系统状态方程关于自变量时间的级数解．以球型机器人这种存在耦合的非线性系统为例，设计
一种自适应滑模控制器，利用本文提出的解法得出了控制量与输出量的解析解，并仿真验证了方法的正确性．
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１　引言
　　系统分析是非线性系统理论研究的一个基本课
题．从数学角度看，系统分析的实质是求解系统的状态
方程［１～４］．对于连续时间非线性系统，系统分析归结为
相对于给定初始状态和输入向量求解非线性状态方

程．对于一般的非线性系统状态方程，至今难以求得一
般解析解．非线性系统状态方程由于其非线性的特点
增加了一阶微分方程右端对于自变量的隐含性，一般

不可积，给求解带来了巨大困难［５～９］．本文通过引入由
状态量ｘｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ），控制变量 ｕｊ（ｔ）（ｊ＝１，
２，…，ｍ）及自变量 （一般为时间 ｔ）为坐标构成的广义
状态空间概念，在广义状态空间（ｔｋ，ｘ（ｋ），ｕ（ｋ））处将
方程的右端展开为（ｔ－ｔｋ）的Ｔａｙｌｏｒ级数，使之变为（ｔ－
ｔｋ）的显函数，从而通过直接积分获得了非线性控制系

统关于自变量时间τ＝（ｔ－ｔｋ）的无穷级数解析解．系统
状态方程关于τ的级数解中，具有不同精度的各级近似
公式可以表示为τ的分段解析函数，便于研究非线性控
制系统的动力学行为与其物理参数的依赖关系．同时，
相邻两级近似式之间只相差一个增量，其余部分不变，

通过按精度要求选取不同近似式的途径，容易编制出

相应的定步长自适应算法．本文针对球型机器人这一
典型的非线性系统，提出了一种滑模控制方法，并应用

直接积分法计算出了控制量和输出量的解析解．

２　非线性控制系统状态方程的级数解析解
　　一般非线性控制系统状态方程描述为

ｄｘ（ｔ）／ｄｔ＝ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ），
ｘ（ｔｋ）＝ｘ（ｋ）

（１）

其中：ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘＮ（ｔ））
Ｔ为 Ｎ维状态向
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量；ｕ（ｔ）＝（ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ），…，ｕｍ（ｔ））
Ｔ为控制向量；ｍ

≤Ｎ；
ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）＝（ｆ１（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ），ｆ２（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），
ｔ），…，ｆＮ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ））

Ｔ为 Ｎ维实值函数向量．为了
研究问题的方便，引入广义状态空间的概念．

定义１　对于非线性控制系统，由系统的状态量
ｘｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ）和控制变量 ｕｊ（ｔ）（ｊ＝１，２，…，ｍ）
及自变量时间 ｔ为坐标组成的空间称为广义状态空间．

根据广义状态空间概念，显然，系统状态方程式

（１）的求解是一个初值问题．
引理１　设初值问题为

ｄｘｉ（ｔ）／ｄｔ＝ｆｉ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ），
ｘｉ（ｔｋ）＝ｘｉ（ｋ），ｉ＝１，２，…，Ｎ．

（２）

ｆｉ（ｘ（ｔ）ｕ（ｔ），ｔ）在区域Ｒ中连续，且在区间 Ｉ中具有任
意多次导数，ｕ（ｔ）在该区间也存在任意多次导数，并存
在正数Ｈ和自然数Ｎ，使得

｜ｆ（ｎ）ｉ （ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）｜≤Ｈ，ｔ∈Ｉ，ｎ＞Ｎ．
其中

Ｒ：｜ｔ－ｔｋ｜≤ａ，｜ｘｉ（ｔ）－ｘｉ（ｋ）｜≤ｂｉ，
｜ｕｊ（ｔ）－ｕｊ（ｋ）｜≤ｃｊ，ｊ＝１，２，…，ｍ；

Ｉ＝［ｔｋ－ｈ，ｔｋ＋ｈ］，ｈ＝ｍｉｎ｛ａ，ｄ／Ｍ｝，
Ｍ＞｜ｆｉ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）｜，ｄ＝ｍｉｎ｛ｂｉ，ｃｊ｝．

则ｆｉ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）在区间 Ｉ上可以展开成如下收
敛的自变量的Ｔａｙｌｏｒ级数：

ｆｉ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）＝∑
∞

ｌ＝０

ｆ（ｌ）ｉ （ｔｋ）
ｌ！ （ｔ－ｔｋ）

ｌ，

ｉ＝１，２，…，Ｎ．

（３）

定理１　初值问题式（２）的 ｆｉ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）在区
域 Ｒ中的区间Ｉ上可以展为自变量 ｔ收敛的 Ｔａｙｌｏｒ级
数，则初值问题式（２）在ｔｋ点的邻域｜ｔ－ｔｋ｜＜ρ（ρ＝ａ（１
－ｅ－ｄ／（２ａＭ）））内有一个且仅有一个级数解为

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋∑
∞

ｌ＝０

ｆ（ｌ）ｉ （ｔｋ）
（ｌ＋１）！（ｔ－ｔｋ）

ｌ＋１，

ｉ＝１，２，…，Ｎ．
只要知道非线性控制系统的状态方程，且 ｆ（ｘ（ｔ），

ｕ（ｔ），ｔ）的各阶导数均存在，就可以根据上述公式求出
状态向量的逐次近似解，并且无穷级数解的极限函数

即为非线性控制系统状态方程的精确解．
引入相对于该段起始时刻 ｔｋ的时间坐标 τ＝ｔ－ｔｋ

上式可改写为：

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋∑
∞

ｌ＝０

ｆ（ｌ）ｉ （ｔｋ）
（ｌ＋１）！τ

ｌ＋１ （４）

在实际计算时，级数只取有限项．当 Ｔａｙｌｏｒ多项式
的次数为０，１，２，…时，相应近似公式分别称为一级近
似式、二级近似式和三级近似式等，具体如下：

一级近似为

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋ｆｉ（ｔｋ）τ （５）
二级近似为

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋ｆｉ（ｔｋ）τ＋
１
２！ｆ

（１）
ｉ （ｔｋ）τ

２ （６）

三级近似为

　　　　ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｋ）＋ｆｉ（ｔｋ）τ＋
１
２！ｆ

（１）
ｉ （ｔｋ）τ

２

＋１３！ｆ
（２）
ｉ （ｔｋ）τ

３ （７）

当τ取步长Δｔ时，由初值ｘ（０）可根据需要选用相
应的ｊ＋１（ｊ＝０，１，…）次近似式

ｘｉ（ｋ＋１）＝ｘｉ（ｋ）＋∑
ｊ

ｌ＝０

１
（ｌ＋１）！ｆ

（ｌ）（ｋ）Δｔｌ＋１ （８）

若令起始时刻ｔｋ＝０，微分方程的解变为：

ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（０）＋∑
∞

ｌ＝０

ｆ（ｌ）ｉ （０）
（ｌ＋１）！ｔ

ｌ＋１ （９）

３　算例分析
　　图１所示球型机器人是一种以球形外壳为运动机
构的移动机器人．其驱动机构和控制部件都包含在球
壳内部，具有结构紧凑，可全向运动和抗翻倒的优点．大
多数球形机器人都是靠重摆改变重心进行全向滚动，

由于重摆转角与球壳转角之间存在耦合，因此球型机

器人是一种典型的非线性耦合系统．

３．１　直线运动动力学建模
机器人动力学模型是对机器人进行精确控制的基

础［１０～１２］．针对球壳质量分布不均的情况进行讨论．如图
２所示，设球壳的质量为 ｍｓ，框架的质量为 ｍｆ，重摆的
质量为ｍｐ，重摆距长轴的距离为 ｌ，球壳半径为 Ｒ，球壳
沿水平面无滑动滚动，重摆与竖直线的角度为 θ，转动
惯量为Ｉｆ，滚过的距离为ｘ，滚过的角度为φ．

系统动能分为三部分，球壳动能，重摆动能，框架动

能，它们分别为

　　Ｔｓ＝
１
２ｍｓ（

ｘ２＋Ｒ２
ｘ( )Ｒ

２

）＝ｍｓｘ
２

　　Ｔｐ ＝
１
２ｍｐ （

ｘ＋ｌθ
·

ｃｏｓθ）２＋ｌ２θ
·
２ｓｉｎ２[ ]θ

１２０３
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＝１２ｍｐ
ｘ２＋ｌ２θ

·
２＋２ｘｌθ

·

ｃｏｓ( )θ

　　Ｔｆ＝
１
２ｍｆ
ｘ２＋Ｉｆθ

·
２ （１０）

所以系统总动能为

　Ｔ＝ｍｓｘ
２＋１２ｍｐ（

ｘ２＋ｌ２θ
·
２＋２ｘｌθ

·

ｃｏｓθ）

＋１２ｍｆ
ｘ２＋Ｉｆθ

·
２ （１１）

系统总势能为

Ｕ＝－ｍｐｇｌｃｏｓθ （１２）
则系统的拉格朗日函数为

　　Ｌ
ｘ
＝２ｍｓｘ＋ｍｐ ｘ＋ｌθ

·

ｃｏｓ( )θ＋ｍｆｘ

Ｌ＝Ｔ－Ｕ

Ｌ＝ｍｓｘ
２＋１２ｍｐ

ｘ２＋ｌ２θ
·
２＋２ｘｌθ

·

ｃｏｓ( )θ

　＋１２ｍｆ
ｘ２＋Ｉｆθ

·
２＋ｍｐｇｌｃｏｓθ

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｘ
＝２ｍｓ̈ｘ

＋ｍｐ ｘ̈＋ｌ̈θｃｏｓθ－ｌθ
·
２ｓｉｎ( )θ＋ｍｆ̈ｘ

Ｌ
ｘ
＝０

由拉格朗日方程可得

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｘ
－Ｌ
ｘ
＝２ｍｓ̈ｘ

＋ｍｄ（̈ｘ＋ｌ̈θｃｏｓθ－ｌθ
·
２ｓｉｎθ）＋ｍｆ̈ｘ （１３）

同理：

　　　　Ｌ

θ
· ＝ｍｐ ｌ

２θ
·

＋ｘｌｃｏｓ( )θ

ｄ
ｄｔ
Ｌ

θ
· ＝ｍｐ ｌ

２θ̈＋̈ｘｌｃｏｓθ－ｘｌθ
·

ｓｉｎ( )θ （１４）

　　　ｄｄｔ
Ｌ

θ
· －
Ｌ
θ
＝ｍｐ ｌ

２θ̈＋̈ｘｌｃｏｓθ－ｘｌθ
·

ｓｉｎ( )θ

　＋ｍｐｘｌθ
·

ｓｉｎθ＋ｍｐｇｌｓｉｎθ
＝ｍｐ ｌ

２θ̈＋̈ｘｌｃｏｓ( )θ＋ｍｐｇｌｓｉｎθ （１５）
综上可得跳跃球型机器人地面滚动的运动微分方程为

ｍｓ̈ｘ＋ｍｐ（̈ｘ＋ｌ̈θｃｏｓθ－ｌθ
·
２ｓｉｎθ）＋ｍｆ̈ｘ＝Ｔ／Ｒ

ｍｐ（ｌ
２θ̈＋̈ｘｌｃｏｓθ＋ｇｌｓｉｎθ）＝{ Ｔ

（１６）

整理得到

（ｍｓ＋ｍｐ＋ｍｆ）Ｒ ｍｐｌｃｏｓθ

ｍｐＲｌｃｏｓθ ｍｐｌ[ ]２

φ̈
¨[ ]θ ＋

－ｍｐｌθ
·
２ｓｉｎθ

ｍｐｇｌｓｉｎ[ ]θ
＝
１
Ｒ







１
Ｔ

将上面的动力学方程化为如下形式

Ｈ（ｑ）̈ｑ＋Ｊ（ｑ，ｑ）＝[ ]１１τ （１７）

式中

Ｈ（ｑ）＝
Ｈ１１ Ｈ１２
Ｈ２１ Ｈ[ ]

２２

，Ｊ（ｑ，ｑ）＝ Ｊ１ Ｊ[ ]２ Ｔ
，分别对应惯性

矩阵和重力、离心力矩阵，为非线性微分方程，取状态变

量ｘ＝ φ φ θθ[ ]· Ｔ
，ｕ＝τ，将式（１７）化为如下的非线

性状态空间形式

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝Ａ１（ｘ）＋Ｂ１（ｘ）ｕ
ｘ３＝ｘ４
ｘ４＝Ａ２（ｘ）＋Ｂ２（ｘ）ｕ

（１８）

其中

Ａ１（ｘ）＝
Ｈ２１Ｊ２－Ｈ２２Ｊ１
Ｈ１１Ｊ２２－Ｈ１２Ｊ２１

，

Ｂ１（ｘ）＝
Ｈ２２－Ｈ２１

Ｈ１１Ｈ２２－Ｈ１２Ｈ２１
，

Ａ２（ｘ）＝
Ｈ１２Ｊ１－Ｈ１１Ｊ２
Ｈ１１Ｈ２２－Ｈ１２Ｈ２１

，

Ｂ２（ｘ）＝
Ｈ１１－Ｈ１２

Ｈ１１Ｈ２２－Ｈ１２Ｈ２１
３．２　球型机器人直线运动控制方法研究

两个控制目标，机器人的滚动角度 θｄ，重摆摆角
φｄ，重摆摆角速度 φｄ＝０ｒａｄ／ｓ．因此，针对系统的两个控
制目标，对系统的两组状态变量分别设置一级滑模平面

ｓ１＝ｃ１ｅ１＋ｅ２，ｓ２＝ｅ３ （１９）

其中，ｅ１＝θ
·

，ｅ２＝θ－θｄ，ｅ３＝φ，分别为状态变量当前值与
目标值之间的差值．滑模面 Ｓ１的斜率为 ｃ１，滑模面 Ｓ２
的斜率为１，为了同时实现对两组状态变量的控制，在
此构造一级总滑模面如下式

Ｓ＝αｓ１＋βｓ２ （２０）
其中α，β为滑模面Ｓ２的系数，也即总滑模面的斜率．

采用等效控制法分别求各个子系统在滑动平面上

的等效控制量ｕｅｑ１，ｕｅｑ２
　　　　　ｓ２＝φ （２１）

　　　　　ｓ１ ＝ｃ１θ
·

＋θ̈

２２０３
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＝ｃ１θ
·

＋Ａ１（ｘ）＋Ｂ１（ｘ）ｕ （２２）

Ｓ
·

＝αｃ１θ
·

＋αＡ１（ｘ）＋αＢ１（ｘ）ｕ＋βφ

ｕｅｑ＝
－αｃ１θ

·

－αＡ１（ｘ）－βφ
αＢ１（ｘ）

（２３）

为了构造切换控制量ｕｓｗ，取Ｌｙａｐｕｎｏｖ能量函数为Ｖ
＝Ｓ２／２．滑膜运动包括趋近运动和滑模运动两个过程，系
统从任意初始状态趋向于切换面，知道到达切换面的运

动称为趋近运动，即ｕｓｗ趋向于０的过程．根据滑模变结
构原理，滑模可达性条件仅保证由状态空间任意位置运

动点在有限时间内到达切换面的要求，而对于趋近运动

的具体轨迹未做任何限制，采用趋近律的方法可以改善

趋近运动的动态品质．采用指数趋近律．令：

Ｓ
·

＝－εｓｇｎ（Ｓ）－ｋＳ
其中ε＞０，ｋ＞０

式中，－ｋＳ是指数趋近项，其解为Ｓ
·

＝Ｓ（０）ｅ－ｋｔ．
指数趋近中，趋近速度从一较大值逐步减小到零，

不仅缩短了趋紧时间，而且是运动点到达切换面的速

度很小．对单纯的指数趋近，运动点逼近切换面是一个
渐进的过程，不能保证有限时间内到达，切换面上也就

不存在滑动模态了，所以要增加一个等速趋近项 Ｓ
·

＝
－εｓｇｎ（ｓ），使当 ｓ接近于零时，趋近速度是 ε而不是
零，可以保证有限时间到达．

Ｓ
·

＝αＳ
·

１＋βＳ
·

２＝－εｓｇｎ（Ｓ）－ｋＳ （２４）
解出

ｕｓｗ＝
－εｓｇｎ（Ｓ）－ｋＳ
αＢ１（ｘ）

（２５）

ｕ＝
－εｓｇｎ（Ｓ）－ｋＳ－αｃ１θ

·

－αＡ１（ｘ）－βφ
αＢ１（ｘ）

（２６）

可推导出

Ｖ
·

＝ＳＳ
·

＝－ηＳ－ｋＳ２＜０ （２７）
对式（２７）两侧同时积分，可得

Ｖ（ｔ）－Ｖ（０）＝∫
ｔ

０
（－η｜Ｓ｜－ＫＳ２）ｄσ （２８）

进而得到

Ｖ（ｔ）＝１２Ｓ
２≤Ｖ（０）＝１２Ｓ

２（０）＜∞

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
（η｜Ｓ｜＋ＫＳ２）ｄσ≤Ｖ（０）＜∞ （２９）

进而得到

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
｜Ｓ｜ｄσ＜∞；ｌｉｍ

ｔ→∞∫
ｔ

０
Ｓ２ｄσ＜∞

因此Ｓ∈Ｌ∞，Ｓ∈Ｌ１（Ｓ可积分），Ｓ∈Ｌ２（Ｓ平方可积

分）．同时由式（２７）有 Ｖ
·

＝ＳＳ
·

＜∞，进而有 Ｓ
·

∈Ｌ∞．根据
Ｂａｒｂａｌａｔ引理，有ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｓ＝０，即第二层滑动面 Ｓ是渐进稳

定的．对于两层滑动面，控制量采用式（２６）所示的形
式，如果ｓ２∈Ｌ∞，ｓ２∈Ｌ∞，则第一层滑动面 ｓ１，ｓ２也是渐
进稳定的．由前面的分析可知 α，β的大小并不影响系
统的稳定性，因此可以构造两个不同的滑动面Ｓ１，Ｓ２

Ｓ１＝α１ｓ１＋βｓ２，Ｓ２＝α２ｓ１＋βｓ２ （３０）
式中：α１，α２为不相等的正常数．

因此有Ｓ１≠Ｓ２，不失一般性，进一步假设

０≤ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
Ｓ２２ｄσ＜ｌｉｍｔ→∞∫

ｔ

０
Ｓ２１ｄσ＜∞ （３１）

从而可得

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
（Ｓ２１－Ｓ

２
２）ｄσ

＝ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
［（α２１－α

２
２）ｓ

２
１＋２（α１－α２）βｓ１ｓ２］ｄσ

＝ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
２（α１－α２）ｓ１Ｓ１ｄσ－ｌｉｍｔ→∞∫

ｔ

０
（α１－α２）

２ｓ２１ｄσ＞０

（３２）
由式（３２）进一步有

　　ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
ｓ２１ｄσ＜ｌｉｍｔ→∞∫

ｔ

０

２ｓ１Ｓ１
α１－α２

ｄσ

≤ ２
α１－α２

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
ｓ１ ∞ Ｓ１ ｄσ

＝ ２
α１－α２

ｓ１ ∞ Ｓ１ １＜∞ （３３）

因此ｓ１∈Ｌ２，并且已经证明 ｓ１∈Ｌ∞，ｓ１∈Ｌ∞，根据 Ｂａｒ
ｂａｌａｔ引理，有ｌｉｍ

ｔ→∞
ｓ１＝０，因此ｌｉｍｔ→∞ｓ２＝０．即第一层滑动面

ｓ１，ｓ２也是渐进稳定的．
滑模控制器的参数 α，β，ｃ的最优值通过遗传算法

寻找．采用实数编码．
适应度函数Ｆ＝１／Ｊ

Ｊ＝Ｗ１（θ－θｄ）＋Ｗ２θ
·

＋Ｗ３φ
Ｗ１，Ｗ２，Ｗ３为权值，根据控制目标设定．设定 Ｗ１＝

１
３，Ｗ２＝

１
３，Ｗ３＝

１
３．

设定变异率为０．０５，交叉率０．５，遗传１５代．仿真
程序运行结果如图３所示．

优化结果如下：

α＝３．１４１０，β＝１．０００９，ｃ＝０．５７０４．
３．３　仿真验证

设球形机器人球壳的质量为 ｍｓ＝１ｋｇ，框架的质量
为ｍｆ＝１ｋｇ，重摆的质量为ｍｐ＝１ｋｇ，重摆距长轴的距离
为ｌ＝０２ｍ，球壳半径为 Ｒ＝０３ｍ，球壳沿水平面无滑
动滚动．球形机器人状态方程组如式（３４）所示：

ｘ＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ３（ｔ），ｘ４（ｔ）］
Ｔ

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝Ａ１（ｘ）＋Ｂ１（ｘ）ｕ
ｘ３＝ｘ４
ｘ４＝Ａ２（ｘ）＋Ｂ２（ｘ）ｕ

（３４）

３２０３
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控制量表达式为：

ｕ＝
－εｓｇｎ（Ｓ）－ｋＳ－αｃ１θ

·

－αＡ１（ｘ）－βφ
αＢ１（ｘ）

初值ｘ１＝０，ｘ２＝０，ｘ３＝０，ｘ４＝０，ｕ＝０，步长取０．１ｓ．
利用直接积分法对方程组求解，取三级近似，状态方程

可以改写为如下形式：

　　　ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋ｆ（ｋ）Δｔ＋１２！ｆ
（１）（ｋ）Δｔ２

＋１３！ｆ
（２）（ｋ）Δｔ３

其中：

ｆ（ｋ）＝

ｘ２
Ａ１（ｘ）＋Ｂ１（ｘ）ｕ

ｘ４
Ａ２（ｘ）＋Ｂ２（ｘ）











ｕ

ｆ（１）（ｋ）

＝

Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））ｕ

Ａ１
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ａ１
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））ｕ）

＋
Ａ１
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ａ１
ｘ４
（Ａ２（ｘ（ｋ））＋Ｂ２（ｘ（ｋ））ｕ）

＋
Ｂ１ｕ
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｂ１ｕ
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））ｕ）

＋
Ｂ１ｕ
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｂ１ｕ
ｘ４
（Ａ２（ｘ（ｋ））＋Ｂ２（ｘ（ｋ））ｕ）

Ａ２（ｘ（ｋ））＋Ｂ２（ｘ（ｋ））ｕ

Ａ２
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ａ２
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））ｕ）

＋
Ａ１
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ａ１
ｘ４
（Ａ２（ｘ（ｋ））＋Ｂ２（ｘ（ｋ））ｕ）

＋
Ｂ１ｕ
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｂ１ｕ
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））ｕ）

＋
Ｂ１ｕ
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｂ１ｕ
ｘ４
（Ａ２（ｘ（ｋ））＋Ｂ２（ｘ（ｋ））ｕ




















































）

＝

Ｍ
Ｎ
Ｏ











Ｐ

ｆ（２）（ｋ）＝（ｄｆ
（１）（ｋ）
ｄｔ ）

＝

Ｎ
Ｎ
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｎ
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））ｕ）

＋Ｎ
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｎ
ｘ４
（Ａ２（ｘ（ｋ））＋Ｂ２（ｘ（ｋ））ｕ）

Ｐ
Ｐ
ｘ１
ｘ２（ｔ）＋

Ｐ
ｘ２
（Ａ１（ｘ（ｋ））＋Ｂ１（ｘ（ｋ））ｕ）

＋Ｐ
ｘ３
ｘ４（ｔ）＋

Ｐ
ｘ４
（Ａ２（ｘ（ｋ））＋Ｂ２（ｘ（ｋ））ｕ



























）

在Ｍａｔｌａｂ软件中用直接积分法对状态方程进行计
算．设定控制目标让机器人匀速运动．Ｍａｔｌａｂ仿真结果
如图４和图５．可看出，控制方法是能够让速度迅速达
到要求值，证明了控制方法的有效性．并验证了直接积
分法的正确性．

３．４　样机试验
对样机进行实验，实验分为几步，给机器人上电，之

后控制机器人匀速运动．物理参数与动力学建模参数
相同，机器人状态变量实时数据由编码器、陀螺仪及角

４２０３
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加速度计等传感器检测．得到机器人位移结果如图 ６
所示：

由图６可见，分级滑模控制算法能够实现对机器人
的有效控制．证明了控制方法的有效性．并验证了直接
积分法的正确性．

４　结语
　　通过引入广义状态空间的概念，将非线性系统状
态方程进行直接积分求得方程关于时间的无穷级数

解．求解过程中除了被积分函数用Ｔａｙｌｏｒ级数展开之外
没有用其他任何近似，所得结果十分简洁，可以对其精

确解进行任意严格逼近．对球形机器人这一典型的耦
合性非线性系统的状态方程进行了直接求解，得到了

各状态量和控制量的解析解，证明了该方法适合于一

般的非线性系统．

参考文献

［１］杜贞斌，宋宜斌．基于模糊逼近的非线性多时延系统的自
适应跟踪控制［Ｊ］．电子学报，２０１２，４０（５）：８９７－９００．
ＤＵＺｈｅｎｂｉｎ，ＳＯＮＧＹｉｂｉｎ．ｆｕｚｚｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｂａｓｅｄａ
ｄａｐｔｉｖｅｔｒａｃｋｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｔｉｍｅｄｅｌａｙｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１２，４０（５）：８９７
－９００．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２］曹少中，涂序彦．非线性控制系统状态方程直接积分解法
［Ｊ］．控制与决策，２０１１，２６（１０）：１５９１－１５９５．
ＣＡＯＳｈａｏｚｈｏｎｇ，ＴＵＸｕｙａｎ．Ｄｉｒｅｃｔｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈ
ｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｓｔａｔｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．
ＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＤｅｃｉｓｉｏｎ，２０１１，２６（１０）：１５９１－１５９５．（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ）

［３］洪奕光，程代展．非线性系统的分析与控制［Ｍ］．北京：
科学出版社，２００５．１６７－１８５．

［４］ＤｏｕｇｌａｓＡＬａｗｒｅｎｃｅ．Ｉｎｐｕｔｏｕｔｐｕｔｐｓｅｕｄｏｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｏｎ
ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｉｎｖａｒｉａｎｔｓｕｂｍａｎｉｆｏｌｄｓ［Ｊ］．Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２００５，４１
（１）：１６３－１６６．

［５］ＳｒｉｖａｓｔａｖａＨＭ，ＮｉｕｋｋａｎｅｎＡＷ．Ｓｏｍｅｃｌｅｂｓｃｈｇｏｒｄａｎ
ｔｙｐｅｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓａｎｄａｓｓｏｃｉａｔｅｄｆａｍｉｌｉｅｓｏｆ
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔｉｎｔｅｇｒａｌｓ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＭｏｄｅｌ

ｌｉｎｇ，２００３，３７（３－４）：２４５－２５０．
［６］ＤｏｙｌｅＦＪ，ＡｌｌｇｏｗｅｒＦ，ＭｏｒａｒｉＭ．Ｎｏｒｍａｌｆｏｒｍａｐｐｒｏａｃｈｔｏ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｉｎｐｕｔｏｕｔｐｕｔｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｍａｘｉｍｕｍｐｈａｓｅ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒＳＩＳＯ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃ
Ｃｏｎｔｒｏｌ，１９９６，４１（２）：３０５－３０９．

［７］ＡｌｂｅｖｅｒｉｏＳ，ＢｏｚｈｏｋＲ，ＫｏｓｈｍａｎｅｎｋｏＶ．Ｔｈｅｒｉｇｇｅｄｈｉｌｂｅｒｔ
ｓｐａｃｅｓａｐｐｒｏａｃｈｉｎｓｉｎｇｕｌａｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．Ｍａｔｈｅ
ｍａｔｉｃａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２００６，５８（２）：２２７－２４６．

［８］ＬｉｎＴＣ，ＤａｖｉｄＨＳｃｈｕｌｔｚ，ＺｈａｎｇＷＱ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｏｆｌｉｎｅａｒａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｉｎｇｕｌａｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．
ＣｏｍｐｕｔｅｒａｎｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００８，５５（１１）：
２５７４－２５９２．

［９］ＳｔｅｐｈｅｎＳｃｈｅｃｔｅｒ．Ｔｒａｖｅｌｉｎｇｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓｂｙｃｅｎｔｅｒｍａｎｉｆｏｌｄｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｎｏｎｌｉｎ
ｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ，２００２，４９（１）：３５－５９．

［１０］ＣｈｅｍｅｌＢ，ＭｕｔｓｃｈｌｅｒＥ，ＳｃｈｅｍｐｆＨ．Ｃｙｃｌｏｐｓ：Ｍｉｎｉａｔｕｒｅ
ｒｏｂｏｔｉｃｒｅｃｏｎｎａｉｓｓａｎｃｅｓｙｓｔｅｍ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
１９９９ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＲｏｂｏｔｉｃｓ＆Ａｕｔｏ
ｍａｔｉｏｎ［Ｃ］．Ｄｅｔｒｉｏｔ，Ｍｉｃｈｉｇａｎ：ＩＥＥＥ，１９９９．２２９８－２３０２

［１１］ＢｈａｔｔａｃｈａｒｙａＳ，ＡｇｒａｗａｌＳＫ．Ｓｐｈｅｒｉｃａｌｒｏｌｌｉｎｇｒｏｂｏｔ：Ａ
ｄｅｓｉｇｎａｎｄｍｏｔｉｏｎｐｌａｎｎｉｎｇｓｔｕｄｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｎＲｏｂｏｔｉｃｓａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，２０００，１６（６）：８３４－８３９

［１２］ＪａｖａｄｉＡＡＨ，ＭｏｊａｂｉＰ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇａｕｇｕｓｔ：ａｎｏｖｅｌｓｔｒａｔ
ｅｇｙｆｏｒａｎｏｍｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｓｐｈｅｒｉｃａｌｒｏｌｌｉｎｇｒｏｂｏｔ［Ａ］．
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２００２ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ
Ｒｏｂｏｔｉｃｓ＆Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ［Ｃ］．Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ，ＤＣ：ＩＥＥＥ，
２００２．３５２６－３５３３．

作者简介

曹少中　男，１９６５年２月生于河北保定，博
士，２００５年毕业于北京理工大学信息工程学院，
现为北京印刷学院信息工程学院教授．主要研究
方向为非线性系统理论，机器人控制理论．
Ｅｍａｉｌ：ｃａｏｓｈａｏｚｈｏｎｇ＠ｂｉｇｃ．ｅｄｕ．ｃｎ

赵　伟　男，１９８３年９月出生，山东泰安人，
博士，２０１５年于北京邮电大学自动化学院获得
工学博士学位．现为北京印刷学院信息工程学院
讲师．主要研究方向为机器人技术．
Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｏｗｅｉｈｕ＠１６３．ｃｏｍ

５２０３


