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非零奇异值和频率的关系及其在

信号分解中的应用

赵学智，叶邦彦
（华南理工大学机械与汽车工程学院，广东广州５１０６４０）

　　摘　要：　研究了Ｈａｎｋｅｌ矩阵方式下确定性信号的非零奇异值和信号所含频率数量之间的关系，发现只要矩阵
维数大于信号中频率数量的二倍，此后不管维数再怎样增大，非零奇异值的数目始终维持为信号中频率数量的两倍不

变．研究了非零奇异值和单个频率之间存在的对应关系，提出利用奇异值分解来分离单个的频率成分，发现了奇异值
分解分离单个频率成分的条件，在这种条件下奇异值分解可以准确地分离出任何的单个频率成分．利用奇异值分解的
这一特性对轴承振动信号进行特征提取，分离出了轴承各个振动频率清晰的时域波形，由此准确地揭示了轴承的实际

振动状态．
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１　引言
　　奇异值分解（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）在
图像处理、人脸识别、数据压缩、信号消噪等方面有广泛

的应用，但是在ＳＶＤ的很多应用中，都需要面对一个非
常重要的问题，那就是非零奇异值的选取问题．如消除
超声图像中的杂波干扰时，非零奇异值的选取决定着

杂波消除的效果好坏［１］．另外，在图像处理和人脸识别

中，常常用到图像矩阵的低秩化技术［２］，这种低秩化的

实质就是选择合适的非零奇异值进行 ＳＶＤ重构．在基
于ＳＶＤ的数据压缩中，非零奇异值的选取与压缩效果
密切联系［３］．在交通路网语义谱聚类中，非零奇异值的
选取会影响语义子空间的可靠性［４］．信号消噪也是ＳＶＤ
的一个重要应用领域［５，６］，而ＳＶＤ消噪的重要先决条件
是要确定合适的非零奇异值数目．

为了选择合适的奇异值数目，研究者们提出了很
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多种方法，如奇异熵法［７］、差分谱法［８］、曲率谱法［９］等，

这些方法都是利用奇异值序列进行各种数学运算，然

后根据计算结果中的特征点来选取奇异值，但是这些

方法在实际中总是难以适用千变万化的情况．经过对
奇异值选取问题的深入思考，作者认为，对于一维信号

的处理来说，要从根本上解决奇异值的选取问题，首先

必须要弄清另一个问题，即非零奇异值数量是否和信

号中的频率有内在联系？作者通过研究，发现这二者之

间确实存在深刻的内在联系．利用这种联系，不仅在消
噪时可以方便地选择正确的奇异值数量，更重要的是，

我们发现，只要满足一定的条件，利用这种联系 ＳＶＤ还
能分离出信号中任何单个的频率成分．文中发现了这
种分离条件，并提出了分离单个频率成分时奇异值的

选择原则，在这种分离条件和选择原则下，只要是在幅

值谱中能够分辨出来的频率成分，ＳＶＤ总是可以将它
从原始信号中分离出来．文中最后通过实例验证了这
一方法优良的单频率分离效果．

２　非零奇异值数量与频率数量的关系
　　ＳＶＤ是一种矩阵正交化分解方法，对于一个实矩
阵Ｈ∈Ｒｍ×ｎ，不管其行列是否相关，必定存在正交矩阵
Ｕ∈Ｒｍ×ｍ和正交矩阵Ｖ∈Ｒｎ×ｎ，使得

Ｈ＝ＵＤＶＴ （１）
成立，式中Ｄ＝［ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｑ），Ｏ］或者其转置，
这取决于ｍ＜ｎ还是 ｍ＞ｎ，Ｄ∈Ｒｍ×ｎ，Ｏ表示零矩阵，ｑ
＝ｍｉｎ（ｍ，ｎ），且有：σ１≥σ２≥…≥σｑ≥０，它们是矩阵Ｈ
的奇异值．

对一维的数字信号 ｘ（ｉ），ｉ＝０，１，２，…，Ｎ－１，Ｎ是
信号的长度，在应用ＳＶＤ处理之前，必须要用ｘ（ｉ）构造
一个矩阵，这矩阵一般采用如下形式［１０］：

Ｈ＝

ｘ（０） ｘ（１） … ｘ（ｎ－１）
ｘ（１） ｘ（２） … ｘ（ｎ）
   

ｘ（Ｎ－ｎ） ｘ（Ｎ－ｎ＋１） … ｘ（Ｎ－１











）

（２）

式中，１＜ｎ＜Ｎ．令ｍ＝Ｎ－ｎ＋１，则Ｈ∈Ｒｍ×ｎ，此矩阵称
为Ｈａｎｋｅｌ矩阵．将左正交矩阵 Ｕ用列向量表示，Ｕ＝
（ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ），ｕｉ∈Ｒ

ｍ×１；右正交矩阵Ｖ也用列向量表
示，Ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），ｖｉ∈Ｒ

ｎ×１，则选择前面适当的非

零奇异值通过ＳＶＤ重构可以得到一个新的矩阵Ｈ′：

Ｈ＇＝∑
ｌ

ｉ＝１
σｉｕｉｖ

Ｔ
ｉ （３）

式中ｌ是所选择的非零奇异值的数目，从矩阵Ｈ′恢复出
的信号就是消噪结果，这当中的关键就是ｌ的确定．如果
ｌ选择不恰当，就会丢失原信号的一些频率信息，甚至造
成消噪结果的畸变，而目前的奇异值选择方法在实用中

总是难以尽如人意．经过对奇异值选取问题的深入思考，

作者认为，要从根本上解决这一问题，首先必须要弄清另

一个问题，即非零奇异值数目和频率数量是否存在确定

的内在联系？从理论上分析这一问题很难，作者通过反

复的试验研究，发现了这一问题的答案．我们采用的方法
是：从含有一个频率的信号出发，逐步增加信号中频率的

个数，利用信号构造不同维数的Ｈａｎｋｅｌ矩阵进行ＳＶＤ处
理，观察并分析非零奇异值数目的变化．通过这样反复的
实验，我们发现了如下的重要规律：

对于一个含有固定频率数量的确定性信号，利用

其构造ｍ×ｎ的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵，令 ｑ＝ｍｉｎ（ｍ，ｎ），随着 ｑ
的增大，非零奇异值的数目将逐渐增多，但是当 ｑ大于
信号中频率数量的两倍之后，非零奇异值数目将稳定

下来，此后不管ｑ再怎样增大，非零奇异值的数目始终
保持为信号中频率数量的两倍不变．

下面给出这样的一个试验结果．采用７个信号进行
试验，下一个信号在前一个信号的基础上增加一个频

率，且增加的频率值逐渐增大，其幅值也逐渐加大，而相

位随机，这７个信号如下所示：
ｘ１（ｔ）＝１６ｓｉｎ（ｔ）；
ｘ２（ｔ）＝１６ｓｉｎ（ｔ）＋３８ｓｉｎ（４ｔ＋０５６）；
ｘ３（ｔ）＝１６ｓｉｎ（ｔ）＋３８ｓｉｎ（４ｔ＋０５６）＋５２ｓｉｎ（１２ｔ

＋１３５）；
ｘ４（ｔ）＝１６ｓｉｎ（ｔ）＋３８ｓｉｎ（４ｔ＋０５６）＋５２ｓｉｎ（１２ｔ

＋１３５）＋７６ｓｉｎ（２０ｔ＋２５８）；
ｘ５（ｔ）＝１６ｓｉｎ（ｔ）＋３８ｓｉｎ（４ｔ＋０５６）＋５２ｓｉｎ（１２ｔ

＋１３５）＋７６ｓｉｎ（２０ｔ＋２５８）＋９８ｓｉｎ（３０ｔ
＋３１２）；

ｘ６（ｔ）＝１６ｓｉｎ（ｔ）＋３８ｓｉｎ（４ｔ＋０５６）＋５２ｓｉｎ（１２ｔ
＋１３５）＋７６ｓｉｎ（２０ｔ＋２５８）＋９８ｓｉｎ（３０ｔ
＋３１２）＋１２ｓｉｎ（５６ｔ＋２７９）；

ｘ７（ｔ）＝１６ｓｉｎ（ｔ）＋３８ｓｉｎ（４ｔ＋０５６）＋５２ｓｉｎ（１２ｔ
＋１３５）＋７６ｓｉｎ（２０ｔ＋２５８）＋９８ｓｉｎ（３０ｔ
＋３１２）＋１２ｓｉｎ（５６ｔ＋２７９）＋１５ｓｉｎ（７２ｔ＋
１２９）．

对每个信号在［０，２π］内均采集５１２点，利用它们
构造Ｈａｎｋｅｌ矩阵并计算其奇异值．为简单起见，这里仅
给出２５６×２５７的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵下各个信号的奇异值结
果，如图１（ａ）所示，图中从左至右依次为ｘ１（ｔ）～ｘ７（ｔ）
的奇异值曲线．从图１（ａ）可见，当信号每增加一个频率
成分，不管这个频率值、幅值、相位如何，非零奇异值的

数目总是只增加两个．在下一个信号的奇异值曲线中，
除了新增加的两个奇异值较大外，其余的奇异值均和

上一个信号的奇异值大小几乎相等．为了分析新增的
两个奇异值之所以较大是因频率值的增大引起的还是

因幅值的增大而引起的，我们利用另外６个信号 ｙ１（ｔ）
～ｙ６（ｔ）进行实验，ｙ１（ｔ）～ｙ６（ｔ）如下所示：

９００２
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　　ｙ１（ｔ）＝ｓｉｎ（２ｔ＋１１６）；
ｙ２（ｔ）＝ｓｉｎ（２ｔ＋１１６）＋ｓｉｎ（６ｔ＋０５９）；
ｙ３（ｔ）＝ｓｉｎ（２ｔ＋１１６）＋ｓｉｎ（６ｔ＋０５９）＋ｓｉｎ（１５ｔ

＋１５８）；
ｙ４（ｔ）＝ｓｉｎ（２ｔ＋１１６）＋ｓｉｎ（６ｔ＋０５９）＋ｓｉｎ（１５ｔ

＋１５８）＋ｓｉｎ（２０ｔ＋０７９）；
ｙ５（ｔ）＝ｓｉｎ（２ｔ＋１１６）＋ｓｉｎ（６ｔ＋０５９）＋ｓｉｎ（１５ｔ

＋１５８）＋ｓｉｎ（２０ｔ＋０７９）＋ｓｉｎ（２６ｔ＋
１９２）；

ｙ６（ｔ）＝ｓｉｎ（２ｔ＋１１６）＋ｓｉｎ（６ｔ＋０５９）＋ｓｉｎ（１５ｔ
＋１５８）＋ｓｉｎ（２０ｔ＋０７９）＋ｓｉｎ（２６ｔ＋
１９２）＋ｓｉｎ（３０ｔ＋１１５）；

其中ｙ１（ｔ）只含一个频率，以后的每个信号依次增加一
个频率，新增的频率值逐渐加大，但是所有频率的幅值

相同．同样给出 ２５６×２５７的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵下 ｙ１（ｔ）～
ｙ６（ｔ）的奇异值结果，如图１（ｂ）所示，图中从左到右依
次为ｙ１（ｔ）～ｙ６（ｔ）的奇异值曲线．可见每增加一个频
率，奇异值数目同样也是增加两个，但是却没有了图１
（ａ）的那种阶梯型效果，这说明图１（ａ）中新增的两个
奇异值较大的原因是因为幅值的增大而引起的．关于
奇异值与频率值、幅值之间的关系在后面还将做进一

步的理论分析．在图１中如果改用其它频率，也能得到
类似的结果，由这种结果我们还可以得到另一个重要

的结论：

在Ｈａｎｋｅｌ矩阵方式下，若矩阵维数为ｍ×ｎ，而ｑ＝
ｍｉｎ（ｍ，ｎ），对一个频率成分ｘ（ｔ）＝ａｓｉｎ（ωｔ＋）来说，
不管频率值 ω有多大，也不管幅值 ａ以及相位 有多
大，当 ｑ≥２时，这个频率成分总是只产生两个非零奇
异值．并且我们在试验中发现，当ｑ继续增大时，虽然非
零奇异值数目不会增加，但是这两个非零奇异值在数

值上将增大，并且越来越趋于相等．当信号中存在多个
频率时，同一个频率产生的两个奇异值一前一后紧密

排列在一起，中间绝不会有其它频率产生的奇异值

存在．

３　ＳＶＤ分离单个频率成分的条件
　　由上节的结果可知，当矩阵维数大于信号中频率
数量的二倍时，一个频率成分产生两个非零奇异值，这

自然使人联想到：是否可以利用某个频率所对应的两

个非零奇异值进行 ＳＶＤ重构，从而分离出这个频率成
分呢？然而答案却没有那么简单．我们发现了一个非
常值得注意的现象：对于一个含有 Ｉ个频率成分的信
号，利用这Ｉ个频率成分产生的２Ｉ个非零奇异值进行
ＳＶＤ重构，不管原始信号中有无噪声，总是可以恢复出
这Ｉ个频率成分，这一点毫无疑问，但是如果仅仅选择
其中的某个频率所对应的两个非零奇异值进行ＳＶＤ重
构，却不一定能恢复这个频率成分，在重构结果中往往

还会存在其他频率成分．这一现象说明，对于一个含有
多个频率的信号来说，虽然每一个频率产生两个非零

奇异值，但是这两个非零奇异值却会受到其它频率的

影响，因此虽然选择全部频率产生的非零奇异值进行

重构可以恢复所有频率成分，但是选择单个频率对应

的两个非零奇异值进行重构却不能恢复这个频率成

分．那么在什么样的情况下才能使单个频率的两个非
零奇异值不受其它频率的影响呢？我们经过反复的探

索，找到了这个问题的答案，而这个答案是出人意料

的，我们有如下的结论：

对于含有多个频率成分的原始信号ｘ（ｔ）进行ＳＶＤ
分解，如果ｘ（ｔ）中没有任何噪声，那么利用某个频率对
应的两个非零奇异值进行ＳＶＤ重构不一定能恢复出这
个频率成分，要想利用ＳＶＤ恢复出单个的频率成分，必
须对原始信号ｘ（ｔ）添加零均值的白噪声．

ＳＶＤ的这种特性确实是令人非常意外的，一般说
来，信号中的噪声有害的，我们总是要尽可能地消除信

号中的噪声，而 ＳＶＤ分离出单个频率成分的前提条件
却居然是原始信号中必须存在噪声．从直观上来看，添
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加噪声后，Ｈａｎｋｅｌ矩阵相邻两行的相关性减弱了．对于
无噪声数字信号 ｘ（ｉ）构造的 ｍ×ｎ维 Ｈａｎｋｅｌ矩阵，其
第ｉ行为：ｘ（ｉ－１），ｘ（ｉ），…，ｘ（ｉ＋ｎ－２），第ｉ＋１行为：
ｘ（ｉ），ｘ（ｉ＋１），…，ｘ（ｉ＋ｎ－１），很显然，第 ｉ＋１个行向
量仅滞后第ｉ个行向量一个采样时间单位，它们之间是
高度相关的，其相关系数为：

Ｒｉ，ｉ＋１＝
∑
ｎ－１

ｋ＝０
［ｘ（ｉ－１＋ｋ）－μｉ］［ｘ（ｉ＋ｋ）－μｉ＋１］

∑
ｎ－１

ｋ＝０
［ｘ（ｉ－１＋ｋ）－μｉ］槡

２ ∑
ｎ－１

ｋ＝０
［ｘ（ｉ＋ｋ）－μｉ＋１］槡

２

（４）
式中，μｉ和 μｉ＋１分别为第 ｉ行和第 ｉ＋１行的均值．对
ｘ（ｉ）添加零均值的白噪声 ξ（ｉ）后，利用白噪声与确定
性信号的无关性，可以证明相邻两个行向量的相关系

数变为：

Ｒｉ，ｉ＋１ ＝

∑
ｎ－１

ｋ＝０
［ｘ（ｉ－１＋ｋ）－μｉ］［ｘ（ｉ＋ｋ）－μｉ＋１］－∑

ｎ－１

ｋ＝０
［ξ（ｉ－１＋ｋ）μｉ＋１＋ξ（ｉ＋ｋ）μｉ］

∑
ｎ－１

ｋ＝０
［ｘ（ｉ－１＋ｋ）＋ξ（ｉ－１＋ｋ）－μｉ］槡

２ ∑
ｎ－１

ｋ＝０
［ｘ（ｉ＋ｋ）＋ξ（ｉ＋ｋ）－μｉ＋１］槡

２

（５）
可见与式（４）相比，在式（５）中的分子减去了大量噪声，
而分母却增加了大量噪声，因此相关系数大为减少，这

意味着相邻两行的相关性大为降低．根据线性代数理
论，这种相关性的降低将导致矩阵的秩变大，而秩的变

大将导致非零奇异值数量的增加，从而改变了原始信

号的非零奇异值分布，因此单个频率的非零奇异值分

布必然受到影响，这种影响应该有利于单个频率的

分离．
可以实际观察一下添加噪声后信号奇异值的变

化．设有４个频率的信号：
ｘ（ｔ）＝ｓｉｎ（３ｔ）＋１５ｓｉｎ（８ｔ＋０３５）＋２４ｓｉｎ（１４ｔ＋

１２６）＋３ｓｉｎ（２０ｔ＋０９８）
对此信号在［０，２π］内采集５１２点，并叠加零均值的白
噪声ξ（ｔ），得到含噪信号ｆ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ξ（ｔ），其中信号
和噪声能量之比为１４１７５．在不同维数的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵
下，分别计算 ｆ（ｔ）、ｘ（ｔ）和 ξ（ｔ）的奇异值，得到的结果
如图２所示（图中只绘出前２０个奇异值）．设矩阵行数
为ｍ、列数为 ｎ，而 ｑ＝ｍｉｎ（ｍ，ｎ），从图２可看出，在不
同的矩阵维数下，确定性信号 ｘ（ｔ）总是只有４对非零
奇异值，随着ｑ值的增加，每一对中的两个非零奇异值
逐渐接近；而含噪信号ｆ（ｔ）的奇异值都是非零的，但是
只有前８个非零奇异值与ｘ（ｔ）的８个非零奇异值比较
接近，由于受噪声的影响，它们之间有一定的偏差，当ｑ
值较小时，这种偏差较大，但随着ｑ值的增加，这种偏差
逐渐变小；噪声ξ（ｔ）的奇异值则与 ｆ（ｔ）从第９个奇异

值开始的后续非零奇异值吻合得很好，这说明 ｆ（ｔ）中
从第９个奇异值开始的后续奇异值是噪声产生的．如
果在ｘ（ｔ）中改用其它的频率，并叠加不同比例的噪声，
也能得到类似结果，总结起来，我们可以得到下面的

结论：

设含噪信号ｆ（ｔ）中有Ｉ个频率成分，信号中的噪声
对这Ｉ个频率成分产生的２Ｉ个非零奇异值有一定的扰
动，但当ｆ（ｔ）所构造的Ｈａｎｋｅｌ矩阵的 ｑ值逐渐增大时，
这２Ｉ个非零奇异值受噪声的影响逐渐减小，而噪声的
奇异值则会排到这２Ｉ个非零奇异值之后．

根据这一结论，在构造Ｈａｎｋｅｌ矩阵时，总是使矩阵
的ｑ值为最大，以使各频率分量的奇异值受噪声的影响
最小，当含噪信号ｆ（ｔ）的长度为 Ｎ，可取行 ｍ＝Ｎ／２、列
ｎ＝Ｎ／２＋１（Ｎ是偶数）或行 ｍ＝（Ｎ＋１）／２、列 ｎ＝（Ｎ
＋１）／２（Ｎ是奇数）构造 Ｈａｎｋｅｌ矩阵，这样可以取到最
大的ｑ值，而此时ｆ（ｔ）的奇异值向量可以写成：

σｆ＝（σ１，σ２，…，σ２Ｉ，σξ，…，σξ） （６）
即前２Ｉ个非零奇异值是由 Ｉ个频率成分产生的，此后
的就是噪声奇异值．在这种情况下利用某个频率对应
的两个非零奇异值进行 ＳＶＤ重构，可以分离出这个频
率成分．

对一个实际的含噪信号，尽管采取了最大的矩阵

维数，但是噪声对各个频率的奇异值产生的扰动不可

能完全消除．添加的噪声比例越大，各个频率对应的非
零奇异值受到的扰动就越大，则从式（３）可见，重构矩
阵Ｈ′的误差也将越大，这意味着重构信号的误差也就
越大．而如果噪声添加的比例过小，对单个频率的分离
效果却又不太好，因此噪声的添加比例是一个折中的

问题．经过反复的试验，我们认为，添加的噪声的能量
一般占确定性信号能量的１０％ ～３０％为宜，在这一范
围内，既能使ＳＶＤ对单个频率取得很好的分离效果，同
时分离出来的频率又不至于受噪声影响太大．

最后来讨论一下需要注意的几个问题．当原始信
号ｘ（ｔ）中存在直流分量时，直流分量会产生一个奇异
值，为了消除直流分量的影响，在利用ＳＶＤ进行单个频
率的分离之前，必须对ｘ（ｔ）进行零均值化，这在ｘ（ｔ）中
减去其均值即可．在零均值的情况下，对于单个频率的
分离，我们总结了奇异值选择的三个原则：（１）为了得
到正确的信号波形，奇异值必须成对选取．（２）不能选
择在序号上不连续的两个奇异值来进行配对，例如，选

择σ１和σ３这两个奇异值配对进行ＳＶＤ重构是不对的，
因为任一频率产生的两个非零奇异值都是紧密排列在

一起的，序号上不连续的两个奇异值必定属于两个不

同的频率，而如果只选择某频率的两个奇异值中的一

个来重构这个频率，会造成重构波形的畸变．（３）因每
个频率只产生两个非零奇异值，它们又是紧密排列在
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一起的，因此奇异值的选择必须从奇数序号开始，到偶

数序号结束．例如选择σ２和 σ３进行配对是错误的，虽
然它们在序号上是连续的，但是它们并不属于同一个

频率，σ１和 σ２才属于同一个频率，而 σ３和 σ４属于另
一个频率．

４　对模拟信号的分离实例
　　对信号 ｘ（ｔ）＝ｓｉｎ（２π·２ｔ）＋ｓｉｎ（２π·３ｔ＋０７８）
＋ｃｏｓ（２π·７ｔ）＋ｃｏｓ（２π·１９ｔ＋１２１）以采样频率
５１２Ｈｚ采集１０２４点数据，结果如图３（ａ）所示，其幅值
谱如图３（ｂ）．现在利用非零奇异值与频率的内在联系
来分离ｘ（ｔ）中的这４个频率成分．首先不添加噪声，直
接利用ｘ（ｔ）构造５１２×５１３的Ｈａｎｋｅｌ矩阵并进行ＳＶＤ，
得到ｘ（ｔ）的奇异值结果如图４所示，在图中用‘ｏ’表
示，可见ｘ（ｔ）只有８个非零奇异值，这与ｘ（ｔ）中含４个
频率的情况相符．现分别选取 σ１和 σ２、σ３和 σ４、σ５和
σ６、σ７和σ８这四对奇异值进行ＳＶＤ重构，即有：

Ｈｉ＝∑
２ｉ

ｊ＝２ｉ－１
σｊｕｊｖ

Ｔ
ｊ，ｉ＝１，２，３，４ （７）

采用平均法［１１］从Ｈｉ中恢复出信号，得到四个分量信号
如图５．从图５可见，此时 ＳＶＤ对单个频率成分的分离
效果很差，在每个分量信号中至少都有两个频率成分

存在，而在第１个分量信号中四个频率成分全都存在，
显然此时的频率分离效果是很糟糕的．

现在向原始信号 ｘ（ｔ）中添加零均值的白噪声，信

号和噪声能量之比为６４５８８，得到含噪信号及其幅值
谱如图６所示．利用这含噪信号构造５１２×５１３的 Ｈａｎ
ｋｅｌ矩阵并进行ＳＶＤ，将得到的奇异值同样绘于图４中，
在图中用‘’表示，可见其前８个非零奇异值位于原
信号的非零奇异值附近，但是存在一定扰动．将这前８
个非零奇异值分成四对，根据式（７）进行重构，同样利
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用平均法［１１］从重构矩阵Ｈｉ中恢复出分量信号，结果如
图７所示．从图７可见，此时已经实现了对单个频率的
完全分离，得到的每个分量信号中都只有一个频率成

分，其中第一个分量信号是原始信号中的 ｓｉｎ（２π·
２ｔ）、第二个分量信号是 ｓｉｎ（２π·３ｔ＋０７８）、第三个分
量信号是ｃｏｓ（２π·１９ｔ＋１２１）、第四个分量信号是 ｃｏｓ
（２π·７ｔ），图中的红色虚线是理想信号．可见加噪后
ＳＶＤ对单个频率取得了相当好的分离效果，尽管对原
始信号添加了噪声，但是分离出来的单个频率成分的

信号波形却非常干净，与理想信号几乎完全吻合，具有

零相移特性．ＳＶＤ的这种零相移特性不是偶然的，设原
始含噪信号为ｆ（ｔ），而 ＳＶＤ分离出来的各频率分量为
ｆｉ（ｔ），可以证明它们之间的关系是：

ｆ（ｔ）＝∑
ｉ
ｆｉ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （８）

式中ｎ（ｔ）是噪声分量，是利用各频率分量的奇异值之外
的其它所有非零奇异值重构而成．从式（８）可见，ＳＶＤ分
离出来的各频率分量和原始信号是一种简单的叠加关

系，对某一频率分量ｆｉ（ｔ），ＳＶＤ将它从原始信号中分离
的过程相当于这一频率成分从原始信号中被简单地减出

来，这种减法操作不会影响被分离频率分量的相位，某频

率分量在原始信号中是怎样的相位，它被减出来之后还

是怎样的相位，因此ＳＶＤ的这种分离具有零相移特性．
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　　除了零相移外，这种信号分离方法的另外一个值
得注意的特点是它可以分离出频率值相当接近的两

个频率成分．本例中，分离出来的第一个分量信号的
频率是２Ｈｚ，第二个分量信号的频率是３Ｈｚ，它们的频
率仅仅相差１Ｈｚ，而从图７的分离结果可见，即使是对
于频率如此接近的两个信号，ＳＶＤ都将它们几乎完美
地分离开来．事实上，通过对更多模拟信号的试验，我
们发现，对于任意的两个频率，不管这两个频率在数

值上有多接近，只要是在幅值谱中能够分辨出这两个

频率成分的谱线，则ＳＶＤ总是可以将这两个频率成分
完全分离开来．

５　奇异值与频率及其幅值和相位的关系

　　第４节的结果表明，在添加噪声的情况下，选择某两
个奇异值进行ＳＶＤ重构，可以分离出单个的频率成分，
那么对于信号中某一个具体的频率成分，它对应着奇异

值序列中的哪两个奇异值呢？这就必须研究这两个奇异

值与此频率的大小、幅值和相位的内在联系．不失一般
性，设原始信号ｘ（ｔ）包含Ｉ个频率成分，由下式表示

ｘ（ｔ）＝∑
Ｉ

ｉ＝１
ａｉｓｉｎ（ωｉｔ＋ｉ） （９）

以采样周期Ｔｓ将ｘ（ｔ）离散化为ｘ（ｊ），并对 ｘ（ｊ）添
加零均值的白噪声 ξ（ｊ）．利用添加噪声后的信号构造

一个ｍ×ｎ的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵 Ｈ，显然 Ｈ可表示为单个频
率分量构造的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵 Ｈｉ以及噪声 ξ（ｊ）构造的
Ｈａｎｋｅｌ矩阵Ｈξ之和，即有：

Ｈ＝∑
Ｉ

ｉ＝１
Ｈｉ＋Ｈξ （１０）

其中Ｈｉ是频率分量 ｘｉ（ｊ）＝ａｉｓｉｎ（ωｉＴｓ·ｊ＋ｉ）构造的
ｍ×ｎ的Ｈａｎｋｅｌ矩阵，如下式所示：
Ｈｉ＝
ａｉ·ｓｉｎ（ωｉＴｓ·０＋ｉ） ａｉ·ｓｉｎ（ωｉＴｓ·１＋ｉ）…ａｉ·ｓｉｎ［ωｉＴｓ·（ｎ－１）＋ｉ］

ａｉ·ｓｉｎ（ωｉＴｓ·１＋ｉ） ａｉ·ｓｉｎ（ωｉＴｓ·２＋ｉ）… ａｉ·ｓｉｎ（ωｉＴｓ·ｎ＋ｉ）

   

ａｉ·ｓｉｎ［ωｉＴｓ·（ｍ－１）＋ｉ］ａｉ·ｓｉｎ（ωｉＴｓ·ｍ＋ｉ）…ａｉ·ｓｉｎ［ωｉＴｓ·（Ｎ－１）＋ｉ









］

（１１）
式中，ｍ＝Ｎ－ｎ＋１，而Ｎ是ｘｉ（ｔ）离散后的长度．

对 Ｈ进行奇异值分解，根据第 ３节的结果，当
ｍｉｎ（ｍ，ｎ）＞２Ｉ时，Ｉ个频率分量将一共产生２Ｉ个非零
奇异值，而噪声ξ（ｊ）的奇异值排列在这２Ｉ个非零奇异
值之后，因此Ｈ的奇异值分解结果可表示为：

∑
Ｉ

ｉ＝１
Ｈｉ＋Ｈξ＝σ１ｕ１ｖ

Ｔ
１＋σ２ｕ２ｖ

Ｔ
２＋…＋σ２Ｉｕ２Ｉｖ

Ｔ
２Ｉ

＋ ∑
ｍｉｎ（ｍ，ｎ）

ｈ＝２Ｉ＋１
σｈｕｈｖ

Ｔ
ｈ （１２）

设添加噪声后频率分量ｘｉ（ｊ）＝ａｉｓｉｎ（ωｉＴｓ·ｊ＋ｉ）对应
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的两个奇异值为σｋ和σｋ＋１，此时由这两个奇异值进行
ＳＶＤ重构可以分离出ｘｉ（ｊ），因此由ｘｉ（ｊ）构造的分量矩
阵Ｈｉ完全可由这两个奇异值表示，即有：

Ｈｉ＝σｋｕｋｖ
Ｔ
ｋ＋σｋ＋１ｕｋ＋１ｖ

Ｔ
ｋ＋１ （１３）

设左奇异向量 ｕｌ＝［ｕｌ，１，ｕｌ，２，…，ｕｌ，ｍ］
Ｔ，右奇异向量 ｖｌ

＝［ｖｌ，１，ｖｌ，２，…，ｖｌ，ｎ］
Ｔ，其中ｌ＝ｋ，ｋ＋１，则式（１３）右边的

矩阵σｋｕｋｖ
Ｔ
ｋ＋σｋ＋１ｕｋ＋１ｖ

Ｔ
ｋ＋１的能量为：

　∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
（σｋｕｋ，ｉｖｋ，ｊ＋σｋ＋１ｕｋ＋１，ｉｖｋ＋１，ｊ）

２

＝σ２ｋ∑
ｍ

ｉ＝１
ｕ２ｋ，ｉ∑

ｎ

ｊ＝１
ｖ２ｋ，ｊ＋σ

２
ｋ＋１∑

ｍ

ｉ＝１
ｕ２ｋ＋１，ｉ∑

ｎ

ｊ＝１
ｖ２ｋ＋１，ｊ

　＋２σｋσｋ＋１∑
ｍ

ｉ＝１
（ｕｋ，ｉｕｋ＋１，ｉ）∑

ｎ

ｊ＝１
（ｖｋ，ｊｖｋ＋１，ｊ）

（１４）

根据奇异值分解的性质可知，ｕｌ和 ｖｌ都是单位正交向
量，因此有：

∑
ｍ

ｉ＝１
ｕ２ｌ，ｉ＝１，∑

ｎ

ｊ＝１
ｖ２ｌ，ｊ＝１，其中ｌ＝ｋ，ｋ＋１

∑
ｎ

ｊ＝１
（ｖｋ，ｊｖｋ＋１，ｊ）＝０，∑

ｍ

ｉ＝１
（ｕｋ，ｉｕｋ＋１，ｉ）＝０

将这些公式代入式（１４）可得

∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
（σｋｕｋ，ｉｖｋ，ｊ＋σｋ＋１ｕｋ＋１，ｉｖｋ＋１，ｊ）

２＝σ２ｋ＋σ
２
ｋ＋１ （１５）

可见式（１３）右边矩阵的能量仅由两个奇异值决定，而
式（１３）左边的矩阵Ｈｉ的能量则显然是频率 ωｉ及其幅
值ａｉ的函数．为了确定奇异值与 ωｉ及 ａｉ的关系，必须
求出矩阵Ｈｉ的能量表达式，这可先求矩阵Ｈｉ的第 ｌ行
元素的能量Ｅｌ，根据式（１１）可以得到：

Ｅｌ＝ａ
２
ｉ∑
ｎ＋ｌ－１

ｊ＝ｌ
ｓｉｎ２（ωｉＴｓ·ｊ＋ｉ）

＝ａ２ｉ∑
ｎ＋ｌ－１

ｊ＝ｌ

１－ｃｏｓ（２ωｉＴｓ·ｊ＋２ｉ）[ ]２
，ｌ＝０，１，…，ｍ－１

关于上式中余弦函数的求和，通过计算可得到如下的

一个通用公式：

∑
Ｋ

ｊ＝ｋ
ｃｏｓ［ｊ·θ＋β］＝

ｃｏｓｋ＋Ｋ２ θ＋( )βｓｉｎＫ－ｋ＋１２( )θ
ｓｉｎ θ( )２

（１６）
利用式（１６），可以计算得到Ｈｉ的第ｌ行元素的能量为：
Ｅｌ＝

ａ２ｉ
ｎ
２－
ｃｏｓ［（ｎ＋２ｌ－１）·ωｉＴｓ＋２ｉ］ｓｉｎ（ｎ·ωｉＴｓ）

２ｓｉｎ（ωｉＴｓ( )）
，

　　　　　　　　　　　　ｌ＝０，１，…，ｍ－１
（１７）

则Ｈｉ的所有ｍ行元素的能量为：

∑
ｍ－１

ｌ＝０
Ｅｌ＝∑

ｍ－１

ｌ＝０

ａ２(ｉ ｎ
２－
ｃｏｓ［（ｎ＋２ｌ－１）·ωｉＴｓ＋２ｉ］ｓｉｎ（ｎ·ωｉＴｓ）

２ｓｉｎ（ωｉＴｓ )）

＝ａ２(ｉ ｍｎ２－
ｓｉｎ（ｎ·ωｉＴｓ）
２ｓｉｎ（ωｉＴｓ）

　∑
ｍ－１

ｌ＝０
ｃｏｓ［（ｎ＋２ｌ－１）·ωｉＴｓ＋２ｉ )］

上式中涉及到另一类型的余弦函数求和问题，通过计

算可以得到此类函数求和的一个通用公式：

∑
ｍ－１

ｌ＝０
ｃｏｓ［（ｎ＋２ｌ－１）·θ＋β］

　＝ｓｉｎ（ｍ·θ）ｃｏｓ［（ｎ＋ｍ－２）θ＋β］ｓｉｎ（θ）

（１８）

利用式（１８），可以得到矩阵Ｈｉ的能量为：

∑
ｍ－１

ｌ＝０
Ｅｌ

＝ａ２ｉ
ｍｎ
２－
ｓｉｎ（ｎ·ωｉＴｓ）ｓｉｎ（ｍ·ωｉＴｓ）ｃｏｓ［（ｎ＋ｍ－２）ωｉＴｓ＋２ｉ］

２ｓｉｎ２（ωｉＴｓ( )）

（１９）
上式就是频率为 ωｉ、幅值为 ａｉ的频率分量所构造的
ｍ×ｎ的Ｈａｎｋｅｌ矩阵的能量表达式．

考虑到式（１５），可得到单个频率成分的幅值 ａｉ、频
率ωｉ以及相位ｉ与相应的两个奇异值的定量关系为：

ａ２ｉ
ｍｎ
２－
ｓｉｎ（ｎ·ωｉＴｓ）ｓｉｎ（ｍ·ωｉＴｓ）ｃｏｓ［（ｎ＋ｍ－２）ωｉＴｓ＋２ｉ］

２ｓｉｎ２（ωｉＴｓ( )）

＝σ２ｋ＋σ
２
ｋ＋１

（２０）
式（２０）表明，在矩阵行、列数以及采样周期确定了的情况
下，对于频率ωｉ，它的奇异值大小由此频率ωｉ、幅值ａｉ和
相位Φｉ共同决定，其中，幅值 ａｉ起的作用最大．从式
（２０）可见，频率ωｉ所对应的两个奇异值的能量与此频率
的幅值ａｉ的平方成正比，且其中的一个常数项比例系数
是ｍｎ／２，此比例系数是相当大的，这使得ａｉ对奇异值的
影响最大，这在图１（ａ）中的阶梯状曲线也反映了．

而频率ωｉ与奇异值的大小则是一种复杂的非线性
关系，以频率范围［８，２００］Ｈｚ为例，设所有频率的幅值
均为ａｉ＝１、相位 ｉ＝０、采样周期为 Ｔｓ＝１／１０００、数据
长度为５１２，取ｍ＝２５６、ｎ＝２５７构造 Ｈａｎｋｅｌ矩阵，则利
用式（２０）可以得到不同频率时两个奇异值能量的变化
情况，如图８所示，可见这是一种复杂的波动关系，随
着频率的增大，相应的两个奇异值的能量有较大的波

动，因此频率的影响不像幅值那样直观，并不是频率越

大，其对应的奇异值就越大．关于相位的影响，从式（２０）
可见，在其它参数确定的情况下，相位 ｉ对奇异值能量
的影响是一个以π为周期的余弦关系．

对于实际的信号，其所含频率及其幅值和相位可以

通过傅里叶变换得到，则利用式（２０）可以计算得到每个
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频率所对应的两个奇异值的能量，由此可以在奇异值序

列中确定各个频率所对应的奇异值位置，具体方法如下：

（１）对原始信号进行傅里叶变换，得到信号中的频率ωｉ、
ωｉ的幅值ａｉ及相位ｉ，ｉ＝１，２，…．（２）利用式（２０）计算
每一个频率ωｉ所对应的两个奇异值的能量大小．（３）对
全部频率的奇异值能量大小进行由大到小的排序．（４）
对于某一个频率ωｉ，如果其奇异值能量排在第ｊ位，根据
奇异值成对出现的原理，则其所对应的两个奇异值分别

是σ２ｊ－１和σ２ｊ，选择这两个奇异值进行ＳＶＤ重构可以分
离出频率成分ωｉ．在多数的情况下，可以根据幅值进行一
个大致的选择，因为幅值ａｉ对奇异值的影响最大，某频
率的幅值越大，则其对应的两个奇异值也就越可能排在

前面，因此选择前面的几对奇异值分别进行重构就可分

离出原信号的那几个主要频率成分．

６　对轴承振动频率波形特征的提取
　　轴承是机械设备中常用的元件，其在转动时总是
会产生振动，如果能观察到每个振动频率的时域波形，

则可以准确地了解轴承的实际振动情况．图９是一个
轴承振动加速度信号，从这个信号看不出明显的波形

特征，此信号的幅值谱显示有４个主要的频率成分，如
表１，其中的幅值反映的是这４个频率的平均幅值，但
实际上每个频率在不同时刻的幅值是变化的．现在利
用奇异值与频率的内在联系来提取这４个振动频率的
时域波形，以便观察这４个频率振幅的变化情况．

从图９（ｂ）的幅值谱可见，此信号在整个频段上都存在
较多的毛刺，这说明原信号本身含有较多的随机噪声，因

此这里就不再对其额外添加噪声．原信号的数据长度为
１０２４，故利用图９（ａ）的时域信号构造５１２×５１３的Ｈａｎｋｅｌ
矩阵并对其进行奇异值分解．因原信号中主要有４个幅值
较大的频率成分，它们产生８个奇异值，而由于频率的幅值
对奇异值的影响最大，因此这４个幅值较大的频率对应的
很可能就是前８个奇异值，现在分别利用第１对、第２对、

第３对和第４对奇异值进行ＳＶＤ重构，即有：
Ｈｉ＝σ２ｉ－１ｕ２ｉ－１ｖ

Ｔ
２ｉ－１＋σ２ｉｕ２ｉｖ

Ｔ
２ｉ，ｉ＝１，２，３，４ （２１）

得到的矩阵 Ｈｉ也是一个５１２×５１３的矩阵，采用平均
法［１１］从Ｈｉ（ｉ＝１，２，３，４）中恢复出信号，一共得到４个
信号，如图１０所示．从该图可见，每个信号都只有一个
频率成分，分别与原信号的４个主要频率一一对应．将
ＳＶＤ分离出来的各个频率的幅值也列在表１中，对比
可见ＳＶＤ分离出来的频率幅值与原始信号中的幅值很
接近，这说明在原始信号本身的噪声水平下，ＳＶＤ对单
个频率取得了很好的分离效果．

表１　原信号的频率幅值与ＳＶＤ分离出的频率幅值对比

频率

ｆ／Ｈｚ
原信号中的幅值

ａ／ｍ·ｓ－２
ＳＶＤ分离出的幅值

ａ／ｍ·ｓ－２

５８．５９３８ ０．２１２８ ０．２００６

１１７．１８７６ ０．１１８４ ０．１１２６

２８７．１０９４ ０．０９８１ ０．０９６８７

１１６６ ０．１１０９ ０．１０４６

　　第１对奇异值恢复的频率成分是５８５９３８Ｈｚ，从其时
域波形可见，此频率的幅值并非是一成不变的，在开始很

长的一段长度内，此频率的幅值几乎呈线性增大趋势，不

过增大的斜率较小，然后才进入了稳定的状态．第２对奇
异值恢复的频率成分是２８７１０９４Ｈｚ，从其时域波形可见，
此振动频率的幅值在大约前三分之一段时间内有较小的

增长，但随后进入锥形衰减状态，其幅值线性降低，到最

后变得非常小．第 ３对奇异值恢复的频率成分是
１１７１８７６Ｈｚ，此频率正好是 ５８５９３８Ｈｚ的 ２倍，它与
５８５９３８Ｈｚ呈现出相似的变化趋势，其幅值开始线性增
加，其后进入较为稳定的状态．第４对奇异值恢复的频率
成分是１１６６Ｈｚ，此频率幅值的整个变化过程很复杂，刚
开始时幅值呈一个微小的纺锤形，在第二阶段表现为一

个稍大的纺锤形，然后在第三阶段幅值迅速增大，几乎呈

指数增长状态，到最后其振幅远大于其它三个频率．
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　　从这四个频率幅值的变化过程可以分析该轴承的
工作 状 态，低 频 部 分 的 ５８５９３８Ｈｚ及 其 二 倍 频
１１７１８７６Ｈｚ在经过一段时间的增长后进入稳定的状
态，表明引起这两种振动频率的因素已经相对稳定，而

２８７１０９４Ｈｚ的振动在轴承运转中逐渐变弱，这表明引
起这个频率的因素在轴承运转时受到磨合而逐渐消

失，但是高频部分的１１６６Ｈｚ经过一段时间的潜伏后，
幅值迅速增加而变得最大．对于一个正常的轴承来说，
其高频振动是非常小的，而高频振动的迅速增大说明

此轴承的状态已经出现了问题，而图１０中第４个信号
的时域波形反映了这高频振动的发生发展过程．从该
信号可见，这种高频振动虽然在开始已经存在，但是幅

值非常小，此时轴承状态还是正常的，而经过一段时间

的积累后这高频的幅值迅速增大，并且这种增大呈指

数增长趋势，这表明此轴承故障的发展速度是很迅速

的．如果没有提取到这种时域波形，就不可能观察到这
种振动由潜伏到迅速恶化的整个过程．频谱分析只能
得到某个振动频率的平均幅值，而不可能反映振动的

这种发生发展过程，仅仅从频域分析只能认为这个高

频振 动 自 始 至 终 存 在 并 且 较 大．对 另 一 频 率
２８７１０９４Ｈｚ也是这样，通过频谱分析只能认为这个频
率始终存在，但实际上这个频率最后快消失了．

７　结论
　　（１）在 Ｈａｎｋｅｌ矩阵方式下，每个频率成分只能产
生两个非零奇异值，这两个非零奇异值在序号上是连

续的，中间不会存在其它频率成分产生的奇异值．每个
频率对应的两个非零奇异值的能量与该频率成分幅值

的平方成正比，但与频率大小是一种复杂的波动关系，

并不是频率越大，奇异值就越大．
（２）对于含有多个频率成分的确定性信号，当矩阵

维数小于信号中频率数量的二倍时，随着维数的增加，

非零奇异值的数目将逐渐增多，但当矩阵维数大于信

号中频率数量的二倍时，非零奇异值的数目将稳定下

来，此后不管维数再怎样增大，非零奇异值的数目始终

是信号中频率数量的两倍．
（３）利用奇异值和频率的内在联系，可以实现对单

个频率的分离，只要是幅值谱中可以分辨出的频率，都

可以利用ＳＶＤ将它分离出来，但前提是必须向信号中
添加零均值的白噪声，噪声添加的比例以占原信号能

量的１０％～３０％为宜．
（４）在分离单个频率时，奇异值必须成对选取，且

必须从奇数序号开始，偶数序号结束，不能选择两个在

序号上不连续的两个奇异值进行重构．
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