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基于调控参数建模的混合模糊系统的逼近分析

董文强，王贵君
（天津师范大学数学科学学院，天津３００３８７）

　　摘　要：　模糊系统是通过规则来描述人类语言信息，它是处理不确定信息的一种重要工具．常见的模糊系统为
Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统和ＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏ（ＴＳ）模糊系统．本文首先通过引入调控参数统一两类系统并建立广义的混合模糊
系统．其次，利用多元函数带皮亚诺余项的泰勒展式证明混合模糊系统在无穷范数下对连续可微函数具有逼近性，进
而借助拉格朗日型余项的Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵证得该系统具有二阶逼近精度．最后，通过选取样本点分析说明基于调控参数
建模的混合模糊系统的逼近效果优于单独的Ｍａｍｄａｎｉ或ＴＳ模糊系统．
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１　引言

　　１９８５年，日本学者ＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏ［１］基于非线性系统
控制中的输入输出数据对首次提出所谓ＴＳ模糊系统模
型，由于该系统后件线性部分具有诸多随机调节参数，故

ＴＳ模糊系统比一般模糊系统具有更好的逼近性能．１９９２
年，王立新教授［２］率先引用ＳｔｏｎｅＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ定理证明了
Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的逼近性，进而通过对多变量的大系
统实施叠代分层来简化系统内部的规则数［３］．这些重要
结果为进一步研究和应用Ｍａｍｄａｎｉ和ＴＳ模糊系统奠定
了理论基础．１９９４年，Ｚｅｎｇ［４］通过适当选取模糊基函数方

式把Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统表成输入变量的线性组合形式，
并在无穷范数意义下讨论该系统的逼近性．

此后，随之而来大量文献针对连续或连续可微函数

讨论了两类模糊系统构成逼近器的充分条件，例如文

献［５～７］．１９９８年，文［８］采用线性函数作为规则后件成功
将ＴＳ模糊系统应用于系统建模和系统控制器设计等问
题．这些结果对进一步探究模糊系统的逼近性和稳定性
提供了有益帮助．２０００年，刘普寅教授通过剖分输入空间
率先引入分片线性函数概念［９］，并依据分片线性函数为

桥梁证明了Ｍａｍｄａｎｉ和ＴＳ模糊系统对连续或Ｌｅｂｅｓｇｕｅ
可积函数具有泛逼近性．近年来，文［１０，１１］基于参数单
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点模糊化方法和特殊蕴涵算子讨论了模糊推理及模糊系

统的建模和逼近问题，但所给方法仅局限于单输入单输

出情况．文［１２，１３］虽将Ｍａｍｄａｎｉ和ＴＳ模糊系统统一起
来建立了广义混合模糊系统，但本质上并没有真正体现

调控参数的混合作用．文［１４］研究了一类ＥＬＭ模糊系统
对某种光滑函数的逼近性．文［１５，１６］基于拟算子引入新
的积分模，并以此为度量研究了Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的逼
近性．这些结果对进一步探究模糊系统的逼近性及应用
具有重要理论意义．

然而，上述工作基本是针对单独Ｍａｍｄａｎｉ或ＴＳ模
糊系统的讨论．文［１２，１３］虽涉及系统的混合，但其主
要目的是通过分层系统来减少规则数，其中参数的选

取也过于特殊，从而导致调控参数对系统影响不大．本
文基于混合模糊系统通过调控参数重新选取系统参

数，进而证明该系统对一阶连续可微或二阶连续可微

函数仍具有逼近性能．

２　两类模糊系统
　　事实上，设计模糊系统并不需要详细而精确的数
学模型，而仅需若干 ＩＦＴＨＥＮ模糊规则就可把自然语
言或专家知识转化成输入输出的非线性映射．因此，模
糊系统在自动控制、信息处理和系统工程等诸多领域

得到了广泛应用．此外，模糊系统也是一种基于知识或
规则的系统，它的核心是 ＩＦＴＨＥＮ模糊规则．下面，我
们首先给出两种常见 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统和 ＴＳ模糊系
统的推理规则模型如下：

Ｍａｍｄａｎｉ型模糊推理规则为：
Ｒｉ１ｉ２…ｉｎ：ＩＦｘ１ｉｓＣ

ｉ１
１，ｘ２ｉｓＣ

ｉ２
２，…，ｘｎｉｓＣ

ｉｎ
ｎ，

ＴＨＥＮｙｉｓＢｉ１ｉ２…ｉｎ．
其中ｉ１＝１，２，…，Ｎ１；ｉ２＝１，２，…，Ｎ２；…，ｉｎ＝１，２，…；，
Ｎｎ，每个 Ｃ

ｉｊ
ｊ是输入分量论域 ＵｊＲ上前件模糊集，ｊ＝

１，２，…，ｎ；而Ｂｉ１ｉ２…ｉｎ是第 ｉｊ个规则在输出论域 ＶＲ上
的后件模糊集．

基于上述推理规则，ｘ＝（ｘ１，ｘ２…ｘｎ）∈ＵＲ
ｎ若

采用单值模糊器、乘积推理机和中心平均解模糊器可

建立Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的输入输出解析表达式为

Ｒ（ｘ）＝
∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１

珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎ∏
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊｊ（ｘｊ）

∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
∏
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊｊ（ｘｊ）

（１）

其中 珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎ是第ｉｊ个规则输出的后件模糊集 Ｂ
ｉ１ｉ２…ｉｎ的中

心，Ｒ（ｘ）∈ＶＲ是输出变量．
ＴＳ型模糊推理规则为：

Ｔｉ１ｉ２…ｉｎ：ＩＦｘ１ｉｓＣ
ｉ１
１，ｘ２ｉｓＣ

ｉ２
２，…，ａｎｄｘｎｉｓＣ

ｉｎ
ｎ，

ＴＨＥＮｙｉ１ｉ２…ｉｎ＝ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ｘｊ．

其中ＩＦ部分与 Ｍａｍｄａｎｉ型规则相同，而 ＴＨＥＮ部分是
输入变量的线性函数，ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ （ｊ＝１，２…ｎ）为一组待定系
数．按上述规则采用单值模糊器、乘积推理机和中心平
均解模糊器得ＴＳ模糊系统模型为

　　Ｔ（ｘ）＝
∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
∏
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊｊ（ｘｊ）

∑
Ｎ１
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∑
Ｎ２

ａｉａ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
∏
ｎ

ｊ＝１
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　　 × ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ｘ( )ｊ （２）

其中ｘ＝（ｘ１，ｘ２…ｘｎ）∈ＵＲ
ｎ和 Ｔ（ｘ）∈ＶＲ分别

是ＴＳ模糊系统的输入和输出变量．
注１　如果系数ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ≠０，ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ≡０，ｊ＝１，２，…，ｎ则

称式（２）为简单ＴＳ模糊系统；如果ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ＝０，但 ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ （ｊ
＝１，２，…，ｎ）不全为零，则称式（２）为齐次线性 ＴＳ模
糊系统；如果ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ≠０，且ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ 不全为零，则称式（２）为
非齐次线性ＴＳ模糊系统．特别地，若ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ≡０，且 ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０

＝珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎ时，则ＴＳ模糊系统退化为 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统，
故Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统是ＴＳ模糊系统的特例．

３　混合模糊系统的建模
　　众所周知，单独的Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统或ＴＳ模糊系
统具有逼近性，但若将两个系统混合起来是否具有更

好的逼近性能却很少有人提及．为此，对任意调控参数
λ∈［０，１］，首先给出 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统和 ＴＳ模糊系
统的混合推理规则如下：

Ｆｉ１ｉ２…ｉｎλ ：ＩＦｘ１ｉｓＣ
ｉ１
１，ｘ２ｉｓＣ

ｉ２
２，…，ｘｎｉｓＣ

ｉｎ
ｎ，

ＴＨＥＮ　ｙｉ１ｉ２…ｉｎλ ＝（１－λ）Ｂｉ１ｉ２…ｉｎ

＋λ（ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ｘｊ）．

其中指标变量ｉ１＝１，２，…，Ｎ１；ｉ２＝１，２，…，Ｎ２；…
ｉｎ＝１，２，…，Ｎｎ，且ＩＦ部分中前件模糊集 Ｃ

ｉｊ
ｊ同上，ｊ＝１，

２…ｎ，Ｂｉ１ｉ２…ｉｎ为Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统第 ｉｊ个规则的输出后
件模糊集，ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ 为 ＴＳ型推理规则中 ＴＨＥＮ部分所对
应的系数，λ∈［０，１］为调控参数．

实际上，混合推理规则是通过调控参数 λ∈［０，１］
将两种模糊系统的ＴＨＥＮ部分直接统一，而λ是决定混
合推理规则乃至混合模糊系统的一个关键参数．现对
任意调控参数λ∈［０，１］，依据上述混合推理规则、单值
模糊器、乘积推理机和中心平均解模糊器建立混合模

糊系统的模型如下：

Ｆλ（ｘ）＝
∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
∏
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊｊ（ｘｊ）

∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
∏
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊｊ（ｘｊ）

× （１－λ）珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎ＋λ（ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ｘｊ( )） （３）

９５１１
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其中ｘ＝（ｘ１，ｘ１，…，ｘ１）∈Ｕ１×Ｕ２×ＵｎＲ
ｎ是混合模糊

系统的输入变量，珋ｙｉ１，ｉ２…ｉｎ是Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统中第ｉｊ个规
则输出后件模糊集Ｂｉ１ｉ２…ｉｎ的中心，ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ 为ＴＳ模糊系统线
性输出的一组系数，Ｆλ（ｘ）是混合模糊系统的输出变量．

特别地，当 λ＝０时，混合模糊系统（３）退化为
Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统；当λ＝１时，式（３）退化为 ＴＳ模糊
系统．而当λ∈（０，１）时，正是我们所渴求的两类模糊系
统的混合模型．

此外，为了后文处理问题简单起见，任意 ｘ＝（ｘ１，
ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｕ１×Ｕ２×…Ｕｎ，若令

Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ）＝
∏
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊｊ（ｘｊ）

∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
∏
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊｊ（ｘｊ）

，

则混合模糊系统式（３）可以简化写成

Ｆλ（ｘ）＝∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ）

× （１－λ）珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎ＋λ（ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ｘｊ( )） （４）

其中｛Ｄｉ１，ｉ２…ｉｎ｝称为混合模糊系统的模糊基函数．实际
上，按上述变换不难获得一个重要等式如下：

∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ）＝１ （５）

式（５）为后面证明混合模糊系统的逼近性提供了较大
方便．另外，从混合模糊系统式（３）或（４）不难看出调控
参数λ的变化会对该系统Ｆλ产生一定影响．

４　混合模糊系统的逼近性
　　由于一般线性函数对乘法不具有封闭性，故依传
统ＳｔｏｎｅＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ定理证明该系统具有逼近性可能失
效．为此，本节在提高逼近函数限制条件下，采用多元函
数泰勒公式证明混合模糊系统依无穷范数对连续可微

函数具有逼近性，参见文献［１７］．
　　定义１　设 ｆ是紧集 ＵＲｎ上的连续函数．若令
‖ｆ‖∞ ＝ｓｕｐｘ∈Ｕ｜ｆ（ｘ）｜，则称‖·‖∞为无穷范数．显
然，若ｇ也是紧集ＵＲｎ上连续函数，则必有
‖ｆ－ｇ‖∞ ＝ｓｕｐｘ∈Ｕ｜ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）｜．
　　定理１　设λ∈（０，１）为混合模糊系统（４）的调控
参数，ｇ是Ｒｎ上连续可微函数，ＵＲｎ是任意紧集．则
ε＞０，存在剖分数ｍ０λ∈Ｒ及形如式（４）混合模糊系统
Ｆλ，使ｍ＞ｍ

０
λ时，恒有‖Ｆλ－ｇ‖∞ ＜ε．

证明　因Ｕ为Ｒｎ中紧集，故Ｕ为有界闭集，亦即，
必存在ａ＞０，使Ｕ［－ａ，ａ］ｎ．

此时，若在广义正方体［－ａ，ａ］ｎ的每个坐标轴上

均做２ｍ－等距剖分，故每个相邻分点间距离为 ａｍ，即，

所得每个剖分小正多面体 Δｉｊ边长均为
ａ
ｍ．按文献［１０］

在每个坐标轴论域上构造前件模糊Ｃｉｊｊ．
显然，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈［－ａ，ａ］

ｎ必落在某

个剖分小多面体Δｉ０ｊ０内，不妨设 ｘ０＝（ｘ０１，ｘ０２，…，ｘ０ｎ）为
该小正多面体Δｉ０ｊ０的某个顶点坐标，当然满足Ｃ

ｉｊ
ｊ（ｘ０ｊ）＝

１，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｉｊ＝１，２，…，Ｎｊ．此外，在小正多面体 Δｉ０ｊ０
内每个动点分量ｘｊ与所属顶点分量 ｘ０ｊ必满足｜ｘｊ－ｘ０ｊ｜

≤ａｍ，ｊ＝１，２，…，ｎ．

另外，因函数ｇ在［－ａ，ａ］ｎ上连续可微，故 ｇ在顶
点ｘ０处可展成带皮亚诺型余项的泰勒公式为

ｇ（ｘ）＝ｇ（ｘ０）＋∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ｘ＝ｘ０（ｘｊ－ｘ０ｊ）＋ｏ（‖ｘ－ｘ０‖）

＝ ｇ（ｘ０）－∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ｘ＝ｘ０

ｘ０( ｊ

　 ＋∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ｘ＝ｘ０

ｘｊ＋ｏ（‖ｘ－ｘ０‖ )） （６）

下面，λ∈（０，１），将通过适当选取式（４）中待定
系数来确定具体的混合模糊系统 Ｆλ．事实上，系统（４）
中待定系数 珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎ，ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ 和 ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ （ｊ＝１，２…ｎ）发生任何
变化都会引起整个系统Ｆλ的变化．为此，按注１约定特
例，若令ｃｉ１，ｉ２…ｉｎ０ ＝珋ｙｉ１，ｉ２…ｉｎ，则有

　　（１－λ）珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎ＋λ（ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ｘｊ）

　　　　＝珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎ＋λ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ｘｊ． （７）

参见文［１７］，进而基于式（６）～（７）针对系统（４）
选取一组待定系数如下：

　　
ｃｉ１ｉ２…ｉｎｊ ＝ｇｘｊ ｘ＝ｘ０

，ｊ＝１，２，…，ｎ

ｃｉ１ｉ２…ｉｎ０ ＝珋ｙｉ１ｉ２…ｉｎλ ＝ｇ（ｘ０）－λ∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ｘ＝ｘ０

ｘ０{
ｊ

（８）

注２　实际上，ｊ＝１表示 ｃｉ１ｉ２…ｉｎ１ 在 ｉ１轴上确定 ｘ０点
偏导数值，ｊ＝２表示 ｃｉ１ｉ２…ｉｎ２ 在 ｉ２轴上确定 ｘ０点偏导数

值，以此类推．因此，式（８）中每个偏导数ｇｘｊ ｘ＝ｘ０
均与坐

标轴指标ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ相关．
此时，λ∈（０，１）和ｘ＝（ｘ１，ｘ２…ｘｎ）∈［－ａ，

ａ］ｎ将式（８）代入式（４）得混合模糊系统Ｆλ表达式为：
Ｆλ（ｘ）

＝∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ）ｇ（ｘ０）＋λ∑

ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ｘ＝ｘ０

（ｘｊ－ｘ０ｊ( )）
（９）

依式（５）也可将 ｇ表成 ｇ（ｘ）＝ｇ（ｘ）∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１

Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ），再结合式（６）和式（９）可得：

０６１１
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Ｆλ（ｘ）－ｇ（ｘ）

≤∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ (）， （１－λ）∑

ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ
｜ｘ＝ｘ０

ｘｊ－ｘ０ｊ ＋ｏ（‖ｘ－ｘ０ )‖ （１０）

又由于
ｇ
ｘｊ ∞

＝ ｓｕｐ
ｘ∈［ａ，ｂ］ｎ

ｇ
ｘｊ
｜ｘ∈［ａ，ｂ］ｎ ≥

ｇ
ｘｊ
｜ｘ＝ｘ０ ，且

｜ｘｊ－ｘ０ｊ｜≤
ａ
ｍ，ｊ＝１，２，…，ｎ．故当ｍ→＋∞时，必有ｘｊ→

ｘ０ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ），从而‖ｘ－ｘ０‖→０，亦即，ｌｉｍｍ→＋∞ｏ（‖ｘ－

ｘ０‖）＝０．此外，ε＞０，若使（１－λ）∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ
｜ｘ＝ｘ０ ·

ｘｊ－ｘ０ｊ ＜
（１－λ）ａ
ｍ ∑

ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ∞

＜ε，解 之 得 ｍ ＞

（１－λ）ａ
ε ∑

ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ∞

．

令ｍ０λ＝ （１－λ）ａε
∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ[ ]∞ ∈Ｎ，故 ｍ＞ｍ０λ时，

换言之，ｍ→＋∞，依式（１０）和（５），必有

Ｆλ（ｘ）－ｇ（ｘ） ＜∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ）·（ε＋０）＝

ε·１＝ε．
因此，对任意调控参数λ∈（０，１）更有
‖Ｆλ－ｇ‖∞ ＝ ｓｕｐ

ｘ∈［－ａ，ａ］ｎ
Ｆλ（ｘ）－ｇ（ｘ） ＜ε．

定理１表明混合模糊系统对连续可微函数具有逼
近性．然而，证明过程中ｇ（ｘ）应用了带有皮亚诺型余项
的泰勒展开式（参见式（６）），而皮亚诺余项 ｏ（‖ｘ－ｘ０
‖）不能定量刻画，只能粗略描述无穷小量，且剖分数
ｍ０λ是在忽略皮亚诺余项所选取．故有必要通过提高条
件继续讨论系统的二阶逼近精度．
　　定理２　设λ∈（０，１）为系统（４）的调控参数，ｇ是
Ｒｎ上二阶连续可微函数，ＵＲｎ是任意紧集．则ε＞
０，存在剖分数 ｍ０λ∈Ｎ及形如式（４）混合模糊系统 Ｆλ，
使ｍ＞ｍ０λ时，恒有‖Ｆλ－ｇ‖∞ ＜ε．

证明　因多元函数ｇ二阶连续可微，故ｇ在顶点ｘ０
处带有拉格朗日余项的泰勒展开式为

　　ｇ（ｘ）＝ｇ（ｘ０）＋∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ｘ＝ｘ０

（ｘｊ－ｘ０ｊ）＋

１
２！（ｘ－ｘ０）

２ｇｘ＝ｈ（ｘ－ｘ０）
Ｔ． （１１）

其中２ｇ是ｇ的海赛（Ｈｅｓｓｉａｎ）矩阵，动点ｘ＝（ｘ１，
ｘ２，…，ｘｎ）与顶点ｘ０＝（ｘ０１，ｘ０２，…，ｘ０ｎ）如同定理１的选
取，而ｈ＝（η１，η２…ηｎ）是介于 ｘ与 ｘ０之间闭球内，亦
即，满足‖ｘ－ｈ‖＜‖ｘ－ｘ０‖．

现取定λ∈（０，１），依据式（８）选取混合模糊系统
式（４）一组待定系数，再按式（４）与（１１）得

Ｆλ（ｘ）－ｇ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ）

　　（（１－λ）∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ
｜ｘ＝ｘ０（ｘｊ－ｘ０ｊ）＋

１
２（ｘ－ｘ０）

　　２ｇ｜ｘ＝ｈ（ｘ－ｘ０）
Ｔ （１２）

下面，首先依二次型的矩阵乘法简化计算拉格朗

日余项部分：

（ｘ－ｘ０）
２ｇｘ＝ｈ（ｘ－ｘ０）

Ｔ＝

ｘ１－ｘ０１
ｘ２－ｘ０２




ｘｎ－ｘ０














ｎ

Ｔ

·

２ｇ
ｘ２１
｜ｘ＝ｈ

２ｇ
ｘ１ｘ２

｜ｘ＝ｈ…
２ｇ
ｘ１ｘｎ

｜ｘ＝ｈ

２ｇ
ｘ２ｘ１

｜ｘ＝ｈ
２ｇ
ｘ２２
｜ｘ＝ｈ …

２ｇ
ｘ２ｘｎ

｜ｘ＝ｈ

   

２ｇ
ｘｎｘ１

｜ｘ＝ｈ
２ｇ
ｘｎｘ２

｜ｘ＝ｈ…
２ｇ
ｘ２ｎ
｜ｘ＝



















ｈ

ｘ１－ｘ０１
ｘ２－ｘ０２




ｘｎ－ｘ０














ｎ

＝

∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘ１ｘｊ

｜ｘ＝ｈ（ｘｊ－ｘ０ｊ）

∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘ２ｘｊ

｜ｘ＝ｈ（ｘｊ－ｘ０ｊ）

…

∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘｎｘｊ

｜ｘ＝ｈ（ｘｊ－ｘ０ｊ



















）

Ｔ

ｘ１－ｘ０１
ｘ２－ｘ０２




ｘｎ－ｘ０














ｎ

＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘｉｘｊ ｘ＝ｈ

（ｘｊ－ｘ０ｊ）（ｘｉ－ｘ０ｉ）． （１３）

故ｘ＝（ｘ１，ｘ２…ｘｎ）∈［－ａ，ａ］
ｎ和调控参数λ∈（０，１）

按照式（１２）和（１３）可立刻获得

Ｆλ（ｘ）－ｇ（ｘ）≤∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ）

（１－λ）∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ
｜ｘ＝ｘ０ · ｘｊ－ｘ０ｊ( ＋

１
２∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘｉｘｊ

｜ｘ＝ｈ · ｘｊ－ｘ０ｊ· ｘｉ－ｘ０ )ｉ

≤∑
Ｎ１

ｉ１＝１
∑
Ｎ２

ｉ２＝１
…∑

Ｎｎ

ｉｎ＝１
Ｄｉ１ｉ２…ｉｎ（ｘ）（１－λ）ａｍ ∑

ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ∞( ＋

　 ａ
２

２ｍ２∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘｉｘｊ )

∞

≤ａｍ （１－λ）∑
ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ∞

＋ａ２∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘｉｘｊ( )

∞
×１．

因此，ε＞０，若令：

ｍ０λ＝
ａ
ε
（１－λ）∑

ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ∞

＋ａ２∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘｉｘｊ( )[ ]

∞
∈Ｎ

１６１１
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则对任意调控参数λ∈（０，１），总存在剖分数ｍ０λ∈Ｎ和混
合模糊系统 Ｆλ，且当 ｍ＞ｍ

０
λ时，恒有‖Ｆλ－ｇ‖∞ ＝

ｓｕｐ
ｘ∈［－ａ，ａ］ｎ

Ｆλ（ｘ）－ｇ（ｘ） ＜ε．

至此，在限定被逼近函数ｇ（ｘ）二阶连续可微条件下
利用带有拉格朗日余项的泰勒公式获得混合模糊系统逼

近的充分条件．实际上，定理２给出混合模糊系统的剖分数
ｍ０λ选取范围恰好比定理１多出一项，这是因证明中拉格朗
日余项参与运算所致．而定理１虽说假设条件较弱，但证明
过程中忽略了皮亚诺余项（无法定量运算），从而导致系统

的逼近精度下降．从理论上说定理１具有逼近性，但逼近精
度较差；而定理２虽说条件稍强，但更具有实用性．

５　实例分析
　　下面，依据定理２来分析形如式（９）的混合模糊系
统确实具有较好的逼近性能．为简单起见，我们仅在二
维空间中选取一个实例，并通过选取若干样本点来考

证该混合系统的逼近精度．
设实数ａ＝２，空间维数ｎ＝２，调控参数λ＝０３，给

定待逼近函数 ｇ（ｘ，ｙ）＝１４ｓｉｎ
２（ｘ＋ｙ），（ｘ，ｙ）∈

［－２，２］×［－２，２］Ｒ２，参看图１．显然，ｇ（ｘ，ｙ）二阶

连续可微，且
ｇ
ｘ
＝ｇ
ｙ
＝１４ｓｉｎ（２ｘ＋２ｙ），并有

ｇ
ｘ∞

＝ ｇｙ∞
＝１４，

２ｇ
ｘ２ ∞

＝ ２ｇ
ｘｙ∞

＝ ２ｇ
ｙｘ∞

＝ 
２ｇ
ｙ２ ∞

＝１２．

若给定精度ε＝０４，依定理２算出剖分数ｍ００３满足

ｍ００３＞
ａ
ε
（１－０３）∑

ｎ

ｊ＝１

ｇ
ｘｊ ∞

＋ａ２∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

２ｇ
ｘｉｘｊ( )

∞

＝２０４
０７×１２＋

２
２( )×２ ＝１１７５．

不妨取ｍ００３＝１２，该剖分数是经放大不等式所得，也许
不是最佳取值．依定理２满足‖Ｆ０３－ｇ‖∞ ＜０４．

此时，若在ｘ轴［－２，２］上实施２４－等距剖分，并
先以闭区间［－２，２］的中心和两端点为峰值点分别构
造三角形前件模糊集 Ｃ０１和两端模糊集 Ｃ

－１２
１ 及 Ｃ１２１，其

隶属函数依次如下：

Ｃ０１（ｘ）＝
１＋６ｘ， －１／６≤ｘ＜０
１－６ｘ， ０≤ｘ＜１／６
０，

{
否则

，

Ｃ－１２１ （ｘ）＝
－６ｘ－１１， －２≤ｘ＜－１１／６
０，{ 否则

，

Ｃ１２１（ｘ）＝
６ｘ－１１， １１／６≤ｘ＜２
０，{ 否则

．

现将模糊集Ｃ０１在［－２，２］上逐次左右平移
１
６个单

位长度，即，平移后所得２２个模糊集隶属函数为
Ｃｊ１（ｘ）＝Ｃ

０
１（ｘ－ｊ／６），ｊ＝±１，±２，…，±１１．

同理，在ｙ轴［－２，２］上若令Ｃｊ２＝Ｃ
ｊ
１，（ｊ＝±１，±２，

…，±１１），也可获得 ｙ轴上一串前件模糊集．为简单起
见，我们仅以第一象限［０，２］×［０，２］上剖分图及前件
模糊集为例，参见图２．

现约记图２中顶点（黑点）坐标ｚｉ１ｉ２ ＝（ｘ
ｉ１，ｙｉ２）∈［０，

２］×［０，２］，ｉ１，ｉ２＝０，１，２，…，１２．则在所给整体论域
［－２，２］×［－２，２］上，依据式（９）可得混合模糊系统的
解析表达式为

Ｆλ（ｘ，ｙ）＝
∑１２

ｉ１＝－１２
∑１２

ｉ２＝－１２
Ｃｉ１１（ｘ）Ｃ

ｉ２
２（ｙ）

∑１２

ｉ１＝－１２
∑１２

ｉ２＝－１２
Ｃｉ１１（ｘ）Ｃ

ｉ２
２（ｙ）

×

ｇ（ｚｉ１ｉ２）＋λ
ｇ
ｘｚｉ１ｉ２

（ｘ－ｘｉ１）＋ｇｙｚｉ１ｉ２

（ｙ－ｙｉ２( )[ ]） ．

应用ＭＡＴＬＡＢ软件编程，我们针对调节参数λ＝０，λ
＝１，λ＝０３可在整体论域［－２，２］×［－２，２］上获得三
类模糊系统的空间曲面图和误差曲面图如图３～图８．

从图４、６和８中不难看出 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统与函
数的逼近误差在刻度 －００５到００５上下浮动，而 ＴＳ
模糊系统和混合模糊系统与函数的逼近误差分别在刻

度－００１到００１和 －０００５到０００５上下浮动，亦即，
ＴＳ模糊系统的逼近效果好于 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统，而混
合模糊系统Ｆλ比 ＴＳ模糊系统具有更好的逼近能力．
特别注意：这里误差曲面图的纵向刻度不同．下面，通过
选取样本点来验证这个事实．

为方便起见，仅在［０，２］×［０，２］上随机选取５个
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样本点：Ｂ１（１／８，１／２４），Ｂ２（３／８，１／４），Ｂ３（１３／１２，１１／
１２），Ｂ４（１９／１２，７／４）和 Ｂ５（２３／１２，４７／２４），再将这５个

样本点分别代入式（１），（２）和（９）所对应的三类模糊
系统中，可分别计算出它们的输出值和误差值如表１．

表１　ｍ＝１２时５个样本点对应三类系统输出及误差值

样本点 Ｂ１（
１
８，
１
２４） Ｂ２（

３
８，
１
４） Ｂ３（

１３
１２，
１１
１２） Ｂ４（

１９
１２，

７
４） Ｂ５（

２３
１２，
４７
２４）

ｇ（ｘ，ｙ） ０．００６８８０３８２ ０．０８５５８４７１ ０．２０６７０５４０ ０．００９０７９０４０ ０．１１２０２５７０２
Ｒ（ｘ，ｙ）＝Ｘｉ ０．００３４１８５０６ ０．０７６４６６６６ ０．２０１４５６８２ ０．００４２６９３６０ ０．１０７４０８９２７
Ｔ（ｘ，ｙ）＝Ｙｉ ０．００４４８７４９４ ０．０８０７８４９５ ０．２０３５１２４１ ０．００４９４７９０５ ０．１０８５７９８７４
Ｆλ（ｘ，ｙ）＝Ｚｉ ０．００７８６９２０２ ０．０８５９６２１５ ０．２０５７９３４８ ０．００８１６９２０２ ０．１１２１６０２０５
Ｄ１（ｉ）＝Ｚｉ－Ｘｉ ０．００４４５０６９６ ０．００９４９５４９ ０．００４３３６６６ ０．００３５９９８４２ ０．００４７５１２７８
Ｄ２（ｉ）＝Ｚｉ－Ｙｉ ０．００３３８１７０８ ０．００５１７７２０ ０．００２２８１０７ ０．００３２２１２９７ ０．００３５８０３３１

　　下面，我们利用统计推断的 ｔ－假设检验来说明混
合模糊系统均比 Ｍａｍｄａｎｉ和 ＴＳ模糊系统的逼近效果
好．假设表１中数据Ｄ１（ｉ）＝Ｚｉ－Ｘｉ和 Ｄ２（ｉ）＝Ｚｉ－Ｙｉ
（ｉ＝１，２，３，４，５）均是来自正态总体Ｎ（μＤ，σ

２
Ｄ），其中均

值μＤ和方差σ
２
Ｄ均未知．则平均值 Ｆλ和方差 ｓＤｊ（ｊ＝１，

２）可分别计算如下：

珚Ｄ１＝
１
５∑

５

ｉ＝１
Ｄ１（ｉ）≈

２６６×１０－２

５ ≈５３３×１０－３

ｓＤ１ ＝
１
４∑

５

ｉ＝１
（Ｄ１（ｉ）－珚Ｄ１）槡

２≈ ２２４×１０－５

槡 ４
　≈２３７×１０













－３

（１４）

珚Ｄ２＝
１
５∑

５

ｉ＝１
Ｄ２（ｉ）≈

１７６×１０－２

５ ≈３５３×１０－３

ｓＤ２ ＝
１
５－１∑

５

ｉ＝１
（Ｄ２（ｉ）－珚Ｄ２）槡

２≈ ８２８×１０－６

槡 ４
　≈１４３×１０













－３

（１５）

现针对表 １中数据｛Ｄ１（ｉ）｝，我们在显著性水平 α＝
００５下检验假设｛Ｈ０，Ｈ１｝，其中

Ｈ０：μＤ１≤０，Ｈ１：μＤ１ ＞０．

采用ｔ－检验，选取检验统计量ｔ＝
珚Ｄ１－０
ｓＤ１
槡ｎ

，令ｎ＝５，查表

得ｔα（ｎ－１）＝ｔ００５（５）＝２０１５０．故有

ｔ＝
珚Ｄ１－０
ｓＤ１
槡５

＝０００５３２６７９３２０００２３６８５２２７

槡５

≈５０２８９＞２０１５０

由于 ｔ的观察值落在拒绝域 Ｈ１内，故在显著性水
平α＝００５下拒绝Ｈ０．因此，依据 ｔ－假设检验及数据
｛Ｄ１（ｉ）｝的含义知混合模糊系统Ｆλ比 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系
统Ｒ逼近性能好．

同理方法，针对数据｛Ｄ２（ｉ）｝也可获得

ｔ＝
珚Ｄ２－０
ｓＤ２
槡５

≈０００３５３０００１４３

槡５

≈５５１９８＞２０１５０．

根据统计学的ｔ－假设检验知混合模糊系统 Ｆλ也
比ＴＳ模糊系统Ｔ逼近性能好．综合上述两种情况，我
们可认为混合模糊系统Ｆλ均比Ｍａｍｄａｎｉ和ＴＳ模糊系
统的逼近性能好．

６　结论
　　本文提出的混合模糊系统是基于 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系
统和ＴＳ模糊系统的共同优点所建立，故调控参数λ的
取值变化对混合模糊系统的逼近性具有重要影响．从定
理１２结果可明显看出，调控参数 λ值越大，剖分数 ｍ０λ
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值就越小，从而导致模糊规则数和前件模糊集个数减少，

固然模糊系统的结构就越简单，但其逼近性能就越差；相

反，当λ变小时，剖分数 ｍ０λ值增大，规则数和前件模糊
集个数也增大，相应的模糊系统就变得越复杂，但其逼近

效果就越好．特别地，当λ→０＋和λ→１－时，混合模糊系
统分别趋于独立的Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统和ＴＳ模糊系统．
然而，为了使混合模糊系统达到最佳逼近效果究竟该如

何优化λ取值是不可回避的问题，例如，调控参数 λ＝
０５是最佳选择吗？若在０５附近取值会怎样？这个问
题正是接下来要重点考虑的问题．

参考文献

［１］ＴａｋａｇｉＴ，ＳｕｇｅｎｏＭ．Ｆｕｚｚｙｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍａｎｄｉｔｓ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｎＳｙｓｔｅｍｓ，ＭａｎａｎｄＣｙｂｅｒｎ，１９８５，１５（１）：１１６－１３２．

［２］ＷａｎｇＬｉｘｉｎ，ＭｅｎｄｅｌＪ．Ｆｕｚｚｙｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｕｎｉｖｅｒｓａｌａｐ
ｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ａｎｄｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｌｅａｒｎｉｎｇ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＴｒａｎｓａｎｃｔｉｏｎｓＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，１９９２，３（５）：８０７－８１４．

［３］ＷａｎｇＬｉｘｉｎ．Ｕｎｉｖｅｒｓａｌａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｂｙｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｆｕｚｚｙ
ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＦｕｚｚｙＳｅｔａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，１９９８，９３（１）：２２３－２３０．

［４］ＺｅｎｇＸｉａｏｊｕｎ，ＳｉｎｇｈＭＧ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙｏｆｆｕｚｚｙ
ｓｙｓｔｅｍｓＳＩＳＯｃａｓｅ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＦｕｚｚｙＳｙｓ
ｔｅｍｓ，１９９４，２（２）：１６２－１７６．

［５］ＹｉｎｇＨａｏ．Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｎｇｅｎｅｒａｌｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓａｓ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｕｔｏｍａｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，１９９４，
３０（３）：５２１－５２５．

［６］ＺｅｎｇＫｅ，ＺｈａｎｇＮａｉｙａｏ，ＸｕＷｅｎｌｉ．Ａｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅｓｔｕｄｙ
ｏｎｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓａｓ
ｕｎｉｖｅｒｓａｌａｐｐｒｏｘｉｍａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＦｕｚｚｙ
Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０００，８（６）：７７３－７８０．

［７］刘晓华，冯恩民，陈卫田，等．一类模糊系统的逼近问题
［Ｊ］．控制与决策，２００２，１７（４）：４１５－４１８．

［８］ＹｉｎｇＨａｏ．ＧｅｎｅｒａｌＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｓｉｍ
ｐｌｉｆｉｅｄｌｉｎｅａｒｒｕｌｅｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔａｒｅｕｎｉｖｅｒｓａｌｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ，ｍｏｄ
ｅｌｓａｎｄｆｉｌｔｅｒｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９９８，１０８（１４）：
９１－１０７．

［９］刘普寅，李洪兴．广义模糊系统对于可积函数的逼近性
［Ｊ］．中国科学（Ｅ辑），２０００，３０（５）：４１３－４２３．
ＬｉｕＰｕｙｉｎ，ＬｉＨｏｎｇｘｉｎｇ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓｔｏｉｎｔｅｇｒａｂｌｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉ
ｎａ，ＳｅｒｉｅｓＥ，２０００，３０（５）：４１３－４２３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１０］袁学海，李洪兴，孙凯彪．基于参数单点模糊化方法的
模糊系统及逼近能力［Ｊ］．电子学报，２０１１，３９（１０）：
２３７２－２３７７．
ＹｕａｎＸｕｅｈａｉ，ＬｉＨｏｎｇｘｉｎｇ，ＳｕｎＫａｉｂｉａｏ．ＦｕｚｚｙＳｙｓ
ｔｅｍｓａｎｄｔｈｅｉｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｃａｐａｂｉｌｉｔｙｂａｓｅｄｏｎｐａｒａｍｅ
ｔｅｒｓｉｎｇｌｅｔｏｎｆｕｚｚｉｆｉｅｒｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉ
ｃａ，２０１１，３９（１０）：２３７２－２３７７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１１］袁学海，李洪兴，杨雪．基于模糊变换的模糊系统和模
糊推理建模法［Ｊ］．电子学报，２０１３，４１（４）：６７４－６８０．
ＹｕａｎＸｕｅｈａｉ，ＬｉＨｏｎｇｘｉｎｇ，ＹａｎｇＸｕｅ．Ｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍ
ａｎｄｆｕｚｚｙｉｎｆｅｒｅｎｃｅｍｏｄｅｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎＦｕｚｚｙ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１３，４１（４）：
６７４－６８０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１２］王贵君，段晨霞．广义分层混合模糊系统及其泛逼近性
［Ｊ］．控制理论与应用，２０１２，２９（５）：６７３－６８０．

［１３］王贵君，宋巍巍，韩权杰．基于后件直联型分层的广义
混合模糊系统及其积分模逼近［Ｊ］．控制与决策，２０１５，
３０（１０）：１７４２－１７５０．

［１４］ＷａｎｇＤｅｇａｎｇ，ＳｏｎｇＷｅｎｙａｎ，ＬｉＨｏｎｇｘｉｎｇ．Ａｐｐｒｏｘｉｍ
ａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＥＬＭｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓｆｏｒｓｍｏｏｔｈｆｕｎｃｔｉ
ｏｎｓａｎｄｔｈｅｉｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０１５，１４９：
２６５－２７４．

［１５］王贵君，李晓萍，隋晓琳．广义 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统依 Ｋ
积分模的泛逼近性及其实现过程［Ｊ］．自动化学报，
２０１４，４０（１）：１４３－１４８．
ＷａｎｇＧｕｉｊｕｎ，ＬｉＸｉａｏｐｉｎｇ，ＳｕｉＸｉａｏｌｉｎ．Ｕｎｉｖｅｒｓａｌａｐ
ｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｎｄｉｔｓｒｅａｌｉｚｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＭａｍｄａ
ｎｉｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｉｎＫｉｎｔｅｇｒａｌｎｏｒｍｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｕｔｏｍａｔｉｃａ
Ｓｉｎｉｃａ，２０１４，４０（１）：１４３－１４８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１６］陶玉杰，王宏志，王贵君．Ｋｐ积分模意义下广义 Ｍａｍ
ｄａｎｉ模糊系统的逼近性能及其实现［Ｊ］．电子学报，
２０１５，４３（１１）：２２８４－２２９１．
ＴａｏＹｕｊｉｅ，ＷａｎｇＨｏｎｇｚｈｉ，ＷａｎｇＧｕｉｊｕｎ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
ａｂｉｌｉｔｙａｎｄｉｔｓｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＭａｍｄａｎｆｕｚｚｙ
ｓｙｓｔｅｍｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｏｆＫｐｉｎｔｅｇｒａｌｎｏｒｍ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃ
ｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１５，４３（１１）：２２８４－２２９１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１７］李永明．模糊系统分析［Ｍ］．北京：科学出版社，２００５．

作者简介

董文强　男，１９９０年出生，硕士研究生，主
要研究方向：模糊神经网络与模糊系统．
Ｅｍａｉｌ：７４５８４４０４３＠ｑｑ．ｃｏｍ

王贵君（通信作者）　男，１９６２年出生，教
授，吉林集安人．１９８７年毕业于东北师范大学数
学系，１９９４年获该校理学硕士学位．现任中国模
糊系统与模糊数学学会常务理事，天津市数学

会理事，天津市工业与应用数学学会理事．研究
方向：模糊神经网络、模糊系统分析、模糊测度

与积分．
Ｅｍａｉｌ：ｔｊｗｇｊ＠１２６．ｃｏｍ

４６１１


