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　　摘　要：　为了从图像序列中重建出非刚体三维射影重建，本文提出了一种最小特征值的迭代非刚体射影重建方
法．该方法利用所有的图像点和深度因子组成一个低秩图像矩阵的特性，将投影求解转化为矩阵特征值及特征向量的
求解，迭代地求解深度因子，实现非刚体的三维射影重建．该方法能够保证算法能够收敛到全局最优解．模拟实验和真
实实验结果表明，本文方法具有收敛性速度快、误差小等优点．
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１　引言
　　从已有图像序列中重建出物体的三维结构是计算
机视觉研究热点问题之一［１，２］，早期的三维重建研究工

作都针对物体做刚体运动的情况［３］．然而，现实世界中
大部分物体的运动属于非刚体运动．非刚体运动比刚
体运动更具有普遍性和多样性，其重建的难度也将

增加［４，５］．

为了重建三维非刚体，Ｂｒｅｇｌｅｒ等人首次提出了三
维非刚体可由若干个形状基（ＳｈａｐｅＢａｓｉｓ）线性加权组
成［６］，并重建了三维非刚体的结构，但事后已证明这是

一个病态不定问题求解［７］．后来许多三维非刚体重建
方法都基于Ｂｒｅｇｌｅｒ的假设［８，９］．其中Ｆｒａｇｋｉａｄａｋｉ利用秩
的约束采用迭代方法重建非刚体的三维结构及运

动［１０］，Ｂｕｅ等人基于 ＳＶＤ分解方法重建三维人脸结构
及运动［１１］．但这些方法仅适合正投影模型．
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在针孔模型下，从图像序列中仅能实现物体的射

影重建［１２，１３］，为了实现非刚体的射影重建，有些学者将

非刚体的部分当作出格数据进行处理［１４］，采用刚体重

建方法进行射影重建，但该方法要求物体做近似刚体

运动，在许多情况下，物体的运动并不能近似于刚体运

动．因此，该方法在许多场合并不适用．
为了更符合实际情况，本文在相机为针孔模型下，

提出了一种基于最小特征值的迭代非刚体三维射影重

建方法．该方法利用所有的图像点和深度因子组成一
个低秩图像矩阵的特性，将投影求解转化为矩阵特征

值及特征向量的求解，迭代地求解深度因子，实现非刚

体的三维射影重建，而且本文方法能够从理论上保证

算法收敛至全局最优解．

２　非刚体成像模型
　　假定相机为针孔模型，其成像过程可表示为

γｍ＝[ ]ＫＲ Ｋｔ
ｚ[ ]１

（１）

式中γ为深度因子，ｍ＝ ｕ ｖ[ ]１Ｔ为图像点的齐次坐

标，ｚ＝[ ]ｘ ｙ ｚＴ 为三维空间点的非齐次坐标，
[ ]Ｒ ｔ为相机的外参矩阵，Ｋ为相机的内参矩阵．

假设有Ｆ幅图像，Ｎ个三维空间点，对于第 ｉ幅图
像，由式（１）有

Ｍｉ＝ ＫＲｉ Ｋｔ[ ]ｉ
Ｚｉ[ ]１

（２）

式中Ｍｉ＝［γｉ，１ｍｉ，１　γｉ，２ｍｉ，２　…　γｉ，Ｎｍｉ，Ｎ］３×Ｎ和 Ｚｉ＝
［ｚｉ，１　ｚｉ，２　…　ｚｉ，Ｎ］３×Ｎ分别为第 ｉ幅图像点及深度因
子构成的图像矩阵和第 ｉ时刻所有三维空间点构成的
矩阵，１＝［１　１　…　１］１×Ｎ．

当物体做非刚体运动时，Ｚｉ可以认为由 Ｌ个形状
基线性组成［６］，即

Ｚｉ＝∑
Ｌ

ｋ＝１
αｉ，ｋＳｋ （３）

式中αｉ，ｋ为权值，Ｓｋ为形状基．
将式（３）代入式（２）可得

Ｍｉ＝ ＫＲｉ Ｋｔ[ ]ｉ
∑
Ｌ

ｋ＝１
αｉ，ｋＳｋ






１

（４）

将上式展开并整理得

Ｍｉ＝ αｉ，１ＫＲｉ … αｉ，ＬＫＲｉ Ｋｔ[ ]

           

ｉ

Ｐｉ

Ｓ１
Ｓ２


ＳＬ















{１

Ｓ ３Ｌ( )＋１×Ｎ

（５）

若将所有时刻的图像矩阵放在一起，则有

Ｍ３Ｆ×Ｎ＝Ｐ３Ｆ× ３Ｌ( )＋１Ｓ ３Ｌ( )＋１ ×Ｎ （６）

式中Ｍ＝

γ１，１ｍ１，１ … γ１，Ｎｍ１，Ｎ
γ２，１ｍ２，１ … γ２，Ｎｍ２，Ｎ
  

γＦ，１ｍＦ，１ … γＦ，ＮｍＦ，











Ｎ

，Ｐ＝

Ｐ１
Ｐ２
？

Ｐ











Ｆ

３　非刚体的射影重建
　　从式（６）可以看出，Ｍ３Ｆ×Ｎ为低秩矩阵，其秩为３Ｌ＋

１．同时，从上式还可以看出，对于任意的非奇异矩阵
Π，都有

Ｍ３Ｆ×Ｎ＝ＰΠΠ
－１Ｓ＝珘Ｐ珘Ｓ （７）

式中 珘Ｐ＝ＰΠ，珘Ｓ＝Π－１Ｓ．
从式（６）还可以看出，Ｍ３Ｆ×Ｎ中含有未知的深度因

子γｉ，ｊ．若深度因子γｉ，ｊ已知，通过ＳＶＤ分解则有
Ｍ３Ｆ×Ｎ＝Ｓ３Ｆ×３ＦＶ３Ｆ×ＮＤＮ×Ｎ （８）

式中Ｓ３Ｆ×３Ｆ和ＤＮ×Ｎ为正交阵，Ｖ３Ｆ×Ｎ为对角阵．
由于Ｍ３Ｆ×Ｎ的秩为３Ｌ＋１，则有
Ｍ３Ｆ×Ｎ＝Ｓ

′
３Ｆ× ３Ｌ( )＋１Ｖ

′
３Ｌ( )＋１ × ３Ｌ( )＋１Ｄ

′
３Ｌ( )＋１ ×Ｎ （９）

式中Ｓ′３Ｆ×（３Ｌ＋１）和Ｄ
′
（３Ｌ＋１）×Ｎ分别为Ｓ３Ｆ×３Ｆ和ＤＮ×Ｎ的前（３Ｌ

＋１）列，Ｖ′（３Ｌ＋１）×（３Ｌ＋１）为 Ｖ３Ｆ×Ｎ左上角（３Ｌ＋１）×（３Ｌ＋
１）的子矩阵．

因此，可以令射影重建为：

珘Ｐ３Ｆ×（３Ｌ＋１）＝Ｓ
′
３Ｆ×（３Ｌ＋１）Ｖ

′１／２
（３Ｌ＋１）×（３Ｌ＋１）

珘Ｓ（３Ｌ＋１）×Ｎ＝Ｖ
′１／２
（３Ｌ＋１）×（３Ｌ＋１）Ｄ

′
（３Ｌ＋１）×

{
Ｎ

（１０）

从上面可以看出，若深度因子 γｉ，ｊ已知，通过 ＳＶＤ
分解，很容易实现非刚体的射影重建．因此，射影重建的
转化为深度因子γｉ，ｊ的求解，下面讨论如何实现深度因
子γｉ，ｊ的求解．
３．１　利用列向量求解深度因子

任一列向量投影到 Ｓ′３Ｆ×（３Ｌ＋１）列向量生成的正交补
子空间的投影矩阵为［１５］：

Ｔｃ３Ｆ×３Ｆ＝Ｉ－Ｓ
′（Ｓ′ＴＳ′）－１Ｓ′Ｔ＝Ｉ－Ｓ′Ｓ′Ｔ （１１）

同时，Ｍ３Ｆ×Ｎ中的任一列 ｃｊ在 Ｓ
′
３Ｆ×（３Ｌ＋１）列生成的正

交补空间上的投影为

Ｔｃ３Ｆ×３Ｆｃｊ＝０３Ｆ×１ （１２）
在实际应用中，图像含有噪声，因此上式的求解可

以最小化余差，即

ｅｃ＝ｍｉｎγｊ
（Ｔｃ３Ｆ×３Ｆｃｊ）

Ｔ（Ｔｃ３Ｆ×３Ｆｃｊ） （１３）

由于从Ｔｃ３Ｆ×３Ｆ的定义可以看出，它是一个对称矩阵，因
此，有 Ｔｃ３Ｆ×３Ｆ＝Ｔ

ｃＴ
３Ｆ×３Ｆ；同时 Ｔ

ｃ
３ｍ×３ｍ为投影矩阵，因此有

Ｔｃ３Ｆ×３ＦＴ
ｃ
３Ｆ×３Ｆ＝Ｔ

ｃ
３Ｆ×３Ｆ．将式（１３）展开并化简为
ｅｃ＝ｍｉｎγｊ

ｃＴ３Ｆ×１Ｔ
ｃ
３Ｆ×３Ｆｃ３Ｆ×１ （１４）

将ｃｊ列向量展开，则有

２１２１
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ｃｊ＝

ｍ１，ｊ ０ … ０
０ ｍ２，ｊ … ０
   

０ ０ … ｍＦ，











ｊ ３Ｆ×Ｆ

γｊ （１５）

则有

ｃＴｊＴ
ｃｃｊ＝γ

Ｔ
ｊ

ｍＴ１，ｊＴ１，１ｍ１，ｊ … ｍＴ１，ｊＴ１，ＦｍＦ，ｊ
ｍＴ２，ｊＴ２，１ｍ１，ｊ … ｍＴ２，ｊＴ２，ＦｍＦ，ｊ
  

ｍＴＦ，ｊＴＦ，１ｍ１，ｊ … ｍＴＦ，ｊＴＦ，ＦｍＦ，











ｊ

γｊ＝γ
Ｔ
ｊＨＦ×Ｆγｊ

（１６）
求解式（１４）的优化问题可以转为求解以下优化问题：

ｅｃ＝ｍｉｎγｊ γ
Ｔ
ｊＨＦ×Ｆγｊ （１７）

式中γｊ＝（γ１，ｊ，γ２，ｊ，…，γＦ，ｊ）
Ｔ；ＨＦ×Ｆ中的第ｍ行，第ｎ列

元素ｈｍ，ｎ＝ｍ
Ｔ
ｍ，ｊＴｍ，ｎｍｎ，ｊ；将 Ｔ

ｃ
３Ｆ×３Ｆ划分为 Ｆ×Ｆ个３×３

的子矩阵，则Ｔｍ，ｎ表示第ｍ行，第ｎ列个子矩阵．
为了避免非平凡解的出现，将式（１７）修改为

ｅｃ＝ｍｉｎγｊ
γＴｊＨＦ×Ｆγｊ
γｊ

２ （１８）

式（１８）的求解可以转化为求解ＨＦ×Ｆ的最小特征值
对应的特征向量．
３．２　利用行向量求解深度因子

在３．１中，利用每个空间点在图像矩阵中组成一个
列向量对深度因子λｊ进行求解．和上节类似，利用每幅
图像构成三个行向量对深度因子 γｉ＝（γｉ，１，γｉ，２，…，
γｉ，Ｎ）

Ｔ进行求解．
任一行向量投影到由 Ｄ′（３Ｌ＋１）×Ｎ的行向量生成的正

交补子空间的投影矩阵为［１５］：

ＴｒＮ×Ｎ＝Ｉ－Ｄ
′Ｔ Ｄ′Ｄ′( )Ｔ －１Ｄ′＝Ｉ－Ｄ′ＴＤ′ （１９）

图像矩阵 Ｍ３Ｆ×Ｎ中的任一行 ｒｉ在 Ｄ
′
（３Ｌ＋１）×Ｎ行向量生成

的正交补空间上的投影为

ｒｉＴ
ｒ
Ｎ×Ｎ＝０１×Ｎ （２０）

推导过程和前面一样，上式的求解可以写成求解以下

优化问题：

ｅｒ＝ｍｉｎγｉ
ｒｉＴ

ｒ
Ｎ×Ｎｒ

Ｔ
ｉ （２１）

求解式（２１）的优化问题可以转为求解以下优化问题：
ｅｒ＝ｍｉｎγｉ γ

Ｔ
ｉＦＮ×Ｎγｉ （２２）

式中ＦＮ×Ｎ＝ＵｉＴ
ｒ
Ｎ×ＮＵｉ＋ＶｉＴ

ｒ
Ｎ×ＮＶｉ＋Ｔ

ｒ
Ｎ×Ｎ，Ｕｉ和 Ｖｉ分别

为第ｉ幅图像ｕ和ｖ分量构成的对角阵，即

Ｕｉ＝
ｕｉ，１ … ０
  

０ … ｕｉ，









Ｎ

，Ｖｉ＝
ｖｉ，１ … ０
  

０ … ｖｉ，









Ｎ

，

γｉ＝ γｉ，１ γｉ，２ … γｉ，( )Ｎ Ｔ．
证明：

由于在Ｍ３Ｆ×Ｎ矩阵中，同一幅图像中的连续三行都
有相同的 γｉ，ｊ，因此，取连续的三行 ｒ３ｉ－２、ｒ３ｉ－１和 ｒ３ｉ（ｉ＝
１，２，…，Ｆ），将其ｒ３ｉ展开，则有

ｒ３ｉ－２＝γ
Τ
ｉＵｉ，ｒ３ｉ－１＝γ

Τ
ｉＶｉ，ｒ３ｉ＝γ

Τ
ｉ （２３）

对于连续的三行ｒ３ｉ－２、ｒ３ｉ－１和ｒ３ｉ，可以将式（２１）改写为
ｅｒ＝ｍｉｎγｉ

（ｒ３ｉ－２Ｔ
ｒ
Ｎ×Ｎｒ

Ｔ
３ｉ－２，：＋ｒ３ｉ－１Ｔ

ｒ
Ｎ×Ｎｒ

Ｔ
３ｉ－１＋ｒ３ｉＴ

ｒ
Ｎ×Ｎｒ

Ｔ
３ｉ）

（２４）
将式（２３）代入式（２４）中，则有：
ｅｒ＝ｍｉｎγｉ

（γＴｉＵｉＴ
ｒ
Ｎ×ＮＵｉγｉ＋γ

Ｔ
ｉＶｉＴ

ｒ
Ｎ×ＮＶｉγｉ＋γ

Ｔ
ｉＴ
ｒ
Ｎ×Ｎγｉ）

（２５）
将上式化简可得

ｅｒ＝ｍｉｎγｉ γ
Τ
ｉＦＮ×Ｎγｉ （２６）

证毕．
同理，为了避免非平凡解的出现，将上式可以写为

ｅｒ＝ｍｉｎγｉ
γＴｉＦＮ×Ｎγｉ
γｉ

２ （２７）

求式（２７）的最小值也可以转化为求解ＦＮ×Ｎ最小特征值
对应的特征向量问题．

在上面求解深度因子 γｊ和 γｉ的过程中，事先假定
Ｔｃ３Ｆ×３Ｆ和Ｔ

ｒ
Ｎ×Ｎ都已知，但 Ｔ

ｃ
３Ｆ×３Ｆ和 Ｔ

ｒ
Ｎ×Ｎ是从 Ｍ３Ｆ×Ｎ得到，

而Ｍ３Ｆ×Ｎ中却含有深度因子 γｉ，ｊ，因此，可以构造一个迭
代算法对深度因子γｉ，ｊ进行求解．

４　算法总结
　　本文算法流程如图１所示，详细步骤总结如下：

步骤１　假设所有的图像深度因子γｉ，ｊ＝１，ｋ＝１，令
ε为任意小的正数；

步骤２　对 Ｍ３Ｆ×Ｎ进行奇异值分解，利用式（９）求
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到Ｓ′３Ｆ×（３Ｌ＋１）和Ｄ
′
（３Ｌ＋１）×Ｎ；

步骤３　利用式（１１）构造投影矩阵Ｔｃ３Ｆ×３Ｆ；
步骤４　利用式（１７）求取矩阵ＨＦ×Ｆ；
步骤５　求取矩阵 ＨＦ×Ｆ的最小特征值及其对应的

特征向量，即最小余差为ｅ（ｋ）ｃ 及对应的深度因子为γｊ；
步骤６　利用式（１９）构造投影矩阵ＴｒＮ×Ｎ；
步骤７　利用式（２２）求取矩阵ＦＮ×Ｎ；
步骤８　求取矩阵 ＦＮ×Ｎ的最小特征值及其对应的

特征向量，即最小余差为ｅ（ｋ）ｒ 及对应的深度因子为γｉ；
步骤９　若 ｅ（ｋ）ｒ －ｅ

（ｋ－１）
ｒ ≤ε，转步骤（１０）；否则，ｋ

＝ｋ＋１，转步骤（２）；
步骤１０　利用式（１０）实现非刚体的射影重建．
在本文算法中，每次迭代的运算量主要来自以下３

部分：（１）步骤２中对Ｍ３Ｆ×Ｎ进行奇异值分解，其运算复
杂度为ｍｉｎ（Ｏ（Ｆ２Ｎ）　Ｏ（ＦＮ２））；（２）步骤５中求 ＨＦ×Ｆ
的最小特征值及特征向量，其运算复杂度为 Ｏ（Ｆ３）；
（３）步骤８中求ＦＮ×Ｎ的最小特征值及特征向量，其运算
复杂度为Ｏ（Ｎ３）．因此，这 ３部分总的运算复杂度为
ｍａｘ（Ｏ（Ｆ３）　Ｏ（Ｎ３）），即本文算法每进行一次迭代的
运算复杂度为ｍａｘ（Ｏ（Ｆ３）　Ｏ（Ｎ３））．

５　实验

５．１　仿真实验
为了验证本文方法的性能及各种参数对本文方法

的影响，首先产生不同形状基数目的非刚体运动，再产

生不同数量的图像，并在图像中加入均值为零，方差变

化的高斯噪声．根据模拟产生的非刚体图像序列，用本
文方法进行非刚体的射影重建，并用 ｖ（３Ｌ＋２）的值和最小
余差ｅｒ的大小来衡量算法的性能．

实验１　为了检验本文方法的收敛性能，假设形状
基数目Ｌ分别为６、８，模拟产生含有６０个空间点、６０幅
图像的非刚体图像序列，同时，在图像中分别加入零均

值，方差分别为０，０．５，１．０，１．５，２．０个像素的高斯噪
声，实验结果如图２和图３所示．

从图２和图３可以看出，ｖ（３Ｌ＋２）和 ｅｒ的值均随迭代
次数的增加逐渐减小，一般情况下，只需要迭代２０次之
内就达到了收敛，说明本文方法具有较好的收敛性能．
从图２和图３还可以看出，噪声越小收敛性能越好．同
时，比较图２（ａ）与２（ｂ）和３（ａ）与３（ｂ），可以看出，非
刚体的形状基数Ｌ越大，收敛速度越慢，原因是因为形
状基数Ｌ越大，秩越大，要求解的未知数就越多，而方程
数却是一定的，因此收敛速度就越慢．

实验２　为了检验形状基数目 Ｌ对本文方法的影
响，模拟产生６０个空间点，６０幅图像，在图像中加入零
均值，方差分别为０，０．５，１．０，１．５，２．０个像素的高斯噪

声，形状基个数Ｌ由１变化至１２，在每种情况下分别运
行５０次后求其平均值，实验结果如图４和图５所示．

从图４和图５可以看出，随着形状基数 Ｌ的增加，
ｖ（３Ｌ＋２）和ｅｒ的值都减小，图像噪声越大，ｖ（３Ｌ＋２）和ｅｒ的值
也越大，原因是由于：（１）对于 ｖ（３Ｌ＋２），矩阵在进行 ＳＶＤ
分解时，对角阵 Ｖ３Ｆ×Ｎ对角线上元素的值是从大到小进
行排列，能量主要集中在前面特征值上，基数 Ｌ越大，
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ｖ（３Ｌ＋２）的位置越靠后，其对应的值就越小．（２）对于 ｅｒ，
基数越大，要求解的未知数就越多，而方程数量却一定

的，因此，ｅｒ的值就越小．
实验３　为了检验空间点数对本文方法的影响，在

图像保持６０幅不变的情况下，空间点数由４０变化至
２４０，同时，在图像中加入零均值，方差为１．０个像素的高
斯噪声，形状基数分别取４，６，８，１０，在每种情况下分别运
行５０次后求其平均值，实验结果如图６和图７所示．

从图６可以看出，随着空间点数的增加，ｖ（３Ｌ＋２）的值
增大，原因是由于空间点数越多，矩阵越大，其能量相对

越大，因此，ｖ（３Ｌ＋２）的值就越大．从图７也可以看出，ｅｒ的
值随着空间点数的增加而增大，这是因为空间点数越

多，约束就越多，方程求解的余差就会越大．
实验４　为了检验图像数对本文方法的影响，同实

验３一样，只是本实验保持空间点数为６０，而图像数由
２０变化至２００幅，实验结果如图８和图９所示．

从图８和图９可以看出，ｖ（３Ｌ＋２）和 ｅｒ的值随着图像

数的增加而增大，原因和实验３一致．
实验５　为了检验及比较本文方法的抗噪能力，

模拟产生 ６０个空间点，６０幅图像，形状基数分别取
４，６，８；同时，在图像序列中加入零均值，方差由 ０变
化至２个像素的高斯噪声．利用这些图像序列，分别
用本文方法和 Ｄａｉ方法［１３］进行射影重建，在每种情况

下分别运行５０次后求其平均值，实验结果如图１０和
图１１所示．

从图１０可以看出，用本文方法，ｖ（３Ｌ＋２）随图像噪声
的增加呈线性增长的趋势，说明该方法鲁棒性较好，而

Ｄａｉ方法仅考虑列向量的约束，因此，本文方法的重建
精度高．从图１１可以看出，ｅｒ值随图像噪声的增加而增
加．比较发现本文方法的ｖ（３Ｌ＋２）和 ｅｒ值比 Ｄａｉ方法都要
小，说明本文方法具有更好的抗噪能力．同时，从图１０
和图１１中还可以看出，基数越大，ｖ（３Ｌ＋２）和ｅｒ的值越小，
其结论和实验２是一致的．
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５．２　真实实验
为了验证本文算法的正确性，本文获得一个由２３０

帧图像组成的恐龙图像序列，图像大小为５７０×３３８，其
中的两帧如图１２所示．从图１２可以看出，该恐龙运动
是非刚体运动．在该图像序列中，通过人工提取及跟踪
了４９个特征点（如图中所示），选取形状基的个数 Ｌ
为１０，用本文方法对这些特征点进行射影重建．为了衡
量本文方法的重建精度，对这些重建点进行重投影，重

投影点如图１２中○所示．从图１２可以看出，重投影点
和原始特征点基本重合，同时，我们计算了重投影点到

原始特征点的平均距离，即平均重投影误差为０．６２１４
像素，这说明本文方法具有较高的重建精度．

６　总结与展望
　　本文提出了一种基于最小特征值的迭代非刚体三
维射影重建方法．该方法利用所有的图像点和深度因
子组成一个图像低秩矩阵的特性，将投影求解转化为

矩阵特征值及特征向量的求解，迭代地求解深度因子，

最终实现非刚体的射影重建．该方法保证了算法能够

收敛至全局最优解．模拟实验和真实实验的数据结果
表明，本文方法具有收敛性速度快、误差小等优点．

为了进一步提高三维射影重建精度，本文下一步

工作将结合度量学习理论［１６～１８］，通过度量学习建立非

刚体三维模型库，利用三维模型库实现非刚体的射影

重建．
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