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基于条件独立测试的链图结构学习算法

王静云，刘三阳，朱明敏
（西安电子科技大学数学与统计学院，陕西西安 ７１００７１）

　　摘　要：　链图是贝叶斯网络和马尔科夫网络的自然推广，具有较强的表达能力．但目前关于链图结构学习算法
的研究较少．本文基于贝叶斯网络结构学习的ＧｒｏｗＳｈｒｉｎｋ算法思想，提出一种链图等价类结构学习算法．该算法首先
利用网络中结点的局部邻域信息，学习结点的邻接结点恢复网络骨架；然后根据链图复合体有向边的特点，利用条件

独立测试确定网络的复合体有向边，从而恢复链图结构．理论分析和实验结果表明了该算法的正确性和有效性．
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１　引言
　　链图是贝叶斯网络和马尔科夫网络两种经典模型
的推广，但不仅限于这两种模型．它包含两种类型的边，
使其能够表示邻接变量之间的对称关系和非对称关

系，因此具有更强的表示功能［１］．依赖于第二种边的解
释，链图主要有三种不同的解释［２～５］，文献［６］中详细叙
述了它们之间的关系，本文主要考虑Ｌａｕｒｉｔｚｅｎ，Ｗｅｒｍｕｔｈ
和Ｆｒｙｄｅｎｂｅｒｇ提出的ＬＷＦＣＧ［５］．

结构学习作为概率图模型研究的一个分支倍受关

注，多种结构学习算法相继被提出，大致可归为两

类［７］：基于约束的方法和基于随机搜索机制的评分搜

索方法，由于这两种方法各有优缺，一些学者也提出将

这两种方法进行融合的结构学习算法［８，９］，但这些方法

主要用于马尔科夫网络以及贝叶斯网络的结构学习．
目前关于链图结构学习算法主要有：ＰＣｌｉｋｅ算法，Ｍ
Ｓｔｕｄｅｎｙ（１９９７）［１０］将该算法用于学习ＬＷＦＣＧ，提出了
ＬＣＧ算法．ＪＭＰｅ珘ｎａ［１１］和 ＤＳｏｎｎｔａｇ［１２］分别将该算法用
于学习另外两种解释的链图；Ｍａ（２００８）［１３］等提出的基
于分解技术的结构学习算法（ＬＣＤ算法），是对 Ｘｉｅ［１４］

提出学习贝叶斯网络分解算法的推广，该算法采用了

分而治之的策略提高了搜索效率；ＪＭＰｅ珘ｎａ（２０１４）［１５］

等在扩展了 Ｍｅｅｋ猜测的基础上提出了学习包含最优
链图结构的ＣＫＥＳ算法，该算法基于学习贝叶斯网络结
构的ＫＥＳ［１６］算法思想，放松了对概率分布忠实性的假
设，但由于链图等价类空间不可枚举，因此较难处理高

维问题；ＤＳｏｎｎｔａｇｅ（２０１５）［１７］等提出了一种应用ＡＳＰ学
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习最优链图结构的算法，该算法在不需要假设概率分

布的任何前提下能够找到包含最优的网络结构．上述
算法均为贝叶斯网络结构学习算法在链图结构学习中

的推广应用．由于目前很难找到有效的得分函数，链图
结构恢复主要基于条件独立测试，然而类似于贝叶斯

网络结构学习，在链图结构学习问题中，边的存在性判

断需要指数阶的条件独立测试，因此很难处理较大规

模的网络结构．随着马尔科夫边界理论知识的不断完
善，涌现了大量利用马尔科夫边界学习 ＢＮｓ结构的算
法．Ｍａｒｇａｒｉｔｉｓ和 Ｔｈｒｕｎ提出的 ＧｒｏｗＳｈｒｉｎｋ（ＧＳ）［１８，１９］是
第一个理论上正确的马尔科夫边界学习算法，该算法

将网络结构恢复问题转化为局部学习马尔科夫边界问

题，利用结点的马尔科夫毯信息，通过学习结点的局部

结构恢复整个网络结构，有效地减少了条件独立测试

的次数，提高了结构学习效率．鉴于此，本文基于 ＧＳ算
法思想，在概率分布满足忠实性假设条件下，提出一种

学习链图结构的ＧｒｏｗＳｈｒｉｎｋ算法（ＧＳＣＧ），利用链图中
结点的邻域信息，将链图结构学习问题转化为结点的

局部结构恢复问题，减少结构学习的条件独立测试次

数，并分别从理论和实验上说明了该算法的正确性和

有效性．

２　基本定义和性质
　　定义１　 链图（ＣｈａｉｎＧｒａｐｈ）是一个二元组（Ｇ，
Ｐ），其中Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ是有限的结点集合，与领域的随
机变量一一对应，Ｅ是由 Ｖ中成对结点组成的集合，称
为边集，Ｐ是定义在有限集合Ｖ上的联合概率分布．

链图中，任意互异结点 ｕ，ｖ∈Ｖ，如果 （ｕ，ｖ）∈Ｅ且
（ｖ，ｕ）∈Ｅ，则称结点之间的边为无向边，表示为 ｕ－ｖ
或者ｖ－ｕ，其中ｕ（或ｖ）称为 ｖ（或 ｕ）的邻居结点，ｕ的
邻居结点Ｎｅ（ｕ）＝｛ｖ｜（ｕ，ｖ）∈Ｅ，（ｖ，ｕ）∈Ｅ｝；

如果（ｕ，ｖ）∈Ｅ但（ｖ，ｕ）Ｅ，则称从 ｕ到 ｖ的边为
有向边，表示为ｕ→ｖ，其中 ｕ称为 ｖ的父结点，ｖ称为 ｕ
的子结点，表示为Ｐａ（ｖ）＝｛ｕ｜（ｕ，ｖ）∈Ｅ，（ｖ，ｕ）Ｅ｝，
Ｃｈ（ｕ）＝｛ｖ｜（ｕ，ｖ）∈Ｅ，（ｖ，ｕ）Ｅ｝．Ｇ中两个互异结点
ｕ，ｖ∈Ｖ是邻接的，如果ｕ和ｖ之间存在一条有向或无向
边，ｕ的邻接Ａｄｊ（ｕ）＝Ｐａ（ｕ）∪Ｃｈ（ｕ）∪Ｎｅ（ｕ），定义 ｕ
的边界Ｂｄ（ｕ）＝Ｐａ（ｕ）∪Ｎｅ（ｕ）．

图Ｇ中从ｕ到ｖ长度为ｎ（≥２）的路径是互异结点
序列｛ｕ≡ｕ０，…，ｕｎ≡ｖ｝Ｖ，满足（ｕｉ－１，ｕｉ）∈Ｅ，
ｉ＝１，…，ｎ．路径ｕ０，…，ｕｎ（ｎ≥０）称为下降路径，如果
对所有ｉ＝１，…，ｎ，ｕｉ－１→ｕｉ或者 ｕｉ－１－ｕｉ在该路径中，
称ｕｎ为ｕ０的后代结点，相应的ｕ０称为 ｕｎ的祖先结点，
如果ｕｎ是ｕ０的后代节点，但ｕ０不是ｕｎ的后代结点，则
称ｕｎ是ｕ０的严格后代结点．Ｖ的一个子集 Ｘ的后代结
点是Ｘ中所有结点的后代结点集合，表示为Ｄｅ（Ｘ）；集

合Ｘ的祖先结点是 Ｘ中所有结点的祖先结点集合，表
示为Ａｎ（Ｘ）；集合 Ｘ的严格后代结点是 Ｘ中所有结点
的严格后代结点集合，表示为Ｓｄ（Ｘ）．

概率分布 Ｐ是定义在乘积空间∏
ｖ∈Ｖ
Ｘｖ上的函数，

Ｐ：∏
ｖ∈Ｖ
Ｘｖ→［０，１］，∑ ｛Ｐ（ｘ）；ｘ∈∏

ｖ∈Ｖ
Ｘｖ｝＝１，若

Ｐ（ｘ）＞０，ｘ∈∏
ｖ∈Ｖ
Ｘｖ，则称概率分布 Ｐ是严格正的，

本文只考虑严格正的概率分布．令 Ｘ，Ｙ，Ｚ是 Ｖ中三个
互不相交的子集，Ｘ和Ｙ在给定条件Ｚ时关于概率分布
Ｐ是相互独立的，表示为Ｘ⊥Ｙ｜Ｚ［Ｐ］．

定义２　图Ｇ中称互异结点序列（ｕ１，…，ｕｎ）（ｎ≥
３）产生的子图为复合体，若ｕ１→ｕ２，ｕｎ－１←ｕｎ，ｕｉ－ｕｉ＋１（ｉ
＝２，…，ｎ－２），且ｕ１，…，ｕｎ中其他结点对是不邻接的．
其中结点ｕ１和ｕｎ称为复合体的父结点．如果结点 ｕ和
ｖ为相同复合体的父结点则称 ｕ（或 ｖ）为 ｖ（或 ｕ）的配
偶结点，记ｕ的所有配偶结点为集合ＳＰ（ｕ）．

链图Ｇ的骨架图 Ｇ ＝（Ｖ，Ｅ）是一个无向图，其
中Ｅ是Ｇ中去掉所有有向边的方向后得到的边集，由
Ｇ所决定的道德图 Ｇｍ＝（Ｖ，Ｅｍ）为无向图，其中 Ｅｍ是
Ｅ与Ｇ中连接每个复合体父结点的无向边的并．

性质１［２］　给定链图（Ｇ，Ｐ），Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），概率分布
Ｐ是满足局部马尔科夫性的，如果：

Ｘ⊥Ｖ＼｛Ｘ｝＼Ｓｄ（Ｘ）＼Ｂｄ（Ｘ）｜Ｂｄ（Ｘ）［Ｐ］，Ｘ∈Ｖ．
性质２［１０］　给定链图（Ｇ，Ｐ），Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），概率分布

Ｐ满足全局马尔科夫性，如果图（ＧＡｎ（Ｘ∪Ｙ∪Ｚ））
ｍ中Ｚ分离

Ｘ和Ｙ，则Ｘ⊥Ｙ｜Ｚ［Ｐ］．（ＧＡｎ（Ｘ∪Ｙ∪Ｚ））
ｍ是Ａｎ（Ｘ∪Ｙ∪Ｚ）

在道德图Ｇｍ中的导出子图．

３　学习链图结构的ＧＳＣＧ算法
　　本文将链图结构学习分为两个阶段实现，在第一
阶段中首先基于ＧＳ算法思想，根据观测数据恢复链图
骨架，并证明该方法的正确性．第二阶段提出了一种根
据链图中复合体有向边的特点，通过条件独立测试确

定复合体有向边的方法，并证明该方法的正确性．在算
法介绍之前，首先给出相关的概念和定理．

定义３［２０，２１］　给定链图（Ｇ，Ｐ），概率分布 Ｐ忠实于
图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），当且仅当：

Ｘ⊥Ｙ｜Ｚ［Ｇ］Ｘ⊥Ｙ｜Ｚ［Ｐ］．
定理１　Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为链图，如果概率分布 Ｐ忠实

于Ｇ，则Ｇ中的每一对结点 Ｘ和 Ｙ是邻接的，当且仅当
ＺＶ，Ｘ⊥／Ｙ｜Ｚ［Ｐ］．即Ｘ∈Ａｄｊ（Ｙ）或者 Ｙ∈Ａｄｊ（Ｘ）
／ＺＶ＼｛Ｘ，Ｙ｝ｓ．ｔ．Ｘ⊥Ｙ｜Ｚ［Ｐ］．
性质３　Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为链图，如果概率分布 Ｐ忠实

于Ｇ，结点Ｘ和结点 Ｙ在 Ｇ中不邻接，则 Ｘ⊥Ｙ｜Ｂｄ（Ｘ）
∪Ｂｄ（Ｙ）［Ｐ］．

４４４２
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定理１及性质３的证明可参阅文献［１０］．
定理２　Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为链图，如果概率分布 Ｐ忠实

于Ｇ，则Ｇ中的任意结点Ｘ满足：
Ｘ⊥Ｖ＼｛Ｘ｝＼Ａｄｊ（Ｘ）＼ＳＰ（Ｘ）｜ＳＰ（Ｘ）∪Ａｄｊ（Ｘ）［Ｐ］．
证明　在由链图Ｇ所决定的道德图 Ｇｍ中，由无向

图的局部马尔科夫性可知，对于任意结点 Ｘ∈Ｖ，Ｘ⊥Ｖ＼
｛Ｘ｝＼ＮｅＧｍ（Ｘ）｜ＮｅＧｍ（Ｘ），ＮｅＧｍ（Ｘ）是道德图中 Ｘ的邻居
结点集合．由于道德图 Ｇｍ中结点 Ｘ的邻居 ＮｅＧｍ（Ｘ）＝
Ａｄｊ（Ｘ）∪ＳＰ（Ｘ），故由忠实性假设有
Ｘ⊥Ｖ＼｛Ｘ｝＼Ａｄｊ（Ｘ）＼ＳＰ（Ｘ）｜ＳＰ（Ｘ）∪Ａｄｊ（Ｘ）［Ｐ］．
性质４　Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为链图，如果概率分布 Ｐ忠实

于图Ｇ，则在Ｇ中ＴＶ＼｛Ｘ｝＼ＳＰ（Ｘ）＼Ａｄｊ（Ｘ），Ｘ⊥Ｔ｜
ＳＰ（Ｘ）∪Ａｄｊ（Ｘ）［Ｐ］成立．

性质４很容易由概率分布Ｐ的分解性质得到［１５］．
３．１　学习ＢＮｓ的ＧＳ马尔科夫毯算法

随机变量 Ｘ∈Ｖ的马尔科夫毯（ＭａｒｋｏｖＢｌａｎｋｅｔ）
ＢＬ（Ｘ）Ｖ是满足对于任意 Ｙ∈Ｖ＼ＢＬ（Ｘ）＼｛Ｘ｝，Ｘ⊥Ｙ｜
ＢＬ（Ｘ）成立的集合．变量 Ｘ的马尔科夫毯是不唯一的，
最小的马尔科夫毯称为马尔科夫边界（ＭａｒｋｏｖＢｏｕｎｄａ
ｒｙ）．在贝叶斯网络 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）中，结点 Ｘ∈Ｖ的马尔科
夫边界Ｂ（Ｘ）Ｖ，包括其父结点、子结点及子结点的父
节点，即Ｂ（Ｘ）＝Ｐａ（Ｘ）∪Ｃｈ（Ｘ）∪∪Ｙ∈Ｃｈ（Ｘ）Ｐａ（Ｙ），在
忠实性条件下Ｂ（Ｘ）是Ｘ的唯一马尔科夫边界［２２］．

算法１描述了 ＧＳ算法的具体流程，该算法由增厚
和削薄两个阶段组成，增厚阶段从一个空集 Ｓ出发，以
当前的马尔科夫边界为条件集，如果变量 Ｙ∈Ｖ＼｛Ｘ｝和
目标变量Ｘ∈Ｖ不独立，则将变量加入当前马尔科夫边
界Ｓ，直至所有候选变量都被测试．由于这一过程可能
有一些误报结点进入当前马尔科夫边界，所以接下来

进一步修正．削薄阶段用当前马尔科夫边界作为条件
集来删除误报结点，如果目标变量 Ｘ与当前马尔科夫
毯中的变量Ｙ∈Ｓ在Ｓ＼｛Ｙ｝条件下独立，则从 Ｓ中删除
变量Ｙ，最终返回Ｘ的马尔科夫边界Ｂ（Ｘ）．

算法１　ＧＳ马尔科夫毯算法

１：Ｓ←
２：ｒｅｐｅａｔ
３：　ｆｏｒｅａｃｈＹ∈Ｖ＼｛Ｓ｝＼｛Ｘ｝ｄｏ
４：　　ｉｆｔｈｅｎＸ／⊥Ｙ｜Ｓ［Ｐ］ｔｈｅｎ
５：　　　Ｓ←Ｓ∪｛Ｙ｝
６：　　ｅｎｄｉｆ
７：　ｅｎｄｆｏｒ
８：ｕｎｔｉｌＳｄｏｅｓｎｏｔｃｈａｎｇｅ
９：ｆｏｒｅａｃｈＹ∈Ｓｄｏ
１０：　ｉｆＸ⊥Ｙ｜Ｓ＼｛Ｙ｝［Ｐ］ｔｈｅｎ
１１：　　Ｓ←Ｓ＼｛Ｙ｝
１２：　ｅｎｄｉｆ

１３：　ｅｎｄｆｏｒ
１４：Ｂ（ｘ）←Ｓ

３．２　ＧＳＣＧ算法描述
学习链图结构的ＧＳＣＧ算法采用分而治之的策略，

将整个网络结构学习分解为结点的局部结构恢复问

题．具体按如下步骤进行：
步骤１：基于算法２学习所有结点 Ｘ∈Ｖ的配偶结

点ＳＰ（Ｘ）和邻接结点Ａｄｊ（Ｘ）；
步骤２：利用算法３对步骤１中学习的 ＳＰ（Ｘ）和

Ａｄｊ（Ｘ），Ｘ∈Ｖ做进一步修正；
步骤３：基于算法 ４恢复复合体有向边，最终得到

网络结构．
下面对各算法做进一步的解释和证明．

算法２　　学习ＳＰ（Ｘ）和Ａｄｊ（Ｘ）算法

１：ＳＰ（Ｘ）←Φ；Ａｄｊ（Ｘ）←Φ
２：ＳＡＳＰ（Ｘ）∪Ａｄｊ（Ｘ）
３：ｒｅｐｅａｔ
４：　　ｆｏｒｅａｃｈＹ∈Ｖ＼｛Ｘ｝ｄｏ
５：　　　 ｉｆＸ⊥／Ｙ｜ＳＡ［Ｐ］
６：　　　　ＳＡ←ＳＡ∪｛Ｙ｝
７：　　　 ｅｎｄｉｆ
８：　　　ｅｎｄｆｏｒ
９：ｕｎｔｉｌＳＡｄｏｅｓｎｏｔｃｈａｎｇｅ
１０：ｆｏｒｅａｃｈＹ∈ＳＡｄｏ
１１：　　ｉｆＸ⊥Ｙ｜ＳＡ＼｛Ｙ｝［Ｐ］ｔｈｅｎ
１２：　　　　 ＳＡ←ＳＡ＼｛Ｙ｝
１３：　　　ｅｎｄｉｆ
１４：ｅｎｄｆｏｒ
１５：ｆｏｒｅａｃｈＹ∈ＳＡｄｏ
１６：　　ｉｆＸ／⊥Ｙ｜Ｂ［Ｐ］，ＢＳＡｔｈｅｎ
１７：　　　　Ａｄｊ（Ｘ）←Ａｄｊ（Ｘ）∪｛Ｙ｝
１８：　　ｅｌｓｅ
１９：　　　 ＳＰ（Ｘ）←ＳＰ（Ｘ）∪｛Ｙ｝
２０：　　ｅｎｄｉｆ
２１：ｅｎｄｆｏｒ

算法２首先基于 ＧＳ算法思想，在步骤１－１４中不
加区分地学习结点的配偶及邻接结点；其次，在步骤１５
－２１中根据链图中结点的邻接结点以及配偶结点的性
质，确定该结点的邻居结点和配偶结点集合．定理３给
出了算法２的正确性证明．

定理３　链图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），概率分布Ｐ忠实于图Ｇ，
假定独立性测试是正确的，且数据集 Ｄ是独立抽样的
样本集，则算法２能够得到结点 Ｘ∈Ｖ的配偶及邻接结
点集合．

证明　首先证明如果在图Ｇ中结点Ｙ是Ｘ的邻接
结点或配偶结点，则应用算法２后，有 Ｙ∈ＳＡ．在假定独

５４４２
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立性检验正确的前提下，如果在图 Ｇ中 Ｙ是 Ｘ的邻接
结点，由定理１可知步骤５的条件满足，因此在步骤６
中，结点Ｙ被添加到集合 ＳＡ中．如果在图 Ｇ中 Ｙ是 Ｘ
的配偶结点，由性质４及 ＳＡ的定义，步骤５的条件满
足，同样在步骤６中结点Ｙ被添加到集合ＳＡ中．而且在
步骤１２中均不会被移除．因此集合ＳＡ中包含了结点Ｘ
的所有配偶以及邻接结点．

下证，若在图Ｇ中Ｙ∈ＳＡ是 Ｘ的邻接结点，应用算
法２后Ｙ∈Ａｄｊ（Ｘ）．如果在图Ｇ中Ｙ∈ＳＡ是Ｘ的邻接结
点，则由定理１可知，在任意子集 ＢＳＡ的条件下，步
骤１６中的条件满足，因此 Ｙ被添加到 Ａｄｊ（Ｘ）中．如果
在图Ｇ中Ｙ∈ＳＡ不是 Ｘ的邻接点，由配偶结点的定义
可知Ｙ和Ｘ是某一个复合体的父节点，因 Ｙ不是 Ｘ的
严格后代结点，由性质１可知存在子集 Ｂｄ（Ｘ）ＳＡ使
得Ｘ⊥Ｙ｜Ｂｄ（Ｘ），步骤１６中的条件不满足，因此 Ｙ不会
被添加到Ａｄｊ（Ｘ）中．

最后证明，如果在图Ｇ中Ｙ∈ＳＡ是Ｘ的配偶结点，
应用算法２后Ｙ∈ＳＰ（Ｘ），由上述证明可知，该结论显
然成立．

算法３作为修正阶段是由于如果 Ｘ，Ｙ是邻接的则
一定有Ｙ∈Ａｄｊ（Ｘ）且 Ｘ∈Ａｄｊ（Ｙ），同样的，如果 Ｘ，Ｙ互
为配偶结点则Ｙ∈ＳＰ（Ｘ）且 Ｘ∈ＳＰ（Ｙ）．因此算法３显
然是正确的．

算法３　进一步学习 ＳＰ（Ｘ）和Ａｄｊ（Ｘ）算法

１：ｆｏｒｅａｃｈＸ∈Ｖｄｏ
２：　　ｉｆＹ∈Ａｄｊ（Ｘ），ＸＡｄｊ（Ｙ）ｔｈｅｎ
３：　　　Ａｄｊ（Ｘ）←Ａｄｊ（Ｘ）＼｛Ｙ｝
４：　　ｅｎｄｉｆ
５：　　ｉｆＹ∈ＳＰ（Ｘ），ＸＳＰ（Ｙ）ｔｈｅｎ
６：　　　 ＳＰ（Ｘ）←ＳＰ（Ｘ）＼｛Ｙ｝
７：　　ｅｎｄｉｆ
８：ｅｎｄｆｏｒ

定理４给出了算法４的正确性证明．

算法４　结构恢复算法

１：ｆｏｒｅａｃｈＸ∈Ｖｄｏ
２：　　ｉｆＹ∈Ａｄｊ（Ｘ）ｔｈｅｎ
３：　　　ａｄｄｅｄｇｅＸ－Ｙ
４：　　ｅｎｄｉｆ
５：ｅｎｄｆｏｒ
６：ｆｏｒｅａｃｈＴ∈ＳＰ（Ｘ）ｄｏ
７：　　ｉｆＹ∈Ａｄｊ（Ｘ）ｓ．ｔ．Ｘ⊥／Ｔ｜Ｂ∪｛Ｙ｝［Ｐ］ｆｏｒ

ａｌｌＢＡｄｊ（Ｘ）＼｛Ｙ｝ｔｈｅｎ
８：　　　ｏｒｉｅｎｔＸ→Ｙ
９：　　ｅｎｄｉｆ

１０：ｅｎｄｆｏｒ

定理４　链图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），概率分布Ｐ忠实于图Ｇ，
假定独立性测试正确，且数据集 Ｄ是独立抽样的样本
集，则算法４能够恢复图Ｇ的骨架和所有复合体．

证明　先证明算法４能够恢复 Ｇ的骨架，由算法２
和算法３的证明可知该结论成立．

下证算法４能够恢复所有复合体有向边．首先说明
如果复合体有向边 Ｘ→Ｙ在 Ｇ中则算法４一定能够恢
复该有向边．如果在图 Ｇ中 Ｘ→Ｙ是复合体有向边，由
链图复合体的定义，则一定存在Ｔ∈ＳＰ（Ｘ），使得算法４
中步骤７的条件满足，从而能够恢复方向 Ｘ→Ｙ．下证，
如果算法４恢复了复合体有向边Ｘ→Ｙ，则Ｘ→Ｙ一定是
图Ｇ中的复合体有向边．考虑三元组 ＜Ｘ，Ｔ，Ｙ＞，Ｔ∈
ＳＰ（Ｘ），采用反证法证明，如果 Ｘ←Ｙ或 Ｘ－Ｙ在图 Ｇ
中，则Ｙ∈Ｂｄ（Ｘ）Ａｄｊ（Ｘ），Ｔ∈ＳＰ（Ｘ）因而ＴＳｄ（Ｘ），
由性质 １可知 Ｘ⊥Ｔ｜Ｂｄ（Ｘ），即存在包含 Ｙ的子集
Ａｄｊ（Ｘ）使得Ｘ和 Ｔ在该子集条件下独立，显然算法 ４
中步骤７的条件不满足，因此不能指向Ｘ→Ｙ，这与已知
矛盾，故复合体有向边Ｘ→Ｙ在Ｇ中．

４　实验测试与分析
　　为了评价ＧＳＣＧ算法性能，本节给出了不同类型误
差的响应曲线．并与文献［１３］中提出的 ＬＣＤ算法进行
了对比分析．文章中考虑三类误差：（１）ＴＰＲ：恢复结构
骨架中正确确定边占所有边的比例；（２）ＦＰＲ：恢复结
构骨架中错误确定边的个数与空缺边个数的比值；（３）
ＳＨＤ：恢复结构与标准结构相比，需要操作的次数，即
（ａ）添加或者移除一条边，（ｂ）增加、去除或者反转一条
边的方向．实验环境：操作系统 Ｗｉｎｄｏｗｓ７，ＣＰＵ为Ｐｅｎｔｉ
ｕｍ（Ｒ）３．２０ＧＨｚ，内存２．００ＧＢ．所有实验均通过 Ｒｉ３８６
３．１．３．ｌｎｋ实现．

实验参数ｐ（结点个数），ｎ（样本个数），Ｎ（每个结
点平均邻接点的个数）．取 ｐ∈（１０，２０，４０），ｎ∈（１００，
３００，１０００，３０００，１００００，３００００），Ｎ∈（２，３）．

针对每组（ｐ，Ｎ）依据文献［１３］的方法随机生成不
同链图，然后抽取样本容量为 ｎ的独立同分布样本．假
设检验过程考虑显著性水平（α＝０．０１，０．０５）．在不同
参数条件下，算法独立运行３０次的平均实验结果如图
１～４所示．

图１～３分别为本文算法和 ＬＣＤ算法在不同样本
容量、不同结点个数及邻接点个数上的 ＴＰＲ和 ＦＰＲ误
差分析曲线．图４为本文算法的ＳＨＤ响应曲线．实验结
果表明：ＴＰＲ随样本容量的增加而增大，尤其当结点个
数ｐ∈（１０，２０）时，随样本容量增加 ＴＰＲ接近于１．当显
著性水平取０．０１时ＬＣＤ算法的ＴＰＲ值较大，但当显著

６４４２
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性水平增大时ＬＣＤ算法的 ＴＰＲ值明显小于本文算法；
ＦＰＲ随样本容量的的增加而减小，但递减相对缓慢．与
ＬＣＤ算法相比较，在两种不同显著性水平下本文算法
的ＦＰＲ值都相对较小；综合对比试验 ＬＣＤ算法受显著
性水平的影响较大，而本文算法受显著性水平的影响

较小，因此在实验中选择较为常用的显著性水平００５
即可；由图４可以看出，当样本容量增加时，ＳＨＤ呈明显
的递减趋势．由上述实验结果可见：本文算法能够获得
较好的结构学习质量，尤其当结点个数相同时，算法对

Ｎ＝２的网络结构恢复相对Ｎ＝３时较好，更适用于稀疏
网络结构学习．

５　结论
　　链图模型作为一种工具，日益得到重视．从数据中学

习链图结构并进行推理和计算已成为该研究领域的重点

和难点问题．本文以基于约束满足的方法为基础，提出了
学习链图结构的 ＧＳＣＧ算法，文章从理论上证明了算法
的正确性，并通过对比实验说明了算法的有效性，为链图

结构学习提供了新的方案．该算法的优势在于它限定了
条件独立测试中条件集的大小，减少了条件独立测试的

次数，而且基于独立测试的方法实现简单，对于较大规模

的稀疏网络结构，该算法表现出良好的性能和精度．但由
于条件独立测试是以结点的整个邻接结点作为条件集

的，所以当网络中结点的邻接结点较多时，高阶条件独立
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测试计算复杂，且不可靠，故模型学习精度难以保证．因
此，下一步的重点工作是针对大规模的复杂网络结构学

习问题，提出相应的改进策略．
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