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代数商空间的同余结构研究
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　　摘　要：　商空间理论是粒计算最为重要的模型之一，现有的商空间模型的结构一般为拓扑结构．当论域结构是
代数结构时，拓扑结构中的等价关系已经不再适用，所以使用比等价关系约束更为严格的同余关系．当给定关系是非
同余等价关系时，则引入同余闭包和同余内核的概念来逼近非同余等价关系．本文系统的论证了同余闭包和同余内核
的求法以及一些相关性质与结论．以此为基础，对代数商空间模型合成进行系统的研究，为使用商空间理论解决代数
结构的复杂问题提供了理论基础．
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１　引言
　　Ｔ．Ｙ．Ｌｉｎ最早提出粒计算概念．模糊集，粗糙集，商
空间等理论均是粒计算的模型［１～５］．目前，粒计算仍没
有统一定义，一般认为粒计算是利用粒对复杂问题求

解的一切理论、方法、技术和工具［６］．
商空间理论是张钹院士和张铃教授提出的重要粒

计算模型．商空间理论引入结构来描述问题，当论域为
拓扑结构时，以论域上的等价关系 Ｒ为粒化规则［７，８］．
这是与其它粒计算模型最显著的区别，所以商空间理

论对问题具有更强大的描述与求解能力［９，１０］．张钹院士
和张铃教授已经对拓扑商空间模型进行了系统的研

究，形成了相应的理论体系［１１］．
作者所在课题组是国内较早对代数商空间模型进

行研究的，并获得了一定的成果．文献［１２］中对代数商
空间模型和拓扑商空间模型进行了对比研究．文献
［１３，１４］在文献［１２］的基础上对代数商空间模型进行
了更加深入的研究．以上研究中虽然均提到了同余闭
包的概念，却没有对代数商空间模型中的同余结构进

行研究，并且国外对此方向的研究较少．

２　同余闭包与同余内核定义及性质
　　本文只讨论代数商空间的论域与结构，即用二元
组（Ｘ，°）描述问题，其中 Ｘ表示问题的论域，°是论域的
结构，即代数的运算，本文讨论二元运算的情况．
２．１　同余关系，同余闭包及同余内核

在介绍同余闭包和同余内核之前，先介绍同余关

系的概念．
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定义１　设Ｒ是代数（Ｘ，°）上的等价关系，其对应
商集为Ｘ／Ｒ，若［ａ］＝［ｂ］∈Ｘ／Ｒ，对于ｃ∈Ｘ，有［ａ°ｃ］
＝［ｂ°ｃ］且［ｃ°ａ］＝［ｃ°ｂ］，则称 Ｒ是关于运算°的同余
关系．

同余关系又可有如下定义．
定义２　设Ｒ为代数（Ｘ，°）上的等价关系，其对应

商集为Ｘ／Ｒ，对［ａ］，［ｂ］∈Ｘ／Ｒ，满足［ａ°ｂ］＝［ｃ］∈
Ｘ／Ｒ，则称Ｒ为同余关系．

引理１　代数（Ｘ，°）上的全等关系 Ｅ和恒等关系 Ｉ
一定是同余关系．

引理２［１３］　代数（Ｘ，°）上任意个同余关系的交是
同余关系．

下面给出同余闭包的定义．
定义３　设 Ｒ为代数（Ｘ，°）上的等价关系，Ｃ（Ｒ）

为代数（Ｘ，°）上所有同余关系，ｃ（Ｒ）∈Ｃ（Ｒ），且 ｃ
（Ｒ）Ｒ，对于Ｒ＇∈Ｃ（Ｒ），Ｒ＇Ｒ有 ｃ（Ｒ）Ｒ＇，则称 ｃ
（Ｒ）为Ｒ的同余闭包．

可见，等价关系 Ｒ的同余闭包就是包含 Ｒ的最小
同余关系．

为了结构的完整性，下面给出与同余闭包对应的

同余内核的概念．
定义４　设 Ｒ为代数（Ｘ，°）上的等价关系，Ｃ（Ｒ）

为代数（Ｘ，°）上所有同余关系，Ｉｎｔ（Ｒ）∈Ｃ（Ｒ），且 Ｒ
Ｉｎｔ（Ｒ），对于Ｒ＇∈Ｃ（Ｒ），Ｒ＇Ｒ有Ｉｎｔ（Ｒ）Ｒ＇，则称
Ｉｎｔ（Ｒ）为Ｒ的同余内核．

可见，等价关系 Ｒ的同余内核就是包含于 Ｒ的最
大同余关系．

引理３［１３］　代数（Ｘ，°）上任意非空等价关系都存
在同余闭包．

根据引理２，可得到以下命题．
命题 １　设 Ｒ是（Ｘ，°）上任意非空等价关系，

Ｃ（Ｒ）为代数（Ｘ，°）上的所有同余关系，则 ｃ（Ｒ）＝
∩ＲＲα∈Ｃ（Ｒ）Ｒα．

同样，可以对应得出同余内核的性质．
引理４［１３］设 Ｒ是代数（Ｘ，°）上的等价关系，ａ，ｂ，ｃ

∈Ｘ，（ａ，ｃ），（ｂ，ｃ）∈Ｒ．若对ｘ∈Ｘ，（ｘ°ａ，ｘ°ｃ），（ａ°ｘ，
ｃ°ｘ）∈Ｒ且（ｘ°ｃ，ｘ°ｂ），（ｃ°ｘ，ｂ°ｘ）∈Ｒ，则（ｘ°ａ，ｘ°ｂ），
（ａ°ｘ，ｂ°ｘ）∈Ｒ．

由引理４可得出以下定理．
定理１　代数（Ｘ，°）上任意个同余关系的并的传递

闭包是同余关系．
证明　对于ｘ１，ｘ２∈ｔ（∪αＲα）是∪αＲα的传递闭

包，若（ｘ１，ｘ２）∈∪αＲα，则Ｒα０∈｛Ｒα｝α使得（ｘ１，ｘ２）∈
Ｒα０，由于 Ｒα０是同余关系，必满足对ｘ∈Ｘ，（ｘ°ｘ１，ｘ°
ｘ２），（ｘ１°ｘ，ｘ２°ｘ）∈Ｒα０ｔ（∪αＲα）；否则（ｘ１，ｘ２）
∪αＲα，由传递闭包定义可知，ｙ１＝ｘ１，ｙ２，…，ｙｍ＝ｘ２∈

Ｘ，使得（ｙｉ，ｙｉ＋１）∈ｔ（∪αＲα），ｉ＝１，２，…，ｍ－１，故对每
个ｉ，Ｒｉ∈｛Ｒα｝α，使得对ｘ∈Ｘ，（ｘ°ｙｉ，ｘ°ｙｉ＋１），（ｙｉ°
ｘ，ｙｉ＋１°ｘ）∈ｔ（∪αＲα），由引理４知，对ｘ∈Ｘ，（ｘ°ｘ１，ｘ°
ｘ２），（ｘ１°ｘ，ｘ２°ｘ）∈ｔ（∪αＲα）．因此 ｔ（∪αＲα）为同余
关系．

定理得证．
定理２　代数（Ｘ，°）上任意非空等价关系都存在同

余内核．
证明　设 Ｒ是（Ｘ，°）上任意非空等价关系，令

｛Ｒα｝α为 Ｘ上包含于 Ｒ的全体同余关系．设 Ｒ
 ＝

ｔ（∪αＲα）．因为恒等关系 ＩＲ且是同余关系，故｛Ｒα｝α
≠．又α，ＲαＲ

，若要Ｉｎｔ（Ｒ）＝Ｒ，只需证明Ｒ为
同余关系．由定理１可知Ｒ为同余关系，因此Ｉｎｔ（Ｒ）＝
Ｒ，命题得证．

根据定理１可得出以下命题．
命题 ２　设 Ｒ是（Ｘ，°）上任意非空等价关系，

Ｃ（Ｒ）为代数（Ｘ，°）上的所有同余关系，则 Ｉｎｔ（Ｒ）＝ｔ
（∪ＲＲα∈Ｃ（Ｒ）Ｒα）．

引理５［１３］　代数（Ｘ，°）上任意非空等价关系 Ｒ是
同余关系当且仅当ｃ（Ｒ）＝Ｒ．

同余内核有相似的结论．
定理３　代数（Ｘ，°）上任意非空等价关系Ｒ是同余

关系当且仅当Ｉｎｔ（Ｒ）＝Ｒ．
证明　若 Ｉｎｔ（Ｒ）＝Ｒ，显然 Ｒ是同余关系．另一方

面，若Ｒ是同余关系，且令｛Ｒα｝α为（Ｘ，°）上包含于 Ｒ
的全体同余关系，则 Ｒ∈｛Ｒα｝α．于是 Ｒｔ（∪αＲα）＝
Ｉｎｔ（Ｒ），根据同余内核定义 ＲＩｎｔ（Ｒ），因此 Ｉｎｔ（Ｒ）
＝Ｒ．
２．２　同余闭包和同余内核求法

拓扑商空间中，给定一个等价关系 Ｒ，就有一种商
拓扑结构与原拓扑结构对应．同样，在代数商空间中，新
粒度世界上是否也存在一种商结构与原结构对应．

定义５设Ｒ是代数（Ｘ，°）上的等价关系，ｐ：Ｘ→Ｘ／
Ｒ为投影．若商空间 Ｘ／Ｒ上存在运算°′，使得 ｐ是同态
映射，即对ｘ，ｙ∈Ｘ都有ｐ（ｘ°ｙ）＝ｐ（ｘ）°′ｐ（ｙ），则称°′

为商空间Ｘ／Ｒ上的商运算．
提出商运算的定义之后，自然想到在何种条件下

会得到商运算，所以有以下定理．
定理４　设Ｒ是代数（Ｘ，°）上的非空等价关系，则

商空间Ｘ／Ｒ存在商运算当且仅当ｃ（Ｒ）＝Ｒ．
证明　由根据引理５，原定理等价于商空间Ｘ／Ｒ存

在商运算当且仅当Ｒ是同余关系．下面证明命题成立．
（１）若Ｒ是同余关系，则可定义 Ｘ／Ｒ上的二元运

算°′，满足对ｘ，ｙ∈Ｘ，［ｘ］°′［ｙ］＝［ｘ°ｙ］．上述定理是
良定的，因为若［ｘ１］＝［ｘ２］且［ｙ１］＝［ｙ２］，由于 Ｒ是同
余关系，故［ｘ１°ｙ１］＝［ｘ２°ｙ２］．因此，［ｘ１］°

′［ｙ１］＝［ｘ１°

５３４２
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ｙ１］＝［ｘ２°ｙ２］＝［ｘ２］°
′［ｙ２］．ｐ满足同态性，故°

′是商

运算．
（２）若商空间Ｘ／Ｒ上存在商运算°′，则对ｘ，ｙ，ｗ，ｚ

∈Ｘ，当［ｘ］＝［ｙ］，［ｗ］＝［ｚ］时，有［ｘ°ｗ］＝［ｘ］°′［ｗ］
＝［ｙ］°′［ｚ］＝［ｙ°ｚ］，因此Ｒ是同余关系．
定理得证．
类似地，同余内核有相应结论．
定理５　设Ｒ是代数（Ｘ，°）上的非空等价关系，则

商空间Ｘ／Ｒ存在商运算当且仅当Ｉｎｔ（Ｒ）＝Ｒ．
证明过程与定理４类似．
等价关系 Ｒ不一定是同余关系，但等价关系 Ｒ存

在同余闭包和同余内核，所以求等价关系 Ｒ的同余闭
包ｃ（Ｒ）和同余内核Ｉｎｔ（Ｒ）是至关重要的．

定义６　设Ｒ为代数（Ｘ，°）上的等价关系，其对应
商集为Ｘ／Ｒ，若［ａ］，［ｂ］∈Ｘ／Ｒ，定义［ａ］°［ｂ］＝｛ｘ°ｙ｜ｘ
∈［ａ］，ｙ∈［ｂ］｝，称之为等价类积．

下面介绍同余闭包求法．
定理６　设Ｒ是代数（Ｘ，°）上的等价关系，其对应

的商集为Ｘ／Ｒ＝｛Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ｝，令Ｐ＝Ｘ／Ｒ，对于ｉ，ｊ，
等价类积Ｂ＝Ａｉ°Ａｊ，Ｍ＝｛Ａｉ｜Ｂ∩Ａｉ≠，Ａｉ∈Ｐ｝，若｜Ｍ｜
≥２，则Ｐ＝（Ｐ－Ｍ）∪ （∪Ａｉ∈ＭＡｉ），否则 Ｐ不变．直至
ｉ，ｊ，Ｂ∈Ｐ，此时代数（Ｘ，°）上的等价关系 Ｒ的同余闭
包ｃ（Ｒ）所对应的划分是Ｐ．

证明　由定理６易知 ｃ（Ｒ）Ｒ，先证 ｃ（Ｒ）是同余
关系．由于终止条件是对于ｉ，ｊ，Ｂ∈Ｐ，根据定义２，ｃ
（Ｒ）是同余关系．

再证明ｃ（Ｒ）是Ｒ的同余闭包．
若Ｒ是同余关系，则ｃ（Ｒ）＝Ｒ，此时ｃ（Ｒ）是Ｒ的同

余闭包；若Ｒ不是同余关系，假设存在包含 Ｒ的同余关
系Ｒ′ｃ（Ｒ），又终止条件是对ｉ，ｊ，Ｂ∈Ｐ，所以对于
Ｒ′，Ａｉ，Ａｊ使得Ａｉ°ＡｊＸ／Ｒ

′，所以 Ｒ′不是同余关系，即
不存在同余关系Ｒ′ｃ（Ｒ），综上ｃ（Ｒ）是等价关系Ｒ的
同余闭包．

定理得证．
例：设代数（Ｘ，°），其中 Ｘ＝｛０，１，２，３，４，５｝，°＝

＋６，给定等价关系Ｒ使得Ｘ／Ｒ＝｛｛０｝，｛１｝，｛３｝，｛４｝，
｛２，５｝｝．求等价关系Ｒ的同余闭包ｃ（Ｒ）．

｛０｝＋６｛０｝＝｛０｝，此时｜Ｍ｜＝１，Ｐ不变；
｛０｝＋６｛１｝＝｛１｝，此时｜Ｍ｜＝１，Ｐ不变；
…

｛１｝＋６｛２，５｝＝｛０，３｝，此时｜Ｍ｜＝｜｛｛０｝，｛３｝｝｜
＝２，Ｐ＝（｛｛０｝，｛１｝，｛３｝，｛４｝，｛２，５｝｝－｛｛０｝，｛３｝｝）
∪｛０，３｝＝｛｛０，３｝，｛１｝，｛４｝，｛２，５｝｝；

…

最后Ｘ／ｃ（Ｒ）＝｛｛０，３｝，｛１，４｝，｛２，５｝｝．
对应地，同余内核的求法如下．

定理７　设Ｒ是代数（Ｘ，°）上的等价关系，其对应
的商集为Ｘ／Ｒ＝｛Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ｝，令Ｐ＝Ｘ／Ｒ，对于ｉ，ｊ，
等价类积Ｂ＝Ａｉ°Ａｊ，Ｍ＝｛Ａｉ｜Ｂ∩Ａｉ≠，Ａｉ∈Ｐ｝，若｜Ｍ｜
≥２，则Ｐ＝（Ｐ－Ｍ）∪ ｛Ａｉ∩Ｂ｜Ａｉ∈Ｍ｝∪ ｛Ａｉ－Ａｉ∩Ｂ｜
Ａｉ∈Ｍ｝，否则Ｐ不变．直至ｉ，ｊ，Ｂ∈Ｐ，此时代数（Ｘ，°）
上的等价关系Ｒ的同余闭包Ｉｎｔ（Ｒ）对应的划分是Ｐ．

证明过程与定理６类似．
例：设代数（Ｘ，°），其中 Ｘ＝｛０，１，２，３，４，５｝，°＝

＋６，给定等价关系Ｒ使得Ｘ／Ｒ＝｛｛１，４｝，｛０，２，３，５｝｝．
求等价关系Ｒ的同余内核Ｉｎｔ（Ｒ）．

｛１，４｝＋６｛１，４｝＝｛２，５｝，此时｜Ｍ｜＝１，Ｐ不变；
｛１，４｝＋６｛０，２，３，５｝＝｛０，１，３，４｝，此时｜Ｍ｜＝２，Ｐ

＝（｛｛１，４｝，｛０，２，３，５｝｝－｛｛１，４｝，｛０，２，３，５｝｝）∪
｛｛１，４｝｝∪｛｛０，３｝｝∪｛｛２，５｝｝＝｛｛１，４｝，｛０，３｝，｛２，
５｝｝．

最后Ｘ／Ｉｎｔ（Ｒ）＝｛｛１，４｝，｛０，３｝，｛２，５｝｝．
目前，国内对代数商空间模型的同余结构研究很

少，很难找到相似算法与定理 ６和定理 ７进行对比
研究．

３　代数商空间合成
　　在商空间理论中把不同粒度世界综合成一个粒度
世界的问题就是商空间合成问题．下面分别利用同余
闭包和同余内核在论域和结构合成方面进行分析．
３．１　论域合成

根据已有的拓扑商空间的论域合成方法，在代数

商空间的论域合成时有如下命题．
命题３　设Ｒ１，Ｒ２是问题（Ｘ，°）上的任意两个同余

关系，则Ｒ３＝Ｒ１∩Ｒ２是Ｒ１，Ｒ２的合成，记作Ｒ１·Ｒ２．
对问题（Ｘ，°）求解时，若 Ｒ１和 Ｒ２为非同余等价关

系，可以分别求得Ｒ１，Ｒ２的同余闭包（同余内核）．根据
命题３，Ｒ３＝ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）（Ｒ３＝Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）），
由引理２得，Ｒ３为同余关系，根据定理４，合成空间存在
商运算．也可先将两个等价关系合成，再在合成空间的
论域上求同余闭包（同余内核），即 Ｒ３＝ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）（Ｒ３
＝Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２））．
下面介绍两种合成方法具有何种关系．
命题４　设 Ｒ１，Ｒ２是代数（Ｘ，°）上的两个等价关

系，则

（１）ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）．
（２）Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）．
证明　（１）由定义３可知，ｃ（Ｒ１）Ｒ１，ｃ（Ｒ２）Ｒ２，

根据引理２和引理５，ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）ｃ（ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２））＝
ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）．

（２）由定义４可知，Ｉｎｔ（Ｒ１）Ｒ１，Ｉｎｔ（Ｒ２）Ｒ２，根
据引理 ２和定理 ３，Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）Ｉｎｔ（Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ
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（Ｒ２））＝Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）．
命题得证．

３．２　结构合成
对于问题（Ｘ，°）上的两个等价关系 Ｒ１和 Ｒ２，可以

分别求它们的同余闭包ｃ（Ｒ１）和 ｃ（Ｒ２），然后根据命题
３对论域进行合成，在结构合成时有如下定理．

引理６［１２］　设（Ｘ１，°１），（Ｘ２，°２）是（Ｘ，°）的两个商
空间，Ｘ３＝Ｘ１·Ｘ２，°３：Ｘ３×Ｘ３→Ｘ３满足，对［ｘ］３∈Ｘ３，
［ｘ］３°３［ｙ］３＝（［ｘ］１°１［ｙ］１）∩（［ｘ］２°２［ｙ］２），则°３可定
义，且°３是Ｘ３上相对于°的商运算，同时°１，°２是在 Ｘ１，
Ｘ２上相对于°３的商运算．

例：设问题为代数（Ｘ，°），其中 Ｘ＝｛０，１，２，３，４，
５｝，°＝＋６．设（Ｘ１，°１），（Ｘ２，°２）是（Ｘ，°）的两个商空
间，给定（Ｘ，°）上的两个等价关系 Ｒ１和 Ｒ２，Ｘ／Ｒ１ ＝
｛｛０｝，｛１｝，｛３｝，｛４｝，｛２，５｝｝，则根据定理６，Ｘ１＝Ｘ／ｃ
（Ｒ１）＝｛｛０，３｝，｛１，４｝，｛２，５｝｝，°１＝［＋６］ｃ（Ｒ１）；同理，
Ｘ／Ｒ２＝｛｛０｝，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４，５｝｝，Ｘ２＝Ｘ／ｃ（Ｒ２）＝
｛０，１，２，３，４，５｝，°２＝［＋６］ｃ（Ｒ２）．那么 Ｒ３＝ｃ（Ｒ１）∩ｃ
（Ｒ２），Ｘ３＝Ｘ／Ｒ３＝｛｛０，３｝，｛１，４｝，｛２，５｝｝．根据引理
６，商运算°３的运算规则如下．

｛０，３｝°３｛０，３｝＝（｛０，３｝°１｛０，３｝）∩（｛０，１，２，３，
４，５｝°２｛０，１，２，３，４，５｝）＝｛０，３｝，

…

｛２，５｝°３｛２，５｝＝（｛２，５｝°１｛２，５｝）∩（｛０，１，２，３，
４，５｝°２｛０，１，２，３，４，５｝）＝｛１，４｝．

可将商运算°３的运算规则总结成下表．
表１　°３运算规则表

°３ ｛０，３｝ ｛１，４｝ ｛２，５｝

｛０，３｝ ｛０，３｝ ｛１，４｝ ｛２，５｝

｛１，４｝ ｛１，４｝ ｛２，５｝ ｛０，３｝

｛２，５｝ ｛２，５｝ ｛０，３｝ ｛１，４｝

　　在上例中，若论域合成时，合成方法为 Ｒ′３＝ｃ（Ｒ１∩
Ｒ２），求解过程如下．

Ｘ／（Ｒ１∩Ｒ２）＝｛｛０｝，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝｝，此
时Ｒ１∩Ｒ２＝Ｉ，则ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）＝Ｉ，Ｘ

′
３＝｛｛０｝，｛１｝，｛２｝，

｛３｝，｛４｝，｛５｝｝，根据定义 ５，求得合成空间商运算°′３
＝＋６．
根据命题４，二者虽然可能得到的结果相同，但不

论在论域合成，还是求商运算，二者使用的方法完全

不同．
下面介绍利用同余内核对代数问题进行合成．
根据上例，Ｘ／Ｉｎｔ（Ｒ１）＝｛｛０｝，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，

｛５｝｝，Ｘ／Ｉｎｔ（Ｒ２）＝｛｛０｝，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝｝，
Ｒ３＝Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２），Ｘ／Ｒ３＝｛｛０｝，｛１｝，｛２｝，｛３｝，
｛４｝，｛５｝｝，根据引理６可得°３运算规则如下表．

表２　°３运算规则表

°３ ０ １ ２ ３ ４ ５
０ ０ １ ２ ３ ４ ５
１ １ ２ ３ ４ ５ ０
２ ２ ３ ４ ５ ０ １
３ ３ ４ ５ ０ １ ２
４ ４ ５ ０ １ ２ ３
５ ５ ０ １ ２ ３ ４

　　如果在论域合成时，若合成方法为 Ｒ′３＝Ｉｎｔ（Ｒ１∩
Ｒ２），此时Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）与 Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）相等，合成
结果相同．
３．３　同余闭包和同余内核的一致性研究与意义

本节将会研究命题４中两个结论的一致性，并讨论
其应用意义．
３．３．１　同余闭包和同余内核的一致性

（１）ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）和ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）的一致性
首先，当Ｒ１和Ｒ２都是同余关系时，Ｒ１∩Ｒ２是同余

关系，此时ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）＝Ｒ１∩Ｒ２＝ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）；其次，
当ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）为恒等关系时，由命题４得，ｃ（Ｒ１∩
Ｒ２）也为恒等关系，所以ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）＝ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）；再
次，当ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）为全等关系时，由命题４得，ｃ（Ｒ１）∩ｃ
（Ｒ２）也为全等关系，所以ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）＝ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）；
最后，当ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）＝ｃ（Ｒ１）时，此时 ｃ（Ｒ１）＝ｃ（Ｒ１∩
Ｒ２）ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）ｃ（Ｒ１），所以 ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）＝ｃ（Ｒ１）
∩ｃ（Ｒ２），当ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）＝ｃ（Ｒ２）时，同理可证．

除上述情况，ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）．
（２）Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）和Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）的一致性．
首先，当Ｒ１和Ｒ２都是同余关系时，Ｒ１∩Ｒ２是同余

关系，此时Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）＝Ｒ１∩Ｒ２＝Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）；
其次，当 Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）为恒等关系时，由命题 ４得，Ｉｎｔ
（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）也为恒等关系，所以 Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）
＝Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）．再次，当Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）为全等关系
时，由命题 ４得，Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）也为全等关系，所以 Ｉｎｔ
（Ｒ１∩Ｒ２）＝Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）；最后，当 Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ
（Ｒ２）＝Ｉｎｔ（Ｒ１）时，此时Ｉｎｔ（Ｒ１）＝Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）
Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）Ｉｎｔ（Ｒ１），所以Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）＝Ｉｎｔ（Ｒ１
∩Ｒ２），当Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）＝Ｉｎｔ（Ｒ２）时，同理可证．

除上述情况，Ｉｎｔ（Ｒ１∩Ｒ２）Ｉｎｔ（Ｒ１）∩Ｉｎｔ（Ｒ２）．
３．３．２　同余闭包和同余内核的应用意义

代数商空间合成时，设 Ｒ１，Ｒ２是代数（Ｘ，°）上的两
个等价关系，使用ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）进行合成时，若分别知
道ｃ（Ｒ１）和ｃ（Ｒ２），可按引理６对商运算进行合成，但这
种方法需要分别求得Ｒ１和Ｒ２的同余闭包．当使用ｃ（Ｒ１
∩Ｒ２）进行合成时，此时仅需要求解一次同余闭包，从
而减少了同余闭包的求解过程，但需要根据定义５求解
合成空间的商运算．对于同余内核结论相同．

例如在文献［１３］中，研究了代数商空间在网络安
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全传输过程中的应用，在分层时，需要以特定属性的同

余关系来划分同余类，但这种方法是理想化的．在庞大
的网络下，获得特定属性的同余关系极为困难，而获得

等价关系较为容易，再根据定理６或定理７来近似得到
特定属性的同余关系，以便使用代数商空间理论进行

分层．

４　结语
　　对于代数结构问题（Ｘ，°），仅给出一个等价关系
Ｒ，并不一定能够得到它的商空间．所以需要约束能力
更强的同余关系．但不是所有的等价关系都是同余关
系，当给定非同余等价关系时，需要求得等价关系的同

余闭包或同余内核．本文给出了同余闭包和同余内核
求法．所以文中构造了一对相对应的结构来近似的替
代原非同余等价关系．本文还引出了两种代数商空间
的合成方法，并对合成结果进行分析，并在最后讨论了

同余闭包和同余内核的一致性及意义．本文将商空间
理论和相关代数理论结合更加紧密，为代数结构问题

使用商空间理论进行求解提供了理论依据．
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