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不确定分数阶高维混沌系统的

自适应滑模同步

毛北行，王东晓
（郑州航空工业管理学院数学学院，河南郑州４５００１５）

　　摘　要：　混沌及其同步已经成为研究的热点，随着分数阶混沌系统建模的需要，分数阶低阶混沌系统的同步控
制已经取得了很多结果，国内外针对分数阶高维混沌系统的同步控制方面的研究还十分罕见，本文考虑了不确定因素

和外部扰动的影响，利用自适应滑模方法研究高维不确定分数阶混沌系统的同步，基于同步控制理论给出了滑模函数

的设计和控制器的构造，获得分数阶高维不确定混沌系统的自适应滑模同步的充分条件．研究结论说明：设计恰当的
滑模函数、控制器和适应规则条件下不确定分数阶高维混沌系统取得自适应滑模同步，并把分数阶的相关结论平推到

了整数阶，用仿真例子对分数阶高维混沌系统取得滑模同步充分条件的正确性进行了验证．
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１　引言
　　混沌自２０世纪６０年代被提出以来就备受瞩目，针
对非线性混沌系统的同步控制吸引着广大混沌同步爱

好者的关注［１～３］．近３０年来，随着人们对分数阶微积分

的深入研究，众多学者开始关注分数阶系统的同步问

题，并取得了丰富的研究性成果［４～７］．针对非线性分数
阶混沌系统所采用的滑模方法被广泛采用并取得了很

好的控制效果，例如：文献［８］研究一类整数阶分数阶
单摆混沌系统的同步，文献［９］用终端滑模方法研究分
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数阶单摆混沌系统的同步问题．文献［１０］研究分数阶
不确定Ｇｅｎｅｓｉｏ系统的反演滑模同步，给出了反演滑模
同步方法的一般设计．文献［１１］研究分数阶不确定
ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ混沌系统的自适应同步．文献［１２］研究不
确定分数阶Ｓｐｒｏｔｔ系统的滑模同步．另一方面，高维混
沌系统极具代表性和富有挑战性，因而被广泛关注．例
如：文献［１３］研究一类高维动力系统的混沌预测与同
步方法．文献［１４］研究一类高维混沌动力学系统的分
析与仿真，文献［１５］研究一类 Ｌｏｒｅｎｚ型高维混沌系统
的同步方法．文献［１６］研究一类高维复杂碰撞振动系
统的分岔及混沌演化．几乎现实世界中绝大部分实际
系统都是分数阶的，由于分数阶系统建模的需要，因而

用分数阶微分方程建立数学模型就显得尤为重要，并

且也最贴近工程实际情况．由于分数阶微积分的引入，
伴随着分数阶微积分在近几十年来的迅猛发展和广泛

应用，针对分数阶高维非线性混沌系统如何计出简洁

的滑模函数，取得良好的同步效果，该问题一直困扰着

广大同步爱好者，同时该问题成为解决混沌同步由低

维系统迈向高维系统的重大突破．由于模型本身或多
或少都会受到不确定性因素和外部扰动的影响，因而

在考虑上述问题时必须把系统建模为不确定性系统．
由于该问题长久以来不受重视，且该问题还没又被系

统的研究过，而此类问题的解决对于研究复杂的混沌

问题，比如：庞大复杂的工程系统，该类系统在工程实际

中有广阔的应用前景．受上述研究的影响，本文利用自
适应滑模控制方法研究了带有模型不确定性和外部扰

动下一般高维混沌系统的同步问题，通过设计合适的

滑模函数，控制器，自适应律从而得到高维混沌系统自

适应滑模同步的两个充分条件．

２　模型与预备
　　作为基础知识，在此引入分数阶微分．

定义１［１７］　Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义为

　　Ｄｑｔ０，ｔｘ（ｔ）＝Ｄ
－（ｎ－ｑ）
ｔ０，ｔ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ｔ）

＝ １
Γ（ｎ－ｑ）∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）ｎ－ｑ－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ，

　ｎ－１＜ｑ＜ｎ∈Ｚ＋

本文研究对象是高维分数阶混沌系统，可由分数

阶微分方程描述为

Ｄｑｔｘ１＝ｘ２
Ｄｑｔｘ２＝ｘ３


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）
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以式（１）为主系统，从系统设计为

Ｄｑｔｙ１＝ｙ２
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

Ｄｑｔｙｎ－１＝ｙｎ
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其中Δｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）为不确定项，ｒ（ｔ）为外扰，ｕ（ｔ）
为控制器，定义εｉ＝ｙｉ－ｘｉ，式（２）与式（１）相减得到误
差系统方程为

Ｄｑｔε１＝ε２
Ｄｑｔε２＝ε３



Ｄｑｔεｎ－１＝εｎ
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本文假设如下：

Ｈ１：设存在未知参数ｍ，ｎ＞０使得
Δｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ） ＜ｍ，ｒ（ｔ） ＜ｎ．

Ｈ２：假设（ｎ－１）（ｑ－１）＋１＞０
引理１［１８］　若ｘ（ｔ）为连续可微的函数，Ｄｑｔ为分数

阶微分，则下述不等式成立

１
２Ｄ

ｑ
ｔ（ｘ

Ｔ（ｔ）ｘ（ｔ））≤ｘＴ（ｔ）Ｄｑｔ（ｘ（ｔ））．

引理２［１８］　设Ｖ（ｔ）＝１２（ｙ
２
１（ｔ）＋ｙ

２
２（ｔ）），若存在

常数ｋ＞０，使得 ＤｑｔＶ（ｔ）≤ －ｋｙ
２
１（ｔ）．则 ｙ

２
１（ｔ）≤２Ｖ（０）

Ｅｑ，１（－２ｋｔ
ｑ）．其中Ｅα，β（·）表示双参数ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函

数，则ｙ１（ｔ）是ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ稳定的且ｌｉｍＴ→!

‖ｙ１（ｔ）‖＝０

定义２［１９］　设函数 ｆ（ｔ）当 ｔ≥０时有定义且积分

∫
＋
!

ａ
ｆ（ｔ）ｅ－Θｔｄｔ，（其中 Θ是一个复参量）在 Θ的某一域

内收敛，则Ｆ（Θ）＝∫
＋
!

ａ
ｆ（ｔ）ｅ－Θｔｄｔ称为函数ｆ（ｔ）的拉普

拉斯变换，记为Ｆ（Θ）＝Ｌ｛ｆ（ｔ）｝．
引理３［１９］　设函数 ｆ（ｔ）定义在（０，＋

!

）上，则其

Ｃａｐｔｕｏ型分数阶导数的拉普拉斯变换公式为

Ｌ（Ｄｑｔｆ（ｔ））＝Θ
ｑＦ（Θ）－∑

ｎ－１

ｊ＝０
ｆ（ｊ）（０）Θｑ－ｊ－１．

３　主要结果
　　定理１　若 Ｈ１、Ｈ２成立，且误差函数 ε１（ｔ），存在

Ｌａｐｌａｃｅ变换，则通过构造滑模函数ｓ＝εｎ（ｔ）＋ｋε１（ｔ），ｋ
＞０设计控制律 ｕ＝－ｋε２－ｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）＋ｆ（ｘ１，

６７７
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ｘ２，…，ｘｎ，ｔ）－（ｍ^ ＋ｎ^＋η ｓ）ｓｇｎｓ及 自 适应

律
Ｄｑｔｍ^＝ ｓ，^ｍ（０）＝ｍ^０
Ｄｑｔ^ｎ＝ ｓ，^ｎ（０）＝^ｎ{

０

．

其中 ｍ^，^ｎ为对ｍ，ｎ的估计值，η＞０则式（１）与式（２）
是自适应滑模同步的．

证明　在滑模面上必有ｓ＝０，所以εｎ＋ｋε１＝０从
而Ｄ（ｎ－１）ｑｔ ε１＋ｋε１＝０，由定义２、引理３对上式两边使用
Ｌａｐｌａｃｅ变换，记Ｅ１（Θ）＝Ｌ（ｅ１（ｔ）），从而得到

［Θ（ｎ－１）ｑＥ１（Θ）－Θ
（ｎ－１）ｑ－１ε１（０）－Θ

（ｎ－１）ｑ－２ε１（０）
－…－Θ（ｎ－１）（ｑ－１）＋１ε（（ｎ－１）ｑ＋ｎ－２）１ （０）］＋ｋＥ１（Θ）＝０

根据Ｌａｐｌａｃｅ终值定理，
ｌｉｍ
ｔ→!

ε１（ｔ）＝ｌｉｍΘ→０ΘＥ１（Θ）

＝ｌｉｍ
Θ→ {０ Θ

（ｎ－１）ｑε１（０）＋Θ
（ｎ－１）ｑ－１ε１（０）

Θ（ｎ－１）ｑ＋ｋ
＋…＋

　
Θ（ｎ－１）（ｑ－１）＋２ε（（ｎ－１）ｑ＋ｎ－２）１ （０）

Θ（ｎ－１）ｑ＋ }ｋ
＝０

ε１→０Ｄ
ｑ
ｔε１＝ε２→０，…，Ｄ

ｑ
ｔεｎ－１＝εｎ→０

不在滑模面时，设计

Ｖ（ｔ）＝１２ｓ
２＋１２（^ｍ－ｍ）

２＋１２（^ｎ－ｎ）
２，

由引理１，得到
ＤｑｔＶ≤ｓＤ

ｑ
ｔｓ＋（^ｍ－ｍ）Ｄ

ｑ
ｔｍ^＋（^ｎ－ｎ）Ｄ

ｑ
ｔ^ｎ

≤ｓ［Ｄｑｔεｎ＋ｋＤ
ｑ
ｔε１］＋（^ｍ－ｍ）ｓ＋（^ｎ－ｎ）ｓ

＝ｓ［ｋε２＋ｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）－ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｔ）
　＋Δｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）＋ｒ（ｔ）＋ｕ（ｔ）］
　＋（^ｍ－ｍ）ｓ＋（^ｎ－ｎ）ｓ
≤ ｓ（ｍ＋ｎ）－ ｓ（^ｍ＋^ｎ）－η ｓ２

　 ＋（^ｍ－ｍ）ｓ＋（^ｎ－ｎ）ｓ
＝－η ｓ２＜０

由引理２，得到ｓ→０
作为高维分数阶混沌系统的特例，以下研究高维

整数阶混沌系统，可由微分方程描述如下

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝ｘ３


ｘｎ－１＝ｘｎ
ｘｎ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｔ













）

（４）

以式（４）为主系统，设计从系统为
ｙ１＝ｙ２
ｙ２＝ｙ３


ｙｎ－１＝ｙｎ
ｙｎ＝ｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）＋ｒ（ｔ）
　　＋Δｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）＋ｕ（ｔ















）

（５）

其中Δｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）为不确定项，ｒ（ｔ）为外扰，ｕ（ｔ）
为控制器，定义εｉ＝ｙｉ－ｘｉ，定义 εｉ＝ｙｉ－ｘｉ，式（５）与式
（４）相减得到式（６）：

ε１＝ε２
ε２＝ε３


εｎ－１＝εｎ
εｎ＝ｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）－
　　ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｔ）＋ｒ（ｔ）＋
　　Δｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）＋ｕ（ｔ















）

（６）

定理２　若（Ｈ１）成立，构造滑模函数 ｓ＝εｎ（ｔ）＋
ｋε１（ｔ）．设计控制律 ｕ＝－ｋε２－ｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）＋
ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｔ）－（ｍ^＋ｎ^＋η）ｓｇｎｓ及自适应

律
ｍ^
·

＝ ｓ，^ｍ（０）＝ｍ^０

ｎ^
·

＝ ｓ，^ｎ（０）＝^ｎ{
０

．

其中 ｍ^，^ｎ为对ｍ，ｎ估计值，η＞０则式（４）与式（５）是
自适应滑模同步的．

证明　证明过程类似定理１，略．

４　仿真例子
　　例１　不妨以三维分数阶 ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ混沌系统及
二维分数阶单摆系统为例．

Ｄｑｔｘ１＝ｘ２
Ｄｑｔｘ２＝ｘ３
Ｄｑｔｘ３＝－ｂ１ｘ１－ｂ２ｘ２－ｂ３ｘ３＋ｂ４ｘ

{ ５
１

（７）

ｂ１＝－２，ｂ２＝３５，ｂ３＝０３，ｂ４＝－１，ｑ＝０９２８吸引子
相图如图１

以系统（７）为主系统，从系统设计为
Ｄｑｔｙ１＝ｙ２
Ｄｑｔｙ２＝ｙ３
Ｄｑｔｙ３＝－ｂ１ｙ１－ｂ２ｙ２－ｂ３ｙ３＋ｂ４ｙ

５
１

　　　＋Δｆ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｔ）＋ｒ（ｔ）＋ｕ（ｔ










）

（８）

７７７
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其中Δｆ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｔ）为不确定项，ｒ（ｔ）为有界外扰，ｕ（ｔ）
为控制器，定义εｉ＝ｙｉ－ｘｉ，得

Ｄｑｔε１＝ε２
Ｄｑｔε２＝ε３
Ｄｑｔε３＝－ｂ１ε１－ｂ２ε２－ｂ３ε３＋ｒ（ｔ）＋ｂ４（ｙ

５
１－ｘ

５
１）

　　　＋Δｆ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｔ）＋









 ｕ

（９）
其中，Δｆ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｔ）＝０１ｙ１ｃｏｓｔ，ｒ（ｔ）＝０１ｃｏｓｔ，此时
构造滑模面ｓ＝ε３（ｔ）＋ｋε１（ｔ），控制器
　　　ｕ＝ｋε２＋ｂ１ε１＋ｂ２ε２＋ｂ３ε３

－ｂ４（ｙ
５
１－ｘ

５
１）－（^ｍ＋^ｎ＋ηｓ）ｓｇｎｓ．

应用自适应律
Ｄｑｔｍ^＝ ｓ，^ｍ（０）＝ｍ^０
Ｄｑｔ^ｎ＝ ｓ，^ｎ（０）＝^ｎ{

０

，系统误差如图２．

例２　分数阶单摆混沌可描述为
Ｄｑｔｘ１＝ｘ２
Ｄｑｔｘ２＝－γｘ２－ｇＬ

－１ｓｉｎｘ{
１

（１０）

其中，ｇ＝１０，Ｌ＝１，γ＝０４６，ｑ＝０８６是呈现混沌态，系
统的吸引子相图如图３．

以式（１０）为主系统，设计从系统为
Ｄｑｔｙ１＝ｙ２
Ｄｑｔｙ２＝－γｙ２－ｇＬ

－１ｓｉｎｙ１
　　　＋Δｆ（ｙ１，ｙ２，ｔ）＋ｒ（ｔ）＋ｕ（ｔ

{
）

（１１）

定义εｉ＝ｙｉ－ｘｉ，ｉ＝１，２则
Ｄｑｔε１＝ε２
Ｄｑｔε２＝－γε２－ｇＬ

－１ｓｉｎｙ１
　　　＋ｇＬ－１ｓｉｎｘ１＋ｒ（ｔ）＋ｕ（ｔ）
　　　＋Δｆ（ｙ１，ｙ２，ｔ










）

（１２）

其中，不确定项Δｆ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｔ）＝－０１ｙ１ｃｏｓｔ，有界外扰
ｒ（ｔ）＝０１ｃｏｓｔ，设置初始值为 ｘ１（０）＝０５，ｘ２（０）＝１，
ｙ１（０）＝１５，ｙ２（０）＝１２设计滑模面 ｓ＝ε２（ｔ）＋
ｋε１（ｔ），ｋ＞０控制器
　　　ｕ＝－（ｋ＋γ）ε２－ｇＬ

－１ｓｉｎｙ１
＋ｇＬ－１ｓｉｎｘ１－（^ｍ＋^ｎ＋η）ｓｇｎｓ

应用自适应律
ｍ^
·

＝ ｓ，^ｍ（０）＝ｍ^０

ｎ^
·

＝ ｓ，^ｎ（０）＝^ｎ{
０

，（^ｍ（０），^ｎ（０））＝

（０３，０２），系统误差如图４

对类似于式（１）为主系统，式（２）为从系统的分数
阶高阶混沌系统构造滑模函数

　　　ｓ＝εｎ（ｔ）＋ｋε１（ｔ），ｋ＞０
ｕ＝－ｋε２－ｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ，ｔ）＋
　　ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｔ）－（^ｍ＋^ｎ＋ηｓ）ｓｇｎｓ

应用自适应律
Ｄｑｔｍ^＝ ｓ，^ｍ（０）＝ｍ^０
Ｄｑｔ^ｎ＝ ｓ，^ｎ（０）＝^ｎ{

０

．

由于高维混沌系统没有办法做出吸引子图和误差

曲线，因此常用的仿真办法都是用低维系统来演示高

维系统．而对于一般的分数阶非线性高阶混沌系统，设
计本文提出的滑模面则不适用，针对该类混沌系统设

计滑模方法也很多，但文中提出的方法滑模函数简单，

８７７
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且分数阶的结论可以简单地平推到整数阶去，而对于

一般意义上的分数阶高阶非线性混沌系统设计的滑模

函数要比文中的滑模函数复杂得多，且控制效果也有

限，对于该类系统设计出简洁的滑模面同时考虑到控

制效果，是全新的挑战．就本篇文章而言，文中设计的滑
模函数对于形如式（１）为主系统，式（２）为从系统的一
大类混沌系统具有普适性，也为众多滑模混沌同步爱

好者提供了宝贵的思路与方法．

５　结论
　　研究高维分数阶不确定混沌系统的适应滑模同步
问题，通过设计合适的滑模函数，控制器，自适应律从而

得到高维混沌系统自适应滑模同步的两个充分条件，

研究结论说明满足一定的假设下不确定混沌系统可以

取得自适应滑模同步．研究的方法不仅对分数阶系统
成立，相关结论对整数阶系统也是成立的．
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