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高阶 Hopfield型神经网络的定性分析
关治洪 ,孙德宝 ,沈建京

(华中理工大学控制科学与工程系 ,武汉 430074)

　　摘　要 :　本文讨论高阶连续型 Hopfield神经网络平衡态的性质 ,包括平衡态的存在唯一性和稳定性.借助于 Ba2
nach不动点原理和 Lyapunov方法得到了若干平稳态存在唯一和全局渐近稳定的充分条件.作为特例 ,获得了一阶连续

型 Hopfield神经网络稳定性的新判据.
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Qualitative Analysis of High2Order Hopfield Neural Networks
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Abstract :　Qualitative properties of a class of high2order Hopfield neural networks are studied in this paper. Several fundamental

issues such as global exponential stability ,existence ,and uniqueness of the equilibrium of such networks are established by means of

Liapunov function and Banach fixed point principle. As a special case ,some new stability criteria are obtained for the corresponding

one2order Hopfield neural networks.
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1　引言
　　由于高阶神经网络在网络的逼近能力、收敛速度、存储水

平和容错能力等多方面较之一阶神经网络具有更强的功能 ,

因而高阶神经网络的研究愈来愈受到人们的重视 [1～7 ] . Hop2
field型神经网络是一类典型的神经网络 ,它在联想记忆和最

优化计算等方面具有重要作用.根据其不同的应用 ,需对其平

衡态作不同的定性分析.对于最优化计算神经网络 ,理想情形

是有且只有一个全局渐近稳定平衡态 [6 ] ,此时定性分析的目

的在于寻求网络平衡态的存在唯一性条件和全局渐近稳定的

判据.有鉴于此 ,本文讨论一类二阶 Hopfield型神经网络平衡

态的存在唯一性和全局渐近稳定性 ,得到了若干新判据.

2　网络模型

　　考虑具有下列形式的二阶 Hopfield型神经网络[7 ] :

ci
dui

dt
= -

ui

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijvj + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijkvjvk + Ii

vi = gi ( ui) , 　　i = 1 , ⋯, n (1)

即

ci
dui

dt
= -

ui

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijgj ( uj) + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijkgj ( uj) gk ( uk) + Ii (2)

其中 ci > 0 , Ri > 0和 Ii 分别为第 i个神经元的电容常数、电阻

常数和网络的外部输入 , Tij和 Tijk分别为网络的一阶和二阶连

接权 , ui 是第 i个神经元的输入 , vi = gi ( ui)为输出.

对 gi ( ui)作基本假设 :

0 < g′i ( ui) Φ �M i , | gi ( ui) | ≤Mi (3)

其中 Mi , �M i为常数.条件 (3)是容易满足的 ,如通常取

gi ( x) =
ai

1 + e - b
i
x

其中 ai > 0 , bi > 0.易见 0 < g′i ( x) Φ (1/ 4) aibi , | gi ( x) | Φ ai .

由基本假设 (3) ,得 ui = g - 1
i ( vi ) > Gi ( vi ) ,且 1

�M i
Φ G′i

( vi) ,于是式 (1)拓扑地等价于

ciG′i ( vi)
dvi

dt
= ∑

n

j =1

Tijvj + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijkvjvk -
Gi ( vi)

Ri
+ Ii (4)

故研究式 (1)或 (2)平衡态 ui = u 3
i = Gi ( v 3

i )的存在唯一性和

稳定性等价于研究式 (4)平衡态 vi = v 3
i = gi ( u 3

i ) ( i = 1 , ⋯,

n)的存在唯一性和稳定性.

3　平衡点的存在唯一性

　　本节讨论网络模型 (2)的平衡态 ui = u 3
i ( i = 1 , ⋯, n)的

存在唯一性 ,也即非线性方程组
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-
ui

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijgj ( uj) + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijkgj ( uj) gk ( uk) + Ii = 0 ,

i = 1 , ⋯, n　　　(5)

解的存在唯一性.方便起见 ,引入记号 :

α+ =
0 , 　αΦ0

α, 　α> 0
　　　β- =

0 , 　βΕ 0

β, 　β< 0
(6)

定理 1　若下列条件之一成立 ,则式 (2)存在唯一的平衡

点.

Β T +
jj + ∑

n

i =1 , i≠j

| Tij| + ∑
n

i =1
∑

n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk <
1

Rj �Mj
, j = 1 , ⋯, n

Χ T +
ii �M i + ∑

n

j =1 , j≠i

| Tij | �Mj + ∑
n

j =1 , k =1

| Tijk + Tikj | Mk �M j <
1
Ri

, i = 1 ,

⋯, n

其中 T +
jj 的意义如式 (6)所述.

证　记　F = ( F1 , ⋯, Fn) T , u = ( u1 , ⋯, un) T ,其中

Fi ( t , u) = -
ui

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijgj ( uj) + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijkgj ( uj) gk ( uk) + Ii .

易知 F ( t , u)在区域 : a Φ t Φ b , ‖u ‖< + ∞内处处连续 ,其

中 a , b为任意有限常数 , a < b.在完备空间 C ( [ a , b ] , Rn)中

构造映照 :

A :φ| ϖφ-
1
l

F ( t ,φ)

其中φ∈C( [ a , b ] , Rn) ,常数 l≠0待定.显然 A是到自身的

映照.下面证明 A是压缩映照.

对任意的φ1 ,φ2 ∈C ( [ a , b ] , Rn) ,由 Taylor公式知存在

介于φ1与φ2之间的ζ使得

　‖( Aφ2) ( t) - ( Aφ1) ( t) ‖

　= φ2 ( t) -
1
l

F ( t ,φ2 ( t) ) - φ1 ( t) +
1
l

F ( t ,φ1 ( t) )

　= φ2 ( t) - φ1 ( t) -
1
l

5 F
5 u

( t ,ζ) (φ2 ( t) - φ1 ( t) )

　Φ E -
1
l

5 F
5 u

( t ,ζ) ‖φ2 ( t) - φ1 ( t) ‖ (7)

其中 E为单位矩阵 ,
5 F
5 u

( t ,ζ) = (
5 Fi

5 uj
( t ,ζ) ) nxn ,而

5 Fi

5 uj
( t ,ζ) =

-
1
Rj

+ Tjjg′j (ζj) + ∑
n

k =1

( Tjjk + Tjkj) gk (ζk) g′j (ζj) , i = j

Tijg′j (ζj) + ∑
n

k =1

( Tijk + Tikj) gk (ζk) g′k (ζj) , i≠j

(8)

若能证明

E -
1
l

5 F
5 u

Φα= const ,　0 Φα< 1 (9)

则由式 (7)知

‖( Aφ2) ( t) - ( Aφ1) ( t) ‖Φα‖φ2 ( t) - φ1 ( t) ‖

故

‖Aφ2 - Aφ1 ‖Φα‖φ2 - φ1‖

这表明 A是 C( [ a , b] , Rn)中的压缩映照 ,故存在唯一的 u 3

= ( u 3
1 , ⋯, u 3

n ) T ∈C ( [ a , b ] , Rn)使得 Au 3 = u 3 ,即 F ( t ,

u 3 ( t) ) ≡0 , t∈[ a , b ].注意到 a , b的任意性和 F的定义 ,可

知非线性方程组 (5)存在唯一解 ui ( t) = u 3
i ( t) , i = 1 , ⋯, n ,

也即式 (2)存在唯一平衡点.

下面证明当条件 Β或 Χ之一成立时 ,式 (9)成立.

若取矩阵范数为‖·‖= ‖·‖1 ,则由式 (8)知

E -
1
l

(
5 Fi

5 uj
) nxn

= max
j

1
| l|

( l - Tjjg′j (ζj) + ∑
n

k =1

( Tjjk + Tjkj) gk (ζk) g′j (ζj) -
1
Rj

+ ∑
n

i =1 , i≠j

Tijg′j (ζj) + ∑
n

k =1

( Tijk + Tikj) gk (ζk) g′j (ζj) ) (10)

记　σj = Tjjg′(ζj) + ∑
n

k =1

( Tjjk + Tjkj) gk (ζk) g′j (ζj) -
1
Rj

, j = 1 ,

⋯, n

则

σj Φ T +
jj �Mj + ∑

n

k =1

| Tjjk + Tjkj| Mk �M j -
1
Rj

> bj (11)

σj≥T -
jj �Mj - ∑

n

k =1

| Tjjk + Tjkj| Mk �M j -
1
Rj

> aj (12)

其中 T -
jj 如式 (6)定义.式 (11)与 (12)即 aj Φσj Φ bj ,从而

l - aj Ε l -σj Ε l - bj (13)

令取 l < 0使得 l - aj < 0 , j = 1 , ⋯, n.则由式 (10)与 (13)得

E -
1
l

(
5 Fi

5 uj
) nxn Φmax

j

· 1
| l|

bj - l + ∑
n

i =1 , i≠j

( | Tij| + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk) �Mj >α

(14)

显然α> 0 ,又由于

1
| l|

bj - l + ∑
n

i =1 , i≠j

( | Tij| + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk) �Mj < 1

等价于

bj + ∑
n

i =1 , i≠j

( | Tij| + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk) �M j < 0

即

T +
ij + ∑

n

i =1 , i≠j

Tij + ∑
n

i =1
∑

n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk <
1

Rj�Mj
, j = 1 , ⋯, n

故当条件 Β成立时 ,由式 (14)定义的α满足 0 <α< 1 ,即式

(9)成立.

若取矩阵范数为‖·‖= ‖·‖∞ ,则由式 (8)知

E -
1
l

(
5 Fi

5 uj
) nxn = max

i

· 1
| l|

( l - Tiig′i (ζi) + ∑
n

k =1

( Tiik + Tiki) gk (ζk) g′k (ζj) -
1
Ri

+ ∑
n

j =1 , j≠i

Tijg′j (ζj) + ∑
n

k =1

( Tijk + Tikj) gk (ζk) g′j (ζj) ) (15)

仍取 l < 0使得 l < aj , j = 1 , ⋯, n.则由式 (13)和式 (15)知

E -
1
l

(
5 Fi

5 uj
) nxn Φmax

i

· 1
| l|

bi - l + ∑
n

j =1 , i≠j

( | Tij| + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk) �Mj >α

(16)

注意到α> 0且
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1
| l|

bi - l + ∑
n

j =1 , j≠i

( | Tij| + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk) �M j < 1

等价于

bi + ∑
n

j =1 , j≠i

( | Tij| + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk) �Mj < 0

即

T +
ii �M i + ∑

n

j =1 , j≠i

Tij �Mj + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk�Mj <
1
Ri

, i = 1 , ⋯, n

故当条件 Χ成立时 ,由式 (16)定义的α满足 0 <α< 1 ,即式

(9)成立.证毕.

在定理 1 中 ,若 gj ( uj)非负 ,由σj 的定义 ,则式 (11)和

(12)变为

σj Φ T +
jj �Mj + ∑

n

k =1

( Tjjk + Tjkj)
+ Mk �Mj -

1
Rj

> �bj ,

σj Ε T -
jj �Mj + ∑

n

k =1

( Tjjk + Tjkj)
- Mk �Mj -

1
Rj

> �aj

其中 ( Tjjk + Tjkj)
+与 ( Tjjk + Tjkj)

- 如式 (6)定义.类似于定理 1

的证明 ,可得

定理 2　设 gj ( uj)非负 , j = 1 , ⋯, n.若下列条件之一成

立 ,则式 (2)存在唯一平衡点.

Β T +
jj + ∑

n

k =1

( Tjjk + Tjkj)
+ Mk + ∑

n

i =1 , i≠j

( | Tij | + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj |

Mk) <
1

Rj �Mj
, j = 1 , ⋯, n.

Χ[ T +
ii + ∑

n

k =1

( Tiik + Tiki )
+ Mk ] �M i + ∑

n

j =1 , j≠i

( | Tij | + ∑
n

k =1

| Tijk +

Tikj| Mk) �Mj <
1
Ri

, i = 1 , ⋯, n.

4　平衡点的稳定性

　　下面讨论模型 (2) ,也即模型 (4)平衡态的稳定性.

设 v = v 3即 vi = v 3
i , i = 1 , ⋯, n为式 (4)的平衡点 ,则式

(4)可改写为等价形式

ciG′i ( vi)
d ( vi - v 3

i )

dt
= ∑

n

j =1

Tij ( vj - v 3
j ) + ∑

n

j =1
∑

n

k =1

Tijk ( vjvk - v 3
j v 3

k )

-
Gi ( vi) - Gi ( v 3

i )

Ri
, i = 1 , ⋯, n. (17)

定理 3　若存在正数 pi > 0 , i = 1 , ⋯, n使得

pj ( Tjj -
1

Rj�Mj
) + ∑

n

i =1 , i≠j

pi | Tij| + ∑
n

i =1

pi (∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk) < 0 ,

j = 1 , ⋯, n , 　　　(18)

则系统 (17)的平衡点 v = v 3全局渐近稳定.

证　若式 (18)成立 ,对式 (17)构造 Liapunov函数

w ( v) = ∑
n

i =1

pici∫
v

i

v
3
i

G′i ( vi) dvi

由于　∫
±∞

v
3
i

G′i ( vi) dvi Ε∫
±∞

v
3
i

1
�M i

dvi = + ∞, i = 1 , ⋯, n

故 w ( v)为无穷大正定函数.沿式 (17)的解对 w ( v)求 Dini 导

数 :

D + w ( v) (17) = ∑
n

i =1

pi

· -
Gi ( vi) - Gi ( v 3

i )

Ri
+ ∑

n

j =1

Tij ( vj - v 3
j ) + ∑

n

j =1
∑

n

k =1

Tijk ( vkvj - v 3
k v 3

j ) sgn

·( vi - v 3
i ) Φ - ∑

n

j =1

pj

Rj
G′j (ηj) | vj - v 3

j | + ∑
n

j =1

pjTjj + ∑
n

i =1 , i≠j

pi | Tij|

·| vj - v 3
j | + ∑

n

i =1

pi (∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijk ( vkvj - v 3
k v 3

j ) ) sgn ( vi - v 3
i ) (19)

其中ηj介于 vj与 v 3
j 之间 ,由 Taylor公式得

∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijk ( vkvj - v 3
k v 3

j ) = ∑
n

j =1
∑

n

k =1

( Tijk + Tikj)ζk ( vj - v 3
j )

(20)

其中ζk介于 vk 与 v 3
k 之间.故

　　　∑
n

i =1

pi (∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijk ( vkvj - v 3
k v 3

j ) ) sgn ( vi - v 3
i )

Φ∑
n

i =1

pi∑
n

j =1
∑

n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk| vj - v 3
j |

= ∑
n

j =1

(∑
n

i =1
∑

n

k =1

pi | Tijk + Tikj| Mk) | vj - v 3
j | (21)

于是结合式 (19)和 (21)有

D + w ( v) (17) Φ - ∑
n

j =1

pj

Rj
G′j (ηj) | vj - v 3

j | + ∑
n

j =1

pjTjj + ∑
n

i =1 , i≠j

pi | Tij|

　·| vj - v 3
j | + ∑

n

j =1

(∑
n

i =1
∑

n

k =1

pi | Tijk + Tikj| Mk) | vj - v 3
j |

Φ∑
n

j =1

pj ( Tjj -
1

Rj �Mj
) + ∑

n

i =1 , i≠j

pi | Tij| + ∑
n

i =1

pi (∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk)

　·| vj - v 3
j | < 0 , 　当 v≠v 3 .

因此式 (17)的平衡点 v = v 3全局渐近稳定.

定理 4　若不等式

Tii -
1

Ri �M i
+ ∑

n

j =1 , j≠i

| Tij| + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk < 0 ,

i = 1 , ⋯, n　　　(22)

成立 ,则系统 (17)的平衡点 v = v 3全局渐近稳定.证毕.

证　若不等式 (22)成立 ,则可构造 Liapunov函数

w ( v) = max
1 Φ j Φ n

| vj - v 3
j | > | vl - v 3

l |

显然 w ( v)为无穷大正定函数.注意到式 (20)有

D + w ( v) (17) =
dvl

dt
sgn ( vl - v 3

l ) Φ 1
clG′l ( vl)

( Tll + ∑
n

j =1 , j≠l

| Tlj| )

| vl - v 3
l | + (∑

n

j =1
∑

n

k =1

| Tljk + Tlkj| Mk) | vl - v 3
l | -

G′(ηl)

Rl
| vl - v 3

l |

Φ 1
clG′l ( vl)

Tll -
1

Rl�M l
+ ∑

n

j =1 , j≠l

| Tlj| + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

| Tljk + Tlkj| Mk

　·| vl - v 3
l | < 0 ,当 v≠v 3

故定理 4结论成立 .证毕.

5　讨论

　　对于二阶模型 (1) ,当 Tijk ≡0时可得其特殊情形 ,即一阶

Hopfield型网络

ci
dui

dt
= -

ui

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijvj , 　vi = gi ( ui) , i = 1 , ⋯, n (23)

对于模型 (23)全局渐近稳定性的充分条件已有许多研究 ,最
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近文献[8 ,9 ]分别取得了更深刻的结果.

相对于模型 (23) ,本文得到的全局渐近稳定性的充分条

件之一 (定理 3的特例)为 :

pj ( Tjj - 1) + ∑
n

i =1 , i≠j

pi | Tij| < 0 , j = 1 , ⋯, n (24)

其中 pj > 0为可调参数.为便于比较 ,这里取 Ri = �M i ≡1.在

(23)中 ,设 T =
- 2 315

5 - 5
.若取 p1 = 1 , p2 =

59
100

,则条件 (24)

成立 ,但可以验证 ,此时文[8 ,9 ]的相应条件均不能满足.

值得说明的是 ,利用本文的方法来研究 (23) ,定理 1～4

的条件还可以减弱 ,更详细的情况不再赘述.而对于高阶模型

(1)而言 ,本文的结果都是新的.
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