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　　摘　要 : 　本文利用多极理论分析波导本征值问题.给出用多极理论分析波导本征值问题的使用规则和实施方

法.实例计算结果表明 ,用多极理论分析波导本征值问题 ,不仅具有较高的计算精度 ,而且可以很方便地应用于波导工

程问题的设计与计算 ,多极理论是一种有效的波导本征值分析方法.
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Abstract :　A new approach ,the multipole theory(MT) method ,is briefly described for analysis of waveguide eigenvalue prob2
lems. The essential concept is to represent the solution of the waveguide partial differential equation by the generalized MT formula of

22D Helmholtz equation. The applied rules and the procedure of the MT method are also introduced. By calculating and analyzing some

engineering problems ,it is shown that the MT method is an effective approach for analysis of waveguide eigenvalue problems.
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1　引言
　　波导本征值问题是电磁工程领域 ,尤其是微波技术领域

的重要课题.这不仅是因为各种波导中不同模式的场型分析

和传输特性的研究直接和该问题有关 ,而且很多微波部件和

系统的工程设计往往直接以该问题的求解为基础.

广义多极技术、多极理论是计算电磁学的一种半解析算

法 ,已在电磁场散射、天线及传输线特性阻抗方面得到应

用[1 ,2 ] .文献[3 ]从电磁理论和有关数学定理出发 ,证明 :对于

满足多极理论展开条件的二维 Helmholtz方程边值问题 ,存在

一种无穷级数收敛 ,且有一定普遍性的解析解 ,推导出二维

Helmholtz方程边值问题的多极理论通解及其使用规则.但文

献[3 ]仅限于研究涡流问题的二维 Helmholtz方程边值问题 ,

未能涉及波导本征值问题这类特殊的二维 Helmholtz方程边

值问题 ,因此 ,本文提出用多极理论分析波导本征值问题.

2　二维 Helmholtz方程边值问题的多极理论

　　文献[3 ]从电磁理论和有关数学定理出发 ,推导出满足多

极理论展开条件的二维 Helmholtz方程边值问题 ,具有如下形

式的多极理论解析解
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就象用分离变量法获得无穷级数收敛的解析解一样 ,在

实际工程计算中 ,级数项不可能取无穷多项 ,也没有必要取无

穷多项 ,所以实际应用中 ,二维 Helmholtz方程边值问题的多

极理论通解为
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αnUn , U1 = J0 ( kri) , U2 = J1 ( kri) cosθi , ⋯ (2)

式中 : Jm ( kri)是第一类 Bessel 函数 , H[2 ]
m ( krop)是第二类 Han2

kel函数 , ri = | r - rü| , r是场点位置矢量 , rii是内极的位置矢

量 , Nii是内极的次数 , No是外极的个数 , rop = | r - ropk | , ropk是

第 p个外极的位置矢量 , Nop是第 p个外极的次数 , N 是总的

级数项数.

对于非齐次 Helmholtz方程 ¨2 u + k2 u = f ( x , y) ,式 (2)可

表示为

�u = U0 + ∑
N

n =1

αnUn (3)
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式 (3)中的 U0为非齐次 Helmholtz方程的特解.

由文献[3 ]可知 ,式 (2)和式 (3)的使用规则是 : (1)若某段

边界由直线或由可以剖分为多段直线单元的复杂曲线所组

成 ,且任意两段直线间的内交角 (两段直线在交点处对场域所

张的角 ,如图 1、图 2中的φ1、φ2)均不大于 180°,则只需在场

域的外边界以内任意点设置一个内极即可 ,极的次数一般不

超过 20 ; (2)若某段边界曲线是圆弧 ,且对场域来说是内凸

的 ,则必须在其圆弧的圆心处设置一个外极 ,反之 ,若圆弧对

场域来说是内凹的 ,则必须在其圆弧的圆心处设置一个内极 ,

且无论内极、外极 ,极的次数一般不超过 6 ; (3)对于更复杂的

边界可按 (1) 、(2)两条规则作近似处理.详细理论分析可参见

文献[3 ].

3　计算方法

　　设有下列定解问题

¨2 u + k2 u = f ( x , y) , 　x , y∈Ω
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(4)

其多极理论解与式 (3)相同 ,即

�u = U0 + ∑
N

n =1

αnUn (5)

由电磁场的唯一性定理可知 ,根据定解问题式 (4)中的边

界条件 ,可确定出式 (5)中的所有待定常数αn ,在本文中 ,采

用最小二乘法来确定其待定常数 ,即通过使多极理论解与给

定边界值之间误差的平方沿边界积分最小来确定式 (5)中的

待定常数.
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对于波导本征值问题 , U0 = 0 , u
Γ

1
　= 0 , (5 u

5 n
+αu)

Γ
2

= 0 ,所

以 ,式 (7)变为

Aα= 0 (8)

要想式 (8)有非平凡解 ,必须

det| A ( kc) | = 0 (9)

由此可确定本征值 kc ,即波导的截止波数.

4　实例分析

　　例 1[4 ] .图 1所示是一边长为 a的等腰直角三角形波导.

场域由三段直线边界所组成 ,它们之间的内交角φ小于

180°.根据前面所述的多极理论使用规则 ,在场域内 O点设置

了一个次数为 6的内极 ,其多极理论解为

�u = A0 J0 ( kr) + ∑
6

m =1

Jm ( kr) ( Amcos mθ+ Bm sin mθ) = ∑
13

n =1

αnUn

(10)

多极理论的波导截止波数计算结果见表 1.为比较多极理论

的计算精度 ,表 1中列出了文献[4 ]通过网络方式获得的波导

截止波数.

表 1　三角形波导的截止波数( kca)

TE模 TE01 TE11 TE12 TE22 TM11 TM21 TM12

理论值[4 ] 31142 41443 61283 81886 71025 111327 121953

多极理论 311424 414429 612844 818790 710234 1112834 1219582

计算值[4 ] 31149 41429 61210 81761 71011 111429 121069

　　例 2[4 ] .图 2所示是一半径为 a的扇形波导.场域由两段

直线边界和一段可以剖分为若干段直线单元的圆弧所组成 ,

它们之间的内交角φ均小于 180°.根据前面所述的多极理论

使用规则 ,在场域内 O点设置了一个次数为 6的内极 ,其多

极理论解为

�u = A0 J0 ( kr) + ∑
6

m =1

Jm ( kr) ( Amcos mθ+ Bm sin mθ) = ∑
13

n =1

αnUn

(11)

多极理论的波导截止波数计算结果见表 2.为比较多极理论

的计算精度 ,表 2中列出了文献[4 ]通过网络方式获得的波导

截止波数.

图 1　三角形波导　　　　　　　图 2　扇形波导

表 2　扇形波导的截止波数( kca)

TE01 TE11 TM11 TM12

理论值[4 ] 31832 31054 51136 81418

多极理论 318315 310540 511359 814146

计算值[4 ] 31824 31022 51120 81436

表 3　正 N边形波导第一个 TM模的截止波数 ( kca)

N 3 4 5 6 7 8

理论值[5 ] 2π 3 2π/ 2 21285 21317 21339 21355

多极理论 2109430 212095 2128131 2131480 2131827 2137875

计算值[5 ] 2109617 2125776 2131676 2134571 2136225 2137263

图 3　正 N边形波导

　　例 3[5 ] .图 3所示是一组内切圆半径为 a的正 N 边形波
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导.多极理论的波导截止波数计算结果见表 3.表 3中列出了

文献[5 ]通过扰动法获得的波导截止波数.

由表 1、表 2、表 3可见 ,多极理论不仅具有较高的计算精

度 ,而且可以很方便地应用于波导本征值问题的计算 ,多极理

论是一种有效的波导本征值问题分析方法.

5　结　论

　　11本文提出用多极理论计算波导本征值问题 ,为波导本

征值问题提供一种新的、具有较高计算精度的新型算法.

21用多极理论计算波导本征值问题 ,不需要像数值法那

样离散场域或边界 ,又能用统一的格式计算各种形状的波导

本征值问题.

31用多极理论计算波导本征值问题 ,编程简单 ,计算量

小 ,程序通用性强 ,一般微机就能计算实际工程问题.
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