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  摘  要:  本文阐述了如何用时域有限差分法分析平面周期结构的电磁特性. FDTD 方法与周期性边界条件、吸收

边界条件结合,构成分析各种周期性结构电磁特性准确、有效的通用工具. 但为了在时域表示宽带信号的周期性边界

条件,必须引入辅助场量并加以适当变形才可建立时域迭代式. 文中以平面双周期频率选择表面为例, 给出了计算思

路和结果.
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Abstract:  In this paper, it is presented how to use FDTD to analyze the electromagnetic characteristic of the planar periodic

structures. The FDTD combined with periodic boundary condition (PBC) and absorber boundary condition (ABC) becomes the accu2

rate and efficient tool for various periodic structures. In order to develop awide band PBC and correct iteration in time domain , a set

of auxiliary elements are introduced and some modification are performed. Finally some examples based on a doubly periodic infinite

planar frequency selected surface ( FFS) are presented.
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1  引言
  分析平面周期性结构的电磁特性是微波工程人员经常遇

到的问题, 一般是用积分方程法、场分量匹配法、有限元法等

工具再加上 Floquet 定理来分析它, 但这些方法过程复杂, 最

终均归结为高阶矩阵的求解,数值稳定性差, 而且总是针对某

一种单元结构构造相应的分析方法,所得公式通用性差 .时域

有限差分法(FDTD)计算简单, 可一次性计算宽频带的特性,

便于处理各种复杂结构,程序的通用性好.

一般先将周期阵列作无限阵处理,只要分析其中一个阵

元即可推出整个阵的特性,故计算量不会构成瓶颈. 从无限均

匀阵得出的结果通过适当修正可推出有限不均匀阵的结果.

2  FDTD法分析周期性结构的基本原理

211  周期性边界条件 ( Per iodic Boundary Condition, 简称

PBC)

当周期结构阵列无限大,且馈电或平面波照射均匀时,结

构的周期性导致它附近的场幅度的分布具有同样的周期性,

但相位上由于馈电相位线性分布或平面波的斜入射而具有有

规律的相位差,在时域则表现为有规律的延时. 这称为 Floquet

定理,也就是一种准周期性条件[ 1] . 可假想将阵面上的网格线

 图 1  子单元示意图

沿垂直阵面的方向无限

平移, 将空间划分为无

数个周期性子单元, 选

定其中一个为研究对

象, 见图 1. 其四壁采用

PBC截断; 垂直于阵面

的方向上采用吸收边界

条件截断, 则研究对象

为一个有限空间. 单频激励时 PBC可用频域相移表示, 如 E

( x+ dx , y, z )= E( x, y, z) e- jk
x
d
x ;脉冲激励时

E( x+ dx , y, z, t) = E ( x, y , z, t + Sx ) . PBC就只能用时

移表示, 时间延迟值可以通过存储一段时间步中的场值得到

(这样可能消耗很大的存储量) ,但是时间超前值是不可预知

的,这是时域 PBC的致命缺陷. 而辅助场分量法引入辅助分

量, 并消去其相差,使其在整个阵面上幅相均是周期性的, 因

此不需要表示相差.

212 辅助场分量法[2]

用下列方程定义某个频率上的辅助场量 (上标/ ~ 0表示

是频域分量) :

�P i ( x, y, z , X)= �E i ( x, y, z , X)ejB
x

#xejB
y

#y / G,  G= L/E (1a )
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�Qi ( x , y , z, X) = �H i ( x, y, z , X)ejB
x

# xejB
y

# y,  i = x, y, z (1b)

周期阵的主瓣方向为(H, U) , Bx= ( X/ v) sinHcosU, By= ( X/ v)

sinHsinU为波矢量在x、y 方向上的分量, X为角频率, 波速 v

= 1/ LE.因子 ejB
x
xejByy使�P、�Q 分量消去了相差, 在整个阵面

上其幅相均是周期性的:

�P i( x, y, z, X) = �P i( x+ dx , y, z, X)= �P i( x, y+ dy , z , X)

( 2a )

�Qi ( x, y, z , X)= �Qi ( x+ dx, y, z, X) = �Q i( x, y+ dy , z , X)

(2b)

因此在某个频率,若用�P、�Q 分量代替�E、�H 分量,则周期性边

界条件就可用式(2)简单表示,不须再体现相移、时延.

上述的辅助分量都是针对某个频率而定义的, 在下一节

可见,辅助分量如何引入到时域迭代中.

3  时域迭代公式推导

  以 P z分量为例. 由式(1)得到用辅助场量来表示电场、磁

场的表达式:

�Ez( x, y, z, X)= �P z( x, y, z, X) e- jB
x
xe- jB

y
yG ( 3a )

�Hz( x, y, z, X)= �Qz( x, y, z , X)e- jB
x
xe- jB

y
y (3b)

将式(3)代入频域Maxwell方程, 得:

1
v

#jX�P z=
5�Qy

5 x
-

5�Qx

5 y
- RG�P z+ j

X
v
sinHsinU�Qx

- j
X
v
sinHcosU�Qy (4)

对式(4)做 Fourier反变换,得:

1
v

#
5 Pz

5 t
=
5Qy

5 x
-
5 Qx

5 y
- RGP z+

1
v
sinHsinU

5Qx

5 t

- 1
v
sinHcosU

5Qy

5 t
(5)

式(5)中各分量.没有上标/ ~ 0 , 它们是各频域分量对应的时

域分量. 这样就得到了时域辅助分量满足的迭代方程. 同理,

对式(2)做 Fourier反变换, 得到时域辅助分量的周期性边界

条件:

P i( x, y, z, t) = P i ( x + dx, y, z, t) = P i ( x , y + dy, z, t )

( 6a )

Qi( x, y, z, t) = Qi ( x+ dx , y, z, t )= Qi( x, y+ dy , z , t)

(6b)

可见时域辅助分量在整个阵面上其幅相也是周期性的, 不须

再体现相移、时延.

由式 ( 5) 可见, 时域辅助分量 P、Q 满足的已不再是

Maxwell方程,而是其变异, 方程右边出现了一些额外的分量

(方括号中) . 当要将式 (5)离散化时, 这些项带来了麻烦. 其

一,方程两边都有时间偏导;其二, 方程右边各项不再是空间

一致的, 如 Qx、Pz 在原网格中不在空间同一点. 采用场分裂

法来解决这个问题[ 3] .将 Pz 分裂为三个子分量,定义:

P n
z= P an

z + P bn
z + P cn

z ( 7a )

1
v

#
Pan

z - P a( n- 1)
z

$ t
=
5Qn- ( 1/ 2)

y

5 x
-

5Qn- ( 1/ 2)
x

5 y
- RGP n- ( 1/ 2)

z

(7b)

P bn
z = sinHsinUQ

n
x (7c)

P an
z = - sinHcosUQ

n
y (7d)

其他分量也类似分解, 并将分解式联立求解, 最后可将各分量

都用带上标 a 的子分量来表示,例如:

P n
z=
sinHsinU
cos2H

Qan
x -

sinHcosU
cos2H

Qan
y +

1
cos2H

P an
z (8)

这样就可对子分量建立迭代式,再由子分量线性组合成各分

量. 式(8)中,等式两边各分量须取同一时刻的值,对于在网格

空间中位置不一致的分量则取空间平均值. 由此可见, 本来,

在第 n(或第 n + 1/ 2)时间步, 只需算出电 (或磁)场值;而作

了场分裂后, 在每半个时间步,均要计算电场和磁场值.

计算出辅助场分量后,还要将它还原成原来的电磁场分

量, 这只要经过简单的时移即可. 对式( 3)作 Fourier 反变换,

得:

Ez( x, y, z, t) = P z( x, y, z , t-
sinHcos<

v
x-

sinHsin<
v

y) G

(9a )

Hz( x , y , z, t)= Qz( x , y , z , t-
sinHcos<

v
x -

sinHsin<
v

y)

( 9b)

4  稳定性条件

  场分裂法使得场的时域迭代方程组有所改变, 稳定性条

件也随之改变. 由于任意波模式都可展开为平面波谱, 故只要

迭代方程组对所有平面波本征模都稳定即可.

考虑均匀无耗的非磁性媒质空间(R= R* = 0) .平面波本

征模取如下形式:

P n
i ( I , J , K) = P n

i e
- j( k

x
I $ x+ k

y
J$ y+ k

z
K$ z) ,

Qn
i ( I , J , K)= qn

i e
- j( k

x
I $ x+ k

y
J$ y+ k

z
K$ z)

(10)

kx、ky、kz分别为平面波本征模的波矢量在x、y、z 方向的分量

(注意:此处的 kx、ky 不同于 212 节中的 kx、ky ) , 可在 - ] ~

+ ] 取值. I、J、K 是网格坐标. 子分量的平面波本征模形式

同式( 10) , 但要加上上标 a ,如 P an
i ( I , J , K) . 将本征模代入 P a

x

~ Qa
z 的迭代式,可以得到如下的二阶差分方程:

xan= Axa( n- 1)+ Bxn- ( 1/2) = Axa( n- 1)+ B# Txa( n- 1/2) (11)

xan= ( pan

x pan

y pan

z qan

x qan

y qan

z ) T , 矩阵 T 是各分量与各子分量间的

转换矩阵。进一步推得一阶差分方程:

yan= Mya ( n- ( 1/ 2) ) ; yan= ( xan , xa( n- ( 1/2) ) ) T ,

ya( n- ( 1/ 2) ) = ( xa( n- ( 1/ 2) ) , xa( n- 1) ) T
(12)

M=
B# T A

I 0
称为迭代矩阵, 当空间步长 $ s 一定时

(一般要求 $ s< Kmin/ 10) , 它的每一个元素都是 $ t、k( k= kxx̂

+ kyŷ+ kẑz )的函数, 记为 M( $ t , k ) . 根据稳定性的 Von Neu2

mann 条件[ 4] , 要求对于所有的 k, 迭代矩阵 M 的最大谱半径

Qmax( M($ t, k) ) F 1. 由此可以确定 $ t 的上限.

图 2 表示在均匀无耗的媒质空间( R= R* = 0)中, 不同 H

时, P、Q分量迭代式的最大谱半径随$ t 的变化曲线.计算时

取 $ x= $ y= $ z= 116mm. 可见 Qmax( M)曲线随 $ t 增大到某

个值会突然增大;在突变之前 Qmax( M)小于等于 1, 迭代式是
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图 2  均匀无耗媒质中, 不同主瓣方向时,

P、Q 迭代矩阵最大谱半径随 $ t 值

的变化曲线.取 U= 0b, 从右到左依

次为 H= 0b, 10b, 30b, 60b时的曲线.

稳定的. 所以突变处

对应的 $ t 是满足稳

定性条 件 的 最大

$ t. 由图 2 可知, 主

瓣方向越偏离法向,

计算时所能取的 $ t

越小. 当主瓣方向接

近掠射时, 将会导致

很小的计算时间步

长.

5  吸收边界条件

  在垂直于周期

性阵面的方向上,需用吸收边界条件截断. 当能量最大方向偏

离法向时,存在可传播的 Floquet 模, 对吸收边界条件的要求

比较一般情况要高一些 . Berenger提出的完全匹配层[6] (简称

BPML)是一种较好的吸收边界条件,Gedney构造的单轴各项

异性 PML 吸收边界条件 (简称 GPML) [ 7]是 BPML 的一种改进

形式,使用得比较广泛. 在辅助场 FDTD 中, BPML 和 GPML 的

迭代式也发生了变异,且有可能不同于均匀媒质中的情况,所

以在采用某种吸收边界条件之前,要分析它的稳定性.

下图中给出了当 $ x= $ y= $ z= 116mm时,辅助场 BPML

和GPML 各自的变化曲线. 可见 GPML 迭代式的谱半径从一

开始就大于 1, 是无条件不稳定的,而且改变 R值 (指 PML 层

中最大的 R值)也不能改变这一性质, 见图 3. 因此在分析二

维周期性结构时,不能采用 GPML, 尽管它在别的算例中是较

好的吸收边界条件. BPML 则存在 $ t 的稳定区间. 计算发现,

BPML层中可取的最大 $ t 与非 PML 层中的相同, 且不随 R值

变化,见图 4. 因此, BPML吸收边界条件不会给稳定性带来额

外的限制.两图中所示的都是 (H, <) = (30b, 90b)时的曲线, 其

他角度情况类似.

图 3  GPML中 P、Q 迭代矩阵

  谱半径随 $ t 值的变化曲

  线.取( H, <) = ( 30b ,90b)

 

图 4  BPML中 P、Q 迭代矩阵

  谱半径随 $ t 值的变化曲

  线.取(H, <) = ( 30b, 90b )

6  应用结果

  用辅助场 FDTD 法分析频率选择表面 (FFS)的能量反射

系数的频率响应. 这个例子充分体现了 FDTD 法可一次计算

宽频带响应的优点. 在每个入射角度经一次 FDTD 计算就得

到整个频率响应曲线.

无限大双周期 FFS由窄振子组成, 排列为矩形栅格. 振子

为无限薄导体,宽 W= 1127mm,长 L= 1217mm, 相邻振子中心

左右间距 dx= 1718mm, 前后间距 dy= 1718mm.图 5 为其示意

图. 此 FFS结构是文献[ 7]中图 10、图 11中计算实例所采用的

结构.入射波为平面波, 入射角为( H, U) . 电场极化方向平行

于振子长轴向. 入射脉冲为调制到中心频率 f 0= 11GHz 的

Guass脉冲, 3dB带宽为 6GHz.

图 5  窄振子 FFS阵单元   图 6  FFS功率反射系数的频

及入射方向的示意 率响应.随入射角的变化

图 6 中, / t 0所代表的数据来自文献 [7] , 它与本文的计

算结果吻合得很好. 在高于谐振频率的频段, 反射系数经谷点

(图中箭头所指处)后又逐渐增大, 这是由于在高频端出现了

可传播的 Floquet模而造成的 .解析计算表明, 当入射角(H, U)

= (0b, 0)时,若频率高于 1619GHz则会出现第二个可传播的

Floquet模(第一个为主模) , 即栅瓣;当入射角( H, U)= (10b , 0)

或(H, U) = ( 20b, 0)时, 若频率高于 1414GHz或 121 6GHz则会

出现栅瓣, 这些频率点正对应于图 6 中谷点之后开始上升的

位置.

7  结论
  分析周期性结构时,在时域有限差分法中引入消去了相

位差的辅助场量, 再适当进行场量分裂, 可以建立迭代式. 理

论上来说, 这种方法可以处理任意周期性结构. 但是, 对稳定

性条件和吸收边界条件都有新的要求 ,尤其是当采用某种吸

收边界条件时, 一定要研究它是否满足稳定性条件. 与常规频

域方法和时域时延方法相比, 用辅助场 FDTD分析周期性结

构, 从根本上减少了计算量和复杂度.
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绍了相关的基础知识,以期引起更多研究者对这一领域的关

注.由于篇幅所限,许多问题未及深究.所幸国内涉足这一领

域的研究者逐渐增多, 著述[ 45]及译介的典范性文献[ 46]业已

面世. 全文所述仅为作者一得之见, 实为时频分析冰山之一

角.
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