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　　摘　要 :　根据对平面波函数运用 Fourier2Bessel定理 ,经过一系列推导并进行反 Fourier变换 ,得到了直角坐标系

下 Bessel函数与三角函数之积的一种级数展开 ,该表达式应用到矩2圆波导结的计算中 ,能解析地推出其广义 S参数 ,

得到与文献和 HFSS软件较为一致的结果.计算了 Ku和 Ka频段多种尺寸的有厚度的矩形孔的耦合系数 ,并与文献、实

验数据进行了比较 ,吻合较好 ,设计了一个 Ku频段 6阶类椭圆函数滤波器 ,实验性能与理论结果一致.
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Abstract :　By employing the Fourier2Bessel theorem to plane wave functions and through a series of deduction and inverse

Fourier transform ,one kind of series expansions of the product of Bessel functions and sine/ cosine function in Cartesian coordinates is

obtained. This expression can be used to compute the rectangular to circular waveguide junction and to analytically deduce its genera2
tized S2parameters ,which are in good agreement with results from other papers and HFSS. The coupling coefficient of rectangular iris

with thickness are computed in Ku and Ka band ,and numerical evaluations are presented ,which show close agreement with experi2
mental data and other paper. As a consequence ,a 6th2order quasi2elliptic function filter in Ku band is realized through rigorous calcu2
lation of the coupling iris dimensions ,and the measured data agree well with the predicted values.
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1　引言
　　在圆波导中 ,由于电磁场表达形式涉及到 Bessel 函数这

一特殊函数 ,因而处理如矩2圆波导结等涉及圆波导的问题会
显得比较困难和复杂 ,而矩2圆波导结作为一类重要的波导不
连续结构 ,是构成微波和毫米波无源部件的基础 ,特别在圆柱

腔微波滤波器中应用广泛 ,它的计算具有较高的工程价值和

较重要的理论意义.矩2圆波导结的计算涉及 Bessel函数的积

分问题和两种坐标系的转换 ,许多文献在处理这个问题时一

般采用数值积分的途径来解决 [1～3 ] ,从而不可避免地带来了

CPU时间长和计算精度有限等特点.本文提出了 Bessel 函数

与三角函数之积的一种级数展开 ,并通过柱坐标系向直角坐

标系的转换 ,获得直角坐标下圆波导矢量波型函数的解析表

达式 ,从而解析地推导出矩2圆结的广义 S 参数 ,提高了计算

的精度 ,缩短了 CPU时间.计算了 Ku和 Ka频段有厚度的矩

形耦合孔的耦合系数 ,并与文献和实验数据进行了比较.设计

了一个 Ku频段双模 6阶类椭圆函数滤波器 ,实验测试结果与

理论曲线吻合较好.

2　Bessel函数和三角函数之积的级数展开

　　对平面波函数运用 Fourier2Bessel定理[4 ] ,得

e - j krsinαcos (β-θ) = ∑
∞

n = - ∞
j - nJ n ( krsinα) e - j n (β-θ) (1)

设 ksinα= h ,β=θi ,则有

e - j hrcos(θ
i

-θ) = ∑
∞

n = - ∞
j - nJ n ( hr) e - j n (θ

i
-θ) (2)

即 ∑
∞

n = - ∞
j - ne - j nθ

iJ n ( hr) ej nθ= e - j hrcos(θ-θ
i
) = e - j h (cosθ

i
x + sinθ

i
y) (3)
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当| n|大于 hr , J ±n ( hr)的幅度迅速下降 ,并且降到可忽略的

程度[5 ,6 ] ,于是便有下面的近似

∑
M

n = - M

j - ne - j nθ
iJ n ( hr) ej nθ= e - j h (cosθ

i
x + sinθ

i
y) (4)

此时 hr < M - M0 , M0为小整数.

考虑 (2 M + 1)个平面波 ,其方向为

θil = l·Δθ= l·2
π
N

( l = 0 ,1 , ⋯,2 M ; N = 2 M + 1) (5)

记 n = r - M ,对上式 (4)两边同乘 1/ N ,得

1
N ∑

N - 1

r =0

e - j lr
2π
NAr = B l (6)

其中 Ar = j M - rJ r - M ( hr) ej ( r - M)θ (7)

B l =
1
N

e - j l
N - 1

N
πe - j h ( c

l
x + s

l
y) (8)

式中 cl , sl 分别为

cl = cosθil = cos l (2π/ N)

sl = sinθil = sin l (2π/ N)
(9)

观察式 ( 6) ,发现正是序列 { A0 , A1 , ⋯, AN - 1 }的离散

Fourier变换 ,反过来 ,有

Ar = ∑
N - 1

l =0

ej lr
2π
N B l (10)

把 n = r - M代入式 (7)和 (8)中 ,式 (10)可进一步变为

Jn ( hr) ej nθ=
j n

N ∑
N - 1

l =0

ej l
2 qπ

N e - j h ( c
l
x + s

l
y) (11)

进一步转化为 :

Jq ( hρ) cos( qθ) =
j q

N ∑
N - 1

l =0

cos( l·2 qπ
N

) e - j h ( C
l
x + S

l
y)

Jq ( hρ) sin ( qθ) =
j q

N ∑
N - 1

l =0

sin ( l·2 qπ
N

) e - j h ( C
l
x + S

l
y) (12)

因此 ,极坐标系下点 (ρ,θ)的函数

f (ρ,θ) = Jq ( hρ) cos( qθ)

f (ρ,θ) = Jq ( hρ) sin ( qθ)
(13)

可以用直角坐标来表示.

3　在矩2圆波导结及波导滤波器中的应用

　　图 1是矩2圆波导结 (为小矩形波导到大圆波导)的结构

　图 1 　矩2圆波导结的结构
示意图

示意图 ,假设两边波导具有共

同的对称轴 ,这在工程上不失

一般性 ,并采用如图的坐标系.

根据直角坐标系下 Bessel

函数与三角函数之积的级数展

开 ,可以获得直角坐标系下圆

波导的矢量波型函数的解析表

达式

e
( h)

2
c

s
, qr
　　　( x , y) =

h′qr

N
N ( h)

2 , qrj
q + 1∑

N - 1

l =0

Clq

Slq

( x̂sl - ŷcl) e - j h′
qr

( c
l
x + s

l
y)

e
( e)

2
c

s
, qr
　　　( x , y) =

hqr

N
N ( e)

2 , qrj
q + 1∑

N - 1

l =0

Clq

Slq

( x̂cl + ŷsl) e - j h
qr

( c
l
x + s

l
y)

(14)

从而解析地求出矩2圆波导结 S 参数的解析表达式 ,由 4个子

矩阵构成 ,分别为

S11 = { MTM + I} - 1{ I - MTM}

S12 = 2{ MTM + I} - 1 MT

S21 = M{ I + S11}

S22 = MS12 - I

(15)

其中 M称为电场耦合矩阵 ,由 8个子矩阵构成

M =

Hc 　Kc

Hs 　Ks

Qc 　Ec

Qs 　Es

(16)

分别表示了波导 1和 2 (又分 c类和 s类)中 TE、TM模之间的

耦合 ,其各个子矩阵单元可以解析地计算出来 :

H
c
s
qr , mn =

Z
( h)
1 , mn

Z ( h)
2 , qr

N1 , mnN
( h)
2 , qrj

q + 1π∑
N - 1

l =0

Clq

Slq

Sqr , mn , l

K
c
s
qr , mn =

Z ( e)
1 , mn

Z
( h)
2 , qr

N1 , mnN
( h)
2 , qrj

q + 1π∑
N - 1

l =0

Clq

Slq

Tqr , mn , l

Q
c
s
qr , mn =

Z
( h)
1 , mn

Z ( e)
2 , qr

N1 , mnN
( e)
2 , qrj

q + 1π∑
N - 1

l =0

Clq

- Slq

Uqr , mn , l

E
c
s
qr , mn =

Z ( e)
1 , mn

Z
( e)
2 , qr

N1 , mnN
( e)
2 , qrj

q + 1π∑
N - 1

l =0

Clq

- Slq

Vqr , mn , l

(17)

式中 Sqr , mn , l , Tqr , mn , l , Uqr , mn , l , Vqr , mn , l分别为 :

Sqr , mn , l =
h′qr

N
[ SlanIs

mn ( h′qr) - ClbmIc
mn ( h′qr) ]

Tqr , mn , l =
h′qr

N
[ SlbmIs

mn ( h′qr) + ClanIc
mn ( h′qr) ]

Uqr , mn , l =
hqr

N
[ Cl anIs

mn ( h′qr) + SlbmIc
mn ( h′qr) ]

Vqr , mn , l =
hqr

N
[ ClbmIs

mn ( h′qr) - SlanIc
mn ( h′qr) ]

(18)

Iαmn ( x) (α= s , c)为两个函数之积 ,

Iαmn ( x) = Iαm ( xCl·a)·Iαn ( xSl·b) (19)

而两个函数可分别推导出 ,为

Is
m (β·d) =

2 jβdsin ( mπ
2

) cos (
βd
2

) - 2j mπcos( mπ
2

) sin (
βd
2

)

(βd) 2 - ( mπ) 2

Ic
m (β·d) =

2βdcos(
mπ
2

) sin (
βd
2

) - 2 mπsin (
mπ
2

) cos (
βd
2

)

(βd) 2 - ( mπ) 2

(20)

表 1　矩2圆波导结 S 参数及与文献的比较

( a×b = 19105mm×91525mm , R = a , f 0 ( GHz) )

f 0 S11 S12

文献[8 ] 9 - 011520 + j016815 - 015561 - j014510

本文

结果

9 - 011521 + j016814 - 015562 - j014508

10 - 012981 + j010257 - 014119 - j010058

11 - 010344 + j010102 015326 - j010361

12 010730 - j010338 - 015783 + j010282
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值得一提的是 , K
(α)
qr , mn = 0 (α∈{ c , s} ) .

因此 ,避开了传统计算中的 Bessel的数值积分 ,提高了计

算的精度 ,减少了 CPU时间.

表 1和表 2分别是矩2圆波导结 S 参数计算结果及与文

献和 HFSS软件的比较 ,比较发现 ,本文结果与文献和 HFSS

是比较一致的.图 2是 S11和 S21随频率 f 变化的曲线图 ,对照

文献[7 ]的图 2 ,发现吻合较好.

表 2　矩2圆波导结 S 参数及与 HFSS软件结果的比较

( a×b = 71112×31556 , R = 516 , f 0 ( GHz) )

f 0 | S11| | S12|

HFSS

2810 019926 011217

2910 019955 010945

3210 019997 010343

本文结果

2810 019925 011218

2910 019956 010945

3210 019995 010344

　图2　矩2圆波导结 S11 , S21随频率 f 的变化

　　根据矩2圆波导
结的 S 参数的电磁

场计算 ,就可以对波

导滤波器中耦合孔

(耦合膜片) 和滤波

器本身进行较为精

确地分析 ,从而精确

地完成波导滤波器

的设计. 图 3 和图 4

分别是 Ku 频段和

Ka频段有厚度的矩形耦合孔的耦合系数的计算结果及与文

献和实验数据的比较情况.图 3中矩形孔的宽和厚均为 1mm ,

而图 4中矩形孔的孔的宽度和厚度分别为 1mm和 013mm.

图 3　Ku频段矩形耦合孔的

　　　耦合系数的计算结果

　　　与文献数据的比较

　　

图 4　Ka频段矩形耦合孔的

　　　耦合系数的计算结果

　　　与实验结果的比较

　图 5　波导滤波器的结构示意图

图 5是波导滤波器

的结构示意图 ,根据圆

腔中各个模式耦合的排

列 , 腔间耦合孔可以

“十”字孔或“一”孔.

根据耦合系数的计算 ,设计了一个 Ku频段双模 6阶类椭

圆函数滤波器.输入/输出耦合为 R1 = R2 = 111050 ,表 3给出

了其耦合矩阵 .在该滤波器中由“十”字孔来完成一个腔里两

个简并的 TE113模式与另一个腔的两个简并模式之间的主耦

合和交叉耦合.

表 3　6阶双模滤波器的耦合矩阵

i

Mij

j
1 2 3 4 5 6

1 010000 018650 010000 011846 010000 010000
2 018650 010000 - 017385 010000 010000 010000
3 010000 - 017485 010000 015420 010000 011846
4 011846 010000 015432 010000 - 017385 010000
5 010000 010000 010000 - 017385 010000 018650
6 010000 010000 011846 010000 018650 010000

　　基于上表的耦合矩阵 ,计算了耦合孔的大小.两个“十”字

耦合孔尺寸一致 ,“十”字孔中长短两个矩形孔的长度分别为

6185mm和 4155mm ,孔的宽度和厚度分别为 110mm和 013mm.

图 6是该滤波器的测量结果与理论曲线的比较情况 ,实

线表示测量结果 ,虚线部分是理论值.

　图 6　6阶双模类椭圆函数滤波器的

测试特性与模拟特性的比较

观察图 6 ,双模滤波

器传输和反射特性的测

量结果与理论预期值是

比较吻合的. 当然二者

也存在一些差别 ,主要

是由于孔的色散效应、

加工误差、测试设备等

造成的. 这种双模波导

滤波器 ,可以用作为卫

星通信有效载荷里输入

或输出多工器的一个通

道滤波器.

4　结束语

　　利用 Bessel 函数与

三角函数之积的级数展开 ,得到直角坐标系下圆波导的矢量

波型函数的解析表达式 ,可以简洁地和方便地处理电磁场计

算中涉及圆波导的问题 ,如矩2圆波导结的精确计算.
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报文的情况 ,推断协议的公平性.

运用上述推理系统 ,对下面的协议 (详见参考文献[ 1 ])进

行分析.

①A ϖ B :f EOO , B , L , C , EOO

②B ϖ A :f EOR , A , L , EOR

③A ϖ S : fSUB , B , L , K, SUB

④S ϖ B :f CON , A , B , L , K, CON

⑤S ϖ A :f CON , A , B , L , K, CON

运用上述推理系统对协议进行分析 ,发现由于上述协议设计

未考虑参与协议的主体进行主动攻击的情况 ,协议不满足公

平性.

3　结论

　　本文分析了协议公平性的定义 ,指出了协议公平性应考

虑参与协议的主体主动攻击的情况. 在此基础上 ,本文在

Kailar逻辑的基础上进行了改进和扩充 ,提出一种新的形式化

分析方法 ,可以同时分析电子商务协议的公平性和可追究性.
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