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几乎周期MA信号参数的闭式递推估计

李宏伟1 ,袁保宗2

(11中国地质大学数理系 ,武汉 430074 ;21北方交通大学信息科学研究所 ,北京 100044)

　　摘　要 :　本文利用高阶循环统计量讨论几乎周期滑动平均 (APMA)信号参数的闭式递推估计.建立了两组关于

APMA信号系数和奇数阶时变累量的关系式 ,并据此提出了两种直接估计信号参数的方法.在此基础之上 ,导出了信

号参数的闭式递推估计.最后 ,给出了所提方法的模拟结果.
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Abstract :　This paper deals with the closed2form recursive estimation for parameters of almost periodic moving average (AP2
MA) signal using higher order cyclic2statistics. Two groups of representation formulas relating the coefficients of APMA signal and odd

order time2varying cumulants are established ,from which two direct algorithms are presented for estimating parameters of APMA sig2
nal. As a consequence ,the closed2form recursive formulas of APMA coefficients are derived. Simulations are given to illustrate the per2
formance of the presented methods.
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1　引言
　　考虑下列 q阶几乎周期滑动平均 (APMA)信号模型[1～3 ]

x ( t) = ∑
q

n =0

h ( t , n) ∈( t - n) (1)

并且假设下列假定成立.

假定 1　激励噪声ε( t)是零均值独立同分布的 ,且存在

一个奇数 k ( Ε 3) ,使得其 k阶累量γkε满足 0 < |γkε| < + ∞.

假定 2　对于每一个固定的 n ,有限冲激响应序列 h ( t ,

n)是关于 t的几乎周期实序列 (可以是非最小相位的) ,并且 ,

h (0 ,0) = 1 ; h ( t ,0) ≠0 , h ( t , q) ≠0 , Π t .

在实际应用中 ,信号 x ( t)是在噪声中被观测的 :

y ( t) = x ( t) + v ( t) , t = 0 ,1 , ⋯, T - 1 (2)

其中 ,加性噪声 v ( t)满足 :

假定 3　v ( t)是一个与ε( t)独立的功率谱未知的零均值

高斯 (有色)过程 (可以是非平稳的) .

满足模型式 (2)和假定 1～3的信号是平稳 MA信号在几

乎周期[1 ,6 ]时变情形的推广 ,它是一类重要的非平稳信号.这

一类信号在通信、水文、气象等领域具有广泛的应用 [1 ] .近年

来 ,随着循环统计量这一信号处理新工具的发展 ,对于 APMA

信号的研究正在逐步深入.文献[1 ]提出了基于循环统计量的

信号参数估计的线性和非线性算法 ,以及一种统计定阶方法.

文献[2 ]提出了两种法方程方法和一种基于奇异值分解的定

阶方法.文献[3 ]建立了另外两类线性法方程并基于时变累量

和循环累量分别提出了时域定阶方法.对于平稳 MA信号 ,闭

式递推估计是一类重要的参数估计方法[4 ,5 ] .其理论意义在

于[5 ] ,若某种方法存在闭式递推公式 ,则该方法具有唯一解.

但是 ,对于 APMA信号 ,尚未对参数的闭式递推估计方法进行

深入研究.因此 ,本文的目的是建立 APMA信号参数的基于时

变累量的闭式递推公式 ,同时得到了两个用于直接估计信号

参数的公式.

2　时变累量和参数估计

　　根据时变累时的定义和性质 [6 ]可知 ,对于满足模型式 (2)

和假定 3的信号 ,当 k Ε 3时 ,有

ckx ( t ;τ) = cky ( t ;τ) ,τ> (τ1 ,τ2 , ⋯,τk - 1)

即观测信号 y ( t)与无加性噪声污染的信号 x ( t)具有相同的

时变累量 ,因此 ,在基于高阶时变累量的分析中不必考虑加性

高斯 (平稳和非平稳)噪声的影响.由累量性质可得 ,满足模型

式 (1)和假定 1 - 2的 APMA信号 x ( t)的 k ( Ε 3)阶时变累量

为
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　　ckx ( t ;τ) =γkε∑
q

n =0

h ( t , n) h ( t +τ1 , n +τ1) ⋯

h ( t +τk - 1 , n +τk - 1) (3)

它是平稳MA信号的 BBR公式[7 ]在 APMA情形的推广.

在式 (3)中令τ1 = q ,τ2 = i ,τ3 =τ4 = ⋯=τk - 1 = 0得到

ckx ( t ; q , i ,0 , ⋯,0) =γkεh
k - 2 ( t ,0) h ( t + q , q) h ( t + i , i) (4)

上式中分别取 i = 0和 i = q得到

ckx ( t ; q ,0 ,0 , ⋯,0) =γkεh
k - 1 ( t ,0) h ( t + q , q) (5)

ckx ( t ; q , q ,0 , ⋯,0) =γkεh
k - 1 ( t ,0) h2 ( t + q , q) (6)

由式 (4)和 (5)得到

h ( t , i)
h ( t - i ,0)

=
ckx ( t - i ; q , i ,0 , ⋯,0)

ckx ( t - i ; q ,0 ,0 , ⋯,0)
(7)

由式 (5)和 (6)得到

γkεh
k ( t ,0) =

c2
kx ( t ; q ,0 ,0 , ⋯,0)

ckx ( t ; q , q ,0 , ⋯,0)
(8)

考虑到假定 2 ,由上式得到

γkε=
c2

kx (0 ; q ,0 ,0 , ⋯,0)

ckx (0 ; q , q ,0 , ⋯,0)
(9)

式 (9) , (8)和 (7)是一组直接描述信号参数和时变累量关

系的表达式.这一组公式是平稳MA信号的 C( q , k)公式[8 ]在

APMA情形的推广.事实上 ,在式 (1)中若 h ( t , i) = b ( i) ,则式

(7)就是 C( q , k)公式[8 ] .因此 ,式 (7)可以认为是 APMA信号

的 C( q , k)公式.

式 (7)～ (9)同时构成了一种直接估计 APMA信号参数的

方法 :首先利用式 (9)估计驱动噪声的 k阶累量γkε,然后由式

(8)估计任一时刻 t 的首项 MA系数 h ( t ,0) ,最后由式 (7)估

计任一时刻 t的各项MA系数 h ( t , i) .需要指出的是 ,若已知

h ( t ,0) > 0 ,则不需要假定 k为奇数也可以由式 (7)和式 (8)估

计 h ( t , i) .

现在考虑另一种直接估计信号参数的公式.在式 (3)中 ,

令τ1 =τ2 = ⋯=τk - 2 = q ,得到

ckx ( t ; q , ⋯, q ,τk - 1) =γkεh ( t ,0) hk - 2 ( t + q , q)

·h ( t +τk - 1 ,τk - 1) (10)

利用上式不难得到

ckx ( t - i ; q , ⋯, q , i) =γkεh ( t - i ,0) hk - 2 ( t - i + q , q)

·h ( t , i) (11)

ckx ( t - i ; q , ⋯, q , q) =γkεh ( t - i ,0) hk - 1 ( t - i + q , q)

(12)

ckx ( t - i ; q , ⋯, q ,0) =γkεh
2 ( t - i ,0) hk - 2 ( t - i + q , q)

(13)

由式 (11)和 (12)可得

h ( t , i)
h ( t - i + q , q)

=
ckx ( t - i , q , ⋯, q , i)

ckx ( t - i , q , ⋯, q , q)
(14)

由式 (12)和 (13)可得

γk: h
k ( t - i + q , q) =

c2
kx ( t - i ; q , ⋯, q , q)

ckx ( t - i ; q , ⋯, q ,0)
(15)

在式 (12)和 (13)中令 t = i = 0 ,并考虑到假定 2 ( h (0 ,0) = 1) ,

可得

γk: =
ck - 1

kx (0 ; q , ⋯, q ,0)

ck - 2
kx (0 ; q , ⋯, q , q)

(16)

式 (16) , (15)和 (14)是本文得到的另一组直接表示信号

参数和时变累量关系的表达式.它们也构成了另一种直接估

计 APMA信号参数的方法 :首先利用式 (16)估计驱动噪声的

k阶累量γk: ,然后由式 (15)估计任一时刻 t的末项MA系数 h

( t , q) ,最后由式 (14)估计任一时刻 t 的各项 MA系数 h ( t ,

i) .

需要指出的是 ,在 k = 3的情形 ,式 (7)～ (9)和式 (14)～

(16)在本质上是一致的.而在实际的估计计算中 ,最常用的是

三阶或四阶统计量 ,所以 ,只需要式 (7)～ (9)就足够了.但是 ,

式 (14)～ (16)在理论分析中还是有用的.

本文在上述两类公式的基础上来推导 APMA信号参数的

闭式递推公式.在式 (3)中 ,令τ1 = i ,τ2 = ⋯=τk - 1 = 0 ,得到

ckx ( t ; i ,0 , ⋯,0) =γk: ∑
q

n =0

hk - 1 ( t , n) h ( t + i , n + i) (17 a)

上式可以变换为

ckx ( t - i ; i ,0 , ⋯,0) =γk: ∑
q

n =0

hk - 1 ( t - i , n - i) h ( t , n) (17 b)

在上式中令 i = - q , t = 0 ,可得

γk: =
ckx ( q; - q ,0 ,0 ,0 , ⋯,0) ck - 1

kx (0 ; q ,0 ,0 , ⋯,0)

ck - 1
kx (0 ; q , q ,0 , ⋯,0)

(18 a)

或者

γk: =
ckx ( q; - q ,0 ,0 ,0 , ⋯,0) ck - 1

kx (0 ; q , ⋯, q ,0)

ck - 1
kx (0 ; q , ⋯, q , q)

(18 b)

令 at ( m , n) >γk: h
k - 1 ( t - q + m , n) , n = 0 ,1 ,2 , ⋯, m , m = 0 ,

1 ,2 , ⋯, q.那么 ,基于式 (7)～ (9)的 at ( m , n)的计算公式为

　　　at ( m , n) =γ1/ k
k:

ck - 1
kx ( t - q + m - n ; q , n ,0 , ⋯,0)

[ ckx ( t - q) + m - n ; q ,0 ,0 , ⋯,0 ][ ( k - 1) ( k - 2) ]/ k [ ckx ( t - q + m - n ; q , q ,0 , ⋯,0) ]
( k - 1) / k (19 a)

基于式 (14)～ (16)的 at ( m , n)的计算公式为

　　　at ( m , n) =γ1/ k
k:

ck - 1
kx ( t - q + m - n ; q , ⋯, q , n)

[ ckx ( t - q + m - n ; q , ⋯, q , q) ][ ( k - 1) ( k - 2) ]/ k [ ckx ( t - q + m - n ; q , ⋯, q ,0) ]
( k - 1) / k (19 b)

在式 (17 b)中令 i = q可得 h ( t , q) =
ckx ( t - q; q ,0 ,0 , ⋯,0)

at (0 ,0)
(20)

进一步 ,在式 (17 b)中令 i = q - m ,则有

h ( t , q - m) =
ckx ( t - q + m , q - m ,0 , ⋯,0)

at ( m ,0) -
1

at ( m ,0) ∑
m

i =1

a ( m , i) h ( t , q - m + i) , m = 1 ,2 , ⋯, q (21)

　　式 (18)～ (21)是本文得到的关于 APMA信号参数的一种 闭式递推公式.由式 (19) ,式 (4)～ (6) ,式 (11)～ (13)和假定 2
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可知 ,对于任意 t 和 0 Φ m Φ q ,都有 at ( m ,0) ≠0.因此 ,递推

公式中不存在除零的隐患 ,由式 (20)～ (21)得到的 h ( t , i)的

解是唯一的.同时 ,这也说明了由式 (17 b)建立的线性法方

程[2 ,3 ]具有唯一的最小二乘解.

式 (18)～ (21)同时构成了 APMA信号参数的一种闭式递

推的时变累积量算法 :对于任一时刻 t ,首先由式 (18)和式

(19)估计γk:和 at ( m , n) ,然后由递推公式 (20)和 (21)估计

h ( t , i) ,其中 ,信号 x ( t)的高阶时变累量用实际观测信号 y

( t)相对应的高阶时变累量的估计值来代替.由于递推公式只

涉及信号的高阶时变累量 ,所以 ,上述闭式递推估计算法适应

于任何加性高斯 (平稳和非平稳)噪声情形.

基于式 (17 a) ,类似于式 (18)～ (21)的讨论 ,可以得到关

于 hk - 1 ( t , i)的闭式递推公式 (平稳情形的结果可参见文献

[5 ]) ,详细推导从略.

3　仿真实验

　　本节对于 APMA信号参数的闭式递推估计方法进行仿真

实验.在模型 (1)和 (2)中 ,驱动噪声 : ( t)取零均值独立的指数

分布随机数 ,并且 ,σ2
: = 1 ,γ3 : = 2.加性噪声 v ( t)取零均值 AR

(2)高斯过程 :

v ( t) - 116 v ( t - 1) + 0168 v ( t - 2) = e ( t) (22)

几乎周期冲激响应序列 h ( t , n)取为关于 t 的周期为 2的实

序列 :

t为偶数时 : h ( t ,0) = 1 , h ( t ,1) = 012 , h ( t ,2) = - 0175 ;

t为奇数时 ; h ( t , 0) = 016 , h ( t , 1) = - 0165 , h ( t , 2) =

112.

即无噪声污染的信号 x ( t)是一个周期为 2的时变 MA (2)过

程.

t为偶数时 , x ( t) = : ( t) + 012: ( t - 1) - 0175: ( t - 2) ;

t为奇数时 , x ( t) = 016: ( t) - 0165: ( t - 1) + 112: ( t - 2) .

信噪比定义为 SNR = 10log10 (σ2
: /σ

2
v) .在实验中 ,信噪比取

为 0dB ,观测数据 y ( t)根据上述参数和式 (1)～ (2)产生. x ( t)

的高阶时变累量用 y ( t)的高阶时变累量代替 ,数据长度取为

8192 ,Monte Carlo 运行次数为 100.分别利用基于三阶时变累

量的线性法方程方法 (LNEM)和闭式递推估计方法 (CFRM)进

行参数估计计算.参数估计的统计结果见表 1.

表 1　基于三阶时变累量的参数估计的统计结果

待估参数 γ3: h (0 ,1) h (0 ,2) h (1 ,0) h (1 ,1) h (1 ,2)

真值 2100000 0120000 - 0175000 0160000 - 0165000 1120000

LNEM
估计均值2102758 0126036 - 0175511 0161655 - 0159606 1116906

标准偏差0129703 0109312 0111403 0112365 0112205 0118681

CFRM
估计均值2104150 0128999 - 0173729 0161500 - 0158817 1114811

标准偏差0141355 0109092 0108855 0111413 0110656 0111891

　　表 1说明参数估计的法方程方法和闭式递推方式都具有

较好的估计均值和较小的标准偏差 .法方程方法的估计均值

略精于闭式递推方法的估计均值 ,但闭式递推方法的稳定性

略优于法方程方法.从总体来看 ,当 APMA信号的阶数较低

时 ,二者的估计精度差别不大.

4　结束语

　　本文通过研究 APMA信号参数和时变累量之间的关系建

立了类似于平稳MA信号 C( q , k)公式的关系式 ,并提出了两

种直接由信号的时变累量估计 APMA信号系数的方法.在此

基础之上 ,导出了 APMA信号系数的基于奇数阶时变累量的

闭式递推公式.

本文的主要目的不在于将得到的闭式递推公式作为实际

的参数估计算法 ,而是在理论上证明其参数估计方法具有唯

一解.从而说明了线性法方程方法具有唯一的最小二乘解.尽

管本文仅讨论了一类累积量切片情形 ,但其方法可以推广到

讨论其他类型的累积量切片情形.
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