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　　摘　要 : 　本文根据交替投影的基本思想 ,提出了一种基于径向基函数网络的小波变换模极大值重构方法.该方

法利用径向基函数网络 (RBFN)在其基函数宽度很大时具有较好的线性映射这一特性来加快收敛速度 ,提高重构精

度.它不仅能较好地重构信号的边缘 ,而且能准确地重构出信号的峰值.大量仿真实验表明 ,该方法对各种信号是普遍

适用的 ,具有收敛速度快 ,重构精度高的特点.
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Algorithm of Signal Reconstruction from Modulus Maximum of Signal′s
Wavelet Transform Ba sed on Radial2Ba sis2Function (RBF) Network
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Abstract :　Based on the principle of alternative projection ,the paper presents an algorithm of signal reconstruction from modu2
lus maximum of signal’s wavelet transform based on radial2basis2function (RBF) network. The algorithm accelerates convergence and

improves reconstruction precision by taking advantage of RBF network’s good linear property which occurs while the width of the basis

function is very large. The algorithm can not only reconstruct signal’s edges very well ,but also recover signal’s climax precisely. A lot

of simulation experiments show that the algorithm is also effective to different kinds of signals and has characteristics of both fast con2
vergence and high precision.
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1　引言
　　信号在不同尺度上小波变换的模极大值包含了信号中最

重要的信息 .研究如何由这些模极大值重构信号 ,对于信号滤

波、边缘检测、图像压缩、模式识别都具有重要意义. Mallat 和

Zhong等提出了一种交替投影的模极大值重构方法 [1 ] .这种方

法有如下缺点 : (1)收敛速度较慢 ; (2)当原始小波变换有跃变

时 ,会出现相似于 Gibbs现象的伪振荡.于是他们又提出了施

加符号约束的交替投影方法.这种方法可以在一定程度上消

除伪振荡 ,但是其收敛性得不到保证. A. E. Cetin和 R. Ansari

等给出了一种由离散二进小波变换模极大值重构数字信号的

迭代算法[2 ] ,这种方法的收敛性是能保证的 ,但是重构出的信

号可能与源信号有极大的差异 (实际上 ,文献 [1 ]已经说明了

利用信号小波变换的模极大值不能完全重构源信号 ,不同的

信号可能在所有尺度上皆有相同的模极大值) .陈德智等 [3 ]提

出了一种由模极大值快速重构信号的方法.这种方法对跃变

信号的重构具有非常高的精度 ;但是 ,当对类似于正弦信号、

线性调频信号、钟状信号等一系列信号重构时将具有较大的

误差.特别是其对信号峰值的损失在某些场合是不允许的.基

于此 ,本文根据交替投影的基本思想 ,提出了一种基于径向基

函数网络 (RBFN)的小波变换模极大值重构算法.

2　基于交替投影的模极大值重构的基本思想[ 1]

　　模极大值重构的基本思想就是由信号的二进小波变换在

不同尺度下的模极大值重构原信号.也就是说 ,要找一个函数

h ( x) ∈L2 ( R) ,它的二进小波变换 W2
jh ( x)与 W2

jf ( x)有相同

的极值特征.即若| W2
jf ( x) |在点{ xj

n} n∈Z取极大值 ,则

(1)在每个尺度 2 j上 ,有 W2
jh ( xj

n) = W2
jf ( xj

n) ;

(2)在每个尺度 2 j 上 | W2
j h ( x) | 局部极大值在且仅在

{ xj
n} n∈Z处.

具体思路如下 :

令 K为满足下式的所有函数序列{ gj ( x) } j∈Z的空间

‖{ gj ( x) } j∈Z‖
2
3 = ∑

+∞

j = - ∞

( ‖gj‖
2 + 22 j dgj

dx

2

) < + ∞ (1)

令 V为 L2 ( R)中函数的二进小波变换所组成的空间 ,则

V < K.

令Γ表示 K中满足 gj ( xj
n) = W2

jf ( xj
n) , n , j ∈Z 的元素
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{ gj ( x) }所构成的空间 ,Γ在 K中是闭的 ,满足条件 (1)的二进

小波变换是属于Λ=Γ∩V 的函数序列.必须求出Λ中一元

素 ,使范数‖·‖3最小 ,可通过在 V和Γ上的交替投影得到.

设 W是二进小波变换算子 , Wf :{ W2
jf } j∈Z ,记算子 PV =

W. W - 1 ,对任一序列 X = { gj ( x) } j∈Z ∈K, PVX ∈V ,因此 , PV

是 V上的投影算子.令算子 PΓ : K ϖΓ是一最佳投影算子 ,即

记取 h∈K, PΓh∈Γ满足‖PΓh - h‖3 = min
g∈Γ
‖g - h‖3 .

记 P = PΓ. PV ,任取 g0∈Γ作为初始函数 ,则由凸逼近理

论可知

lim
n ϖ∞
‖Png0 - Wf ‖= 0

其中 Pn = P. P. ⋯. P为算子 P的 n次映射.

将上述思想画成框图形式 ,如下图 1所示 :

图 1　基于交替投影的模　　　图 2　径向基函数网络

极大值重构算法框图 结构示意图

对于这种方法 ,当原始小波变换有跃变时 ,会出现相似于

Gibbs现象的伪振荡.文献 [1 ]中提出采用加符号约束的办法

来消除伪振荡.实际上也就是在上述框图中加进一个符号约

束算子.由于这个算子不是正交投影算子 ,所以不能保证这时

P的反复映射是收敛的.

从图 1可看出 ,这种方法收敛速度的快慢取决于 PΓ是采

用何种方法加以实现的.文献[1 ]中 PΓ的实现方法为 gj ( x) =

PΓ( W2
jh ( x) ) = W2

jh ( x) +εj ( x) ,使得 gj ( xj
n) = W2

jf ( xj
n) , n , j

∈Z ,其中εj ( x) =αe2
- j

x +βe - 2
- j

x . W2
j h ( x)为 h ( x)在尺度 j

上的小波变换 ,加了εj ( x)后 ,往往使它不再是某个函数的小

波变换 ,这也是它收敛比较慢的一个最主要原因.为了加快收

敛速度 ,对 PΓ提出这样的要求 ,即要求 , gj ( x ) = PΓ ( W2
j

h ( x) )与某个函数在尺度 j的小波变换有极好的相关性.当研

究径向基函数网络的特性时 ,作者发现这是可以做到的.下面

详细讨论这种 PΓ的设计过程.

3　基于 RBF网络的模极大值重构算法

　　RBF网络不仅具有良好的内插和外推能力 ,而且避免了

繁琐冗长的计算 ,使学习速率比通常的 BP方法快 103～104

倍.它的拓扑结构如图 2所示. (它的输入层和输出层皆可以

有多个单元.本图仅针对本文情况而言) .

隐层执行的是一种固定不变的非线性变换 ,隐单元数目

在网络训练过程中随问题的复杂程度和所需精度动态调节 ,

其训练过程主要是选取隐层的中心及确定隐层和输出层间的

权值. RBF网络可以实现的映射为 :

y = ∑
n

i =1

λiΦi ( ‖x - ci ‖) (2)

式中 , x∈R1为输入向量 :Φ(·)为一给定的非线性变换 ; ‖·

‖表示欧氏范数 ;λi 为权值 ; ci ∈R1 为网络中心 ;由于用高斯

函数作为基函数的网络能够以任意精度逼近任何连续函

数[4 ,5 ] ,所以在本文中 ,非线性变换 Φ (·) 选用高斯函数 ,

Φi (·) = exp[ -
‖x - ci ‖2

2σ2
i

] ,1 Φ i Φ n式中σi 为隐层第 i 个单

元高斯函数的宽度.

对于每一个 j ,选取 W2
j h ( xj

n) , n , j ∈Z作为网络的输入

样本 , W2
jf ( xj

n) n , j ∈Z作为网络的输出样本.对网络进行训

练 ,训练完毕 ,以 W2
jh ( x)作为网络的输入 ,得到网络的输出

mj ( x) .下面首先讨论权值λi及网络中心 ci 的确定方法 ,具体

为 :

令隐单元数等于样本数 (设样本数为 L) , ci = W2
j h ( xj

i ) .

假设σi 已定 ,将样本对 ( W2
j h ( xj

n) , W2
jf ( xj

n) ) , n = 1 , 2 , ⋯, L

逐个代入式 (2) ,得到一线性方程组 ,解此方程组即可确定λi ,

i = 1 ,2 , ⋯, L .再来详细讨论σi 确定方法 :

由于 x∈R1 ,这样Φi (·) = exp [ -
( x - ci)

2

2σ2
i

] ,1 Φ i ΦL ,当

x - ci

2σi
ν 1 时 ,Φi (·) = 1 -

( x - ci)
2

2σ2
i

. 于是 y = ∑
L

i =1

λi (1 -

( x - ci)
2

2σ2
i

) ,若忽略 x2 项 ,则 y 与 x 呈线性关系.这样 y 在一

定程度上较好地保持了 x 的形状.为了验证这个分析过程的

正确性 ,将Φi (·)直接取为 1 -
( x - ci)

2

2σ2
i

,通过大量的仿真实

验 ,发现当 1
200

Φ
ci

σi
Φ 1

100
时 ,可取得相当满意的效果.现在若

令径向基函数网络的映射作用为算子 PM : V ϖ M ,那么是否

有 M ΑΓ?回答是否定的.这也就意味着 PM 没有完全实现

PΓ的功能.实际上 ,上述有关λi 的线性方程组是一个矛盾方

程组 ,所得的解为最小二乘解.那么 mj ( xj
n) = PM ( W2

j h ( xj
n) )

∈M与Γ之间有一段小距离.如果对重构信号的精度要求不

是很苛刻 ,那么可以将 PM当成 PΓ ,然后按照图 1的流程进行

交替投影即可 .若对重构信号的精度要求较高 ,则还要作一个

从 M到Γ的映射.不妨设这个映射为算子 PMΓ ,则 PMΓ可以

采用与文献[1 ]中 PΓ的实现方法完全相同的方法加以实现.

这样算子 PΓ由算子 PM与算子 PMΓ合成.由于 PM能较好地保

持输入端函数的形状 ,算子 PMΓ将 M空间的函数映射到Γ空

间 ,而且对函数形状的改变较小.由这样的 PM 与 PMΓ合成的

算子 PΓ = PMΓ. PM显然满足前面对 PΓ提出的要求.为了说明

分析与设计过程的合理性 ,下面确定一个仿真实验的结果.

4　仿真结果讨论

　　在对仿真结果进行讨论之前 ,首先定义一个衡量指标.设

Xt
r ( n)为经 t次交替投影后的重构信号 , Xs ( n)为源信号 , n =

0 ,1 , ⋯, M - 1. 定义重构信号与源信号相对误差为 et =

∑
M - 1

i = 0
( Xt

r ( i) - Xs ( i) ) 2 / ∑
M - 1

i = 0
( Xs ( i) ) 2 ;本文选用 Coiflets 小

波 ( hN 长为 6×3 = 18) .为了使源信号具有代表性 ,用五段不

同类型的信号构成它.第一段为来自课题的实测数据 (经过了
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　图 3　四种重构方法的相对误差与投影次

数之间的关系曲线

图 4　四种方法重构出的信号

与源信号的差异

归一化处理 ) ;第

二段为 Dirac 函

数 ;第三段为阶跃

函数 ;第四段为 f

( x) = 015sin ( x2 +

1
2

x ) ( x ∈ [ -

2177 , 2127 ] ,采样

间隔为 011) ;第五

段为位于区间 [ -

2/ 3π,2/ 3π] ,采样

间隔为 011 ,角频

为 3 ,幅值为 014的正弦信号叠加了σ= 011的高斯白噪声信

号.分别用文献[1 ]中直接交替投影法 (称为方法 (1) ) 、加符号

约束的直接交替投影法 (方法 (2) ) .文献[3 ]中的重构方法 (方

法 (3) )以及本文的方法 (方法 (4) )对源信号进行了仿真实验 ,

得到的 et～ t曲线如图 3所示.

从图中可以看出 ,若依据投影次数来衡量 ,显然方法 (1)

收敛是最慢 ,方法 (3)收敛是最快 ,方法 (2)与方法 (1)相比有

一定的改善. 方法

(4) 较方法 (1) 与方

法 ( 2) 有较大的改

善.若依照收敛时间

来衡量 ,方法 (4) 最

好 ,在达到相同的重

构精度时它所用的

时间最少. 例如 ,为

了达到 915 %的相对

误差 ,方法 (1) 交替

投影了 18 次 ,花费

时间 24199 秒 ;方法

(2) 交替投影了 14

次 ,花费时间 21109

次 ;方法 (3) 花费时

间 11181秒 ;方法 (4)

交替投影了 3次 ,花

费时间 5155 秒. 若

对收敛时间和重构

精度都有一定的要

求 ,则方法 (4) 将为

最好的选择.关于这

一点从图 4 中可以

看得比较清楚. 图 4

中 ( a) 、( b) 、( d) 分

别是用方法 ( 1 ) 、

(2) 、(4)进行 6 次交

替投影后得到的重

构信号与源信号之

间的关系图 , ( c) 是

用方法 (3)重构出的信号与源信号之间的关系图.方法 (1) 、

(2) 、(3) 、(4)花费的时间分别为 8140 秒、8185 秒、11181 秒、

11198秒 ,达到的相对误差依次为 23102 %、20172 %、9144 %、

5106 %.从图中可看出 ,方法 (4)不仅能无误差地恢复出信号

的边缘 ,而且能较好地重构出信号的峰值 ,方法 (3)重构出的

信号有一定的峰值损失.方法 (1)与方法 (2)重构出的信号是

不能令人满意的.

5　结论

　　信号的边缘及其峰值包含了信号的重要信息 .因此寻找

一种重构方法使它不仅能无误地恢复信号的边缘而且能高精

度地重构信号的峰值将具有重要的现实意义.而在这方面 ,本

文所提出的方法较前三种方法有明显的优势.它能以较短的

时间重构出精度令人满意的信号 ,而且不损失信号的边沿及

峰值信息.大量仿真实验表明 ,该方法对各类信号是普遍适用

的.通常经过 5～6次交替投影就可取得令人满意的精度 (相

对误差小于 7～8 %) .若对重构精度要求不太高 ,则进行 3～4

次交替投影即可 .若对重构精度的要求非常苛刻 ,则需要进行

多次交替投影 (通常超过 10次)方可满足精度要求.
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