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　　摘　要 :　本文重点考察了代数几何码译码算法的两个典型代表———Ehrhard译码算法和大数表决方案.描述了

译码算法从 Reed2Solomon码、Goppa码到代数几何码译码算法的两条不同发展途径.
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1　引言
　　编码理论主要研究三个问题 : (1)最佳编码能有多好 ; (2)

如何构造好码 ; (3)如何译码.关于问题 (1)已经给出了各种上

下界 ,其中一个重要的界是 Gilbert2Varshamov界.构造达到或

超过 Gilbert2Varshamov界的纠错码就成为问题 (2)的重要课

题. 70年代 ,Goppa[1 ]首先使用有限域上的代数曲线来构造码.

80年代初 ,Tsfasman、VlÁdut和 Zink[2 ]将 Goppa的思想与代数几

何中的深刻结果相结合 ,构造出一系列纠错码 ,使其信息率超

过 Gilbert2Varshamov界.代数几何码即指这些利用有限域上的

代数曲线构造的线性分组码.问题 (3)就是针对构造出的码 ,

给出有效的译码算法.这也是本文关心的问题. 1989年 ,Juste2
sen、Larsen、Elbrªnd Jensen、Havemose及 Hªholdt 首先将 Arimoto

和 Peterson对 RS码的译码算法进行推广 ,对平面曲线上的代

数几何码给出了一个译码算法[3 ] . 1990 年 , Skorobogatov 和

VlÁdut[4 ]又将其推广到任意代数曲线上.这样就有了所谓基本

译码算法和改进译码算法 [4 ,5 ] .

1992年 ,Porter、Shen和 Pellikaan[6 ]以及 Ehrhard[7 ]给出一个

运用子结式序列的译码算法 ,这个算法与改进译码算法等价.

突破始于 1993年 ,在这一年 Ehrhard[8 ]、Feng和 Rao[9 ]都

给出了纠错能力达到õ(d - 1) / 2」个错误的译码算法.

还有相当多的文献讨论代数几何码译码算法的各种改进

和推广.我们认为 Ehrhard的译码算法和 Feng、Rao 的大数表

决方案是代数几何码译码算法的典型代表 ,纠错能力的突破

始于它们 ,最具本质意义.从历史的角度看 ,这两个算法解决

问题的不同方式还代表了代数编码译码算法的两条主要发展

途径 :一条是从校验矩阵的角度出发 ,将校验矩阵进行适当的

扩弃 (添加新行) ,使其中的某些行能组成一可逆阵 ,并确定足

够多的错误向量的伴随式 ,从而纠正错误 ,得到正确的码字 ;

另一条是首先试图确定错误向量的错误位置多项式 (函数) ,

从而确定错误向量的值.

我们认为这两种途径代表了代数编码译码算法成长、发

展、推广的历程.本文描述了译码算法的这两条发展途径 ,提

供了一种平行的对比 ,希望能在众多的译码算法中给出参照

系 ,对理清思路有所帮助.

2　预备知识

　　代数几何码的研究涉及到代数曲线中一些较深入的知

识 ,在此只能罗列出本文中涉及的代数几何以及与线性分组

码的译码有关的一些基本概念.有兴趣的读者可参看文[ 11～

17 ,22 ].

211　代数几何基本概念

设 q是 p的素数幂 , Fq是有 q个元素的域 , �Fq是 Fq的代

数闭包 , Pn 是 Fq上 n维射影空间.一条定义在 Fq 上的光滑

射影曲线χ是指一组齐次多项式 f1 , ⋯, f r∈Fq [ X0 , ⋯, Xn ]的

公共零点集且满足对所有 P∈χ,矩阵

Dp∶=
5 fρ
5 Xυ

( P)
0 ΦυΦ n
1 ΦρΦ r

的秩为 n - 1.以后我们简称光滑曲线为曲线.我们总假设曲
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线χ是不可约的 ,即χ不是两条不同曲线的并.

具有相同次数的齐次多项式 f , g ∈�Fq [ X0 , ⋯, Xn ]的商

f / g称为χ上的有理函数 ,如果 g在χ上不恒等于零.用 Fq

(χ)表示系数在 Fq中的有理函数域.定义χ上的微分形式集

合Ω(χ)为由符号{ dg} g∈�F
q

(χ)关于关系

d ( fg) = f dg + gdf , d ( f + g) = df + dg , da = 0 , Π a∈�Fq

生成的 �Fq (χ) ———线性空间.

设 P∈χ,考虑有理函数 f = g/ h , h ( P) ≠0组成的环 RP.

极大理想{ f ∈Rp| f ( P) = 0} < RP 的生成元称为χ在 P的局

部参量.若 tp为χ在 p的局部参量对任有理函数 f ≠0 ,使得

f / tn
P∈RP的最大整数 n为 f 在 P的阶 ,记为 vP ( f ) .对微分形

式 0≠ω= f dtP ,定义 vP (ω) = vP ( f ) .对任意 vP ( f ) Ε m的有理

函数 f ∈Fq (χ) ,都存在序列 ai ∈Fq , i Ε m ,使得

vP f - ∑
n

i = m

ait
i
P Ε n + 1.

f = ∑∞i = mait
i
P称为 f 在 P的局部幂级数.η= ∑∞i = m ait

i
PdtP称为

η= f dtP的局部幂级数 , Re sPη: = a - 1称为η在 P的留数.如果

vP (η) Ε - 1 , vP ( f ) Ε 0 ,则

Re sP ( fη) = f ( P) Re sPη

除子 D定义为形式和 D = ∑nPP ,其中 nP∈Z且 nP只对

有限多个 P∈χ不为零.集 sup p ( D) = { P∈χ} | nP≠0}称为除

子 D的支集. D的次数定义为 degD = ∑nP.

对 f ∈Fq (χ) , ( f ) : = ∑vP ( f ) P 称为主除子. 对 ω∈

Ω(χ) , (ω) : = ∑vP (ω) P称为典范除子.

除子 D = ∑nPP称为正的 ,记为 D Ε 0 ,如果对每个 P∈

χ, nP Ε 0.

令 L ( D) : = { f ∈Fq (χ) | ( f ) + D Ε 0} ∪{ 0}

Ω( D) : = {ω∈Ω(χ) | (ω) Ε D} ∪{ 0} .

则 L ( D)和Ω( D)都是有限维 Fq———向量空间 ,其维数分别

记为 l ( D)和 i ( D) .

定理 211　(Riemann2Roch)设χ为非奇异曲线.则存在一

个整数γΕ 0 ,称为χ的亏格 ,使得

l ( D) = 1 + degD - γ+ i ( D) .

定理 212　(留数公式)对任ω∈Ω(χ) ,

∑
P∈χ

Re sP (ω) = 0

212　译码问题

设 C是 Fn
q 中一线性分组码 ,即 C Α Fn

q 是一个 Fq
- 线性

空间.称 Fn
q中的元素为字 ,码 C中的元素为码字.两个字 a

= ( a1 , ⋯, an)和 b = ( b1 , ⋯, bn)的 Hamming距离定义为

d ( a , b) = | { i| ai ≠bi} | .

字 a的 Hamming重量定义为

wt ( a) = | { i| ai ≠0} | .

码 C的最小距离定义为

d = d ( C) = min{ d ( a , b) | a ≠b , a , b∈C}

字 y到码 C的距离定义为

d ( y , C) = min{ d ( y , c) | c∈C}

若 c是传送字 ,而 y = c + e是接收字 ,则称 e为错误向量.若

d( y , C) = t′,则存在码字 c′和错误向量 e′使得 y = c′+ e′且

wt ( e′) = t′.若错误的个数不超过 ( d - 1) / 2 ,即 wt ( e′) Φ ( d -

1) / 2 ,则可断定 c = c′, e = e′.即当 y到码 C的距离最多为 ( d

- 1) / 2时 ,离 y最近的码字是唯一的.

若 A是一个算法 ,它以一个对 ( C , y)作为输入 ,以 A ( C ,

y)作为输出 ,其中 C是一线性码 , y 是一个长度与 C的长度

相同的字 ,则 AC是算法A在码 C上的限制 ,即 AC以字 y作为

输入 ,而以 A ( C , y)作为输出.因此 ,译码过程可分为两部分 :

第一部分是预处理部分.这是对一个适当的码 C ,构作一个译

码器 AC.这部分可以是耗时的.第二部分是对每个接收到的

字 y进行译码 ,这一部分需要速度很快.

矩阵 H称为码 C的校验阵 ,如果 C = { c∈Fn
q | HcT = 0} ,

其中 cT为 c的转置.码 C的对偶码定义为 CT = { b∈Fn
q | bcT

= 0 , Π c∈C}

命题 213　设 H是码 C的校验阵.假设有接收字 y = c +

e ,并已知一包含 y的所有错误位置的集合 J ,且| J | Φ d - 1.

则错误向量是下列方程的唯一解 :

HxT = HyT且 xj = 0 , Π j | J .

3　从 RS码、Goppa 码到代数几何码

　　代数几何码是 Goppa 首先将 Goppa 码推广 ,利用有限域

上的代数曲线构造的.随后 ,从数学概念出发 ,代数几何码的

定义方式可进一步扩展 ,从而得到几种不同的代数几何码.利

用 Riemann2Roch定理和留数公式等揭示的概念间的深刻联

系 ,可以得到这些代数几何码间的相互关系.这使我们能用更

统一的观点看待线性分组码理论. 从概念上可将 RS码和

Goppa码看作代数几何码的特例 ,从而将代数几何码看成 RS

码和 Goppa码的推广.

311　代数几何码

给出一种代数几何码 (广义 Reed2Solomon码)的定义.

设χ为有限域 Fq上亏格为γ的曲线 , P1 , ⋯, Pn是χ上 n

个不同的有理点 ,用 D记除子 P1 + ⋯+ Pn .设 G为一除子 ,

其支集与 D的支集无交.作映射

EvD :L ( G) ϖ Fn
q , f | ϖ ( f ( P1) , ⋯, f ( Pn) ) .

这个映射是 Fq2线性的 ,且当 deg G < n 时为单射.用 CL ( D ,

G)记这个映射的像.

定义 311 　CL ( D , G) 称为代数几何码或广义 Reed2
Solomon码.它们的基本性质如下 :

定理 311　CL ( D , G)是[ n , k , d ]2码.当 deg G < n时 ,有

k Ε deg G - γ+ 1 , d Ε n - deg G.

此外 ,若 deg G > 2γ- 2 ,则 k = deg G - γ+ 1

CL ( D , G)的 Goppa设计距离定义为 n - deg G,记为 dγ.

下面给出另一种代数几何码 (几何 Goppa码)的定义.

作映射

Re sD :Ω( G - D) ϖ Fn
q ,η| ϖ (Re sP

1
(η) , ⋯, Re sP

n
(η) ) .

这个映射是 Fq2线性的 ,且当 deg G > 2γ - 2时为单射.用 CΩ

( D , G)记这个映射的像.

定义 312　CΩ( D , G)称为代数几何码或几何 Goppa码.

它们有下面的基本性质 :
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定理 312　CΩ ( D , G)是 [ n , k , d ]2码. 当 deg G > 2γ - 2

时 ,有 k Ε n - deg G +γ- 1 , d Ε deg G - 2γ+ 2

此外 ,若 deg G < n ,则

k = n - deg G +γ- 1

CΩ( D , G)的 Goppa设计距离定义为 deg G - 2γ+ 2 ,也记

为 dΓ.因 Re sP
i
( fη) = f ( Pi) Re sP

i
(η) ,留数公式就揭示出这两

种代数几何码之间的联系.

定理 313　CL ( D , G)与 CΩ( D , G)互为对偶码.

对有理点 P1 , ⋯, Pn ,总存在微分ω使得 Re sP
i
(ω) = 1 , i

= 1 , ⋯, n ,再加上事实 L ( G)同构于Ω( (ω) - G) ,就有

定理 314　CL ( D , G) = CΩ( D , (ω) + D - G) .

这个事实表明仅考虑 CΩ ( D , G)的译码算法不会失去一

般性.

定义 313　形如 CL ( D , mQ)或 CΩ( D , mQ)码称为一点代

数几何码 ,其中 Q是不同于 P1 , ⋯, Pn的χ上的 Fq2有理点.

312　Reed2Solomon码

Reed2Solomon码可以看成最简单的代数曲线2直线上定义
的代数几何码.

设α= (α1 , ⋯,αn)为 Fq的 n个不同元素组成的有序组.

k维 Reed2Solomon码定义为

RSk (α) = { ( f (α1) , ⋯, f (αn) ) | f ∈Fq[χ] , degf < k} .

设 x = ( x1 , ⋯, xn)为 Fq的 n个非零元素组成的有序组.

广义 k维 Reed2Solomon码定义为

GRSk (α, x) = { ( f (α1) x1 , ⋯, f (αn) xn) | f ∈Fq
m [χ] , degf < k}

设 g∈Fq[χ]使得 g (αi) = xi , i = 1 , ⋯, n.设 Pi = [αi ,1 ] ,

Q = [1 ,0 ]为射影直线的无穷远点.设 D = P1 + ⋯+ Pn .定义

射影直线上的除子 G = ( k - 1) Q - ( g) .则 GRSk (α, x) = CL

( D , G) .所有广义 RS码组成的集合恰是射影直线上的所有

形如 CL ( D , G)的码组成的集合.这也就是称曲线上形如 CL

( D , G)的码为广义 RS码的原因.

313　Goppa码

设 L = {α1 , ⋯,αn}为 Fq
m的 n个不同元素组成的集合.设

g∈Fq
m [χ]使得 g (αi) ≠0 , i = 1 , ⋯, n.古典 Goppa码Γ( L , g)

定义为

Γ( L , g) = { c∈Fn
q| ∑

ci

X -αi
≡0 mod ( g) }

设 Pi , Q , D与上述 RS码中的相同.若取 E为 g的零点

形成的除子 ,则Γ( L , g) = CΩ( D , E2Q) ,且

c∈Γ( L , g)当且仅当 ∑
ci

X -αi
dX∈Ω( E - Q - D) .

这就是为什么有些作者将几何 Goppa码的定义扩大到形

如 CΩ( D , E - Q)的码的子域子码的原因.

CL ( D , G)与 CΩ ( D , G)的对偶性可由这样的事实看出 :

Goppa码Γ( L , g)的校验阵等于广义 RS码的生成阵

g (α1) - 1 ⋯ g (α1) - 1

α1 g (α1) - 1 ⋯ αng (α1) - 1

… ⋯ …

αr - 1
1 g (α1) - 1 ⋯ αr - 1

n g (α1) - 1

其中 r是 Goppa多项式 g的次数.

4　从 Arimoto2Peterson译码算法到 Ehrhard译码算

法

　　本节考察从 Arimoto2Peterson译码算法到 Ehrhard译码算

法的发展途径 :从 RS码的 Arimoto2Peterson译码算法、Goppa码

的译码算法到基本译码算法、Ehrhard译码算法.贯穿于这些

算法中的基本思路是首先利用接收字的信息 ,得到错误位置

函数 (多项式) ,再利用这些信息得到错误值.在这里 ,重点是

找出错误位置函数 (多项式) .

假设 C是码 , d是其设计距离.设 c = ( c1 , ⋯, cn)是被传

送的码字 , y = c + e是接收到的字 ,其中 e = ( e1 , ⋯, en)是错

误向量.

411　Arimoto2Peterson译码算法

因 Arimoto2Peterson译码算法已推广到 BCH码上 ,我们直

接考察 BCH码的译码算法.

设 C是 BCH码 ,译码过程可分为三步 :

(1)计算伴随式

设校验阵为

H =

1 α α2 ⋯ αn - 1

1 α2 α4 ⋯ α2 ( n - 1)

… … … ⋯ …

1 αd - 1 α2 ( d - 1) ⋯ α( d - 1) ( n - 1)

,

则 y的伴随式为

S = ( s1 , ⋯, sn) T = HyT

=

1 α α2 ⋯ αn - 1

1 α2 α4 ⋯ α2 ( n - 1)

… … … ⋯ …

1 αd - 1 α2 ( d - 1) ⋯ α( d - 1) ( n - 1)

y1

y2

…

yn

(2)找出错误位置多项式

设 e的非零分量为 ei
1

, ⋯, ei
w

, i1 , ⋯, iw 即为 y 的错误位

置.令 Xr =αi
r , r = 1 , ⋯, w.错误位置多项式即为

σ( z) = ∏
w

i =1

(1 - Xiz) = ∑
w

i =0

σiz
i

因σi 与伴随式 si 间可由 Newton恒等式连接 ,所以由伴随

式可计算出错误位置多项式.

(3)确定错误值

首先找出错误位置多项式的零点.然后令ω( z) =σ( z) +

∑
w

i =1

zXi Yi∏
w

j =1
j≠i

(1 - Xjz) ,其中 Yr = ei
r
,则 Yi 可由ω( z)算出

　　Yi =ω( X - 1
i ) / ∏

j≠i

(1 - XjX
- 1
i ) = - Xiω( X - 1

i ) /σ′( X - 1
i ) .

因　
ω( z)
σ( z)

= 1 + ∑
w

i =1

zXi Yi

1 - zXi
= 1 + ∑

w

i =1

Yi∑
∞

j =1

( zXi)
j

= 1 + S ( z) ,

故ω( z) = (1 + S ( z) )σ( z) ,其中 S ( z) = ∑
∞

i =1

siz
i ,由于 degω( z)

Φdegσ( z) ,只须 s1 , ⋯, sn ,即可确定ω( z) .

412　Goppa码的译码
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Goppa码的译码过程大致与 BCH码的一致.设 C是 Gop2
pa码.设错误向量 e的 Hamming重量 wt ( e) < t/ 2 , t 为 g ( x)

的次数. 将伴随式定义为多项式 S ( x ) ≡∑
n

i =1

ei

x - γi
( mod g

( x) ) .定义错误位置多项式为σ( z) : = ∏
w

r =1

z - γi
r
及伴随多项

式ω( z) : = ∑
w

r =1

ei
r∏

k≠r

( z - γi
k
) .由于 S ( z)σ( z) =ω( z) mod ( g

( z) ) ,利用 Berlekamp2Massey算法或基于 Euclid算法的方法就

可找到满足上述方程的最低次数解σ( z)和ω( z) ,从而确定

错误值.

413　基本译码算法

设 CΩ( D , G)是设计距离为 d = deg G - 2 g + 2的代数几

何码.设 y = c + e是接收到的字 ,其中错误向量 e的 Hamming

重量 wt ( e) = t .设 I = { i| ei ≠0}为错误位置集 , Q = ∑
i∈I

Pi 为

错误位置除子.设 F是任一其支集与 D的支集无交的除子.

则 L ( F)中的错误位置函数集合为 L ( F - Q) .令

　K( y , F) = { f ∈L ( F) | ∑yif ( Pi) g ( Pi) = 0 ,

Π g∈L ( G - F) }

则当 F满足条件 deg F Ε t + g (1)

deg( G - F) > t + 2 g - 2 (2)

时 , L ( F - Q) = K( y , F) .对给定的 L ( F)和 L ( G - F)的基

底 ,通过解含 l ( F)个未知量、l ( G - F)个方程的线性方程组

可确定 K( y , F) .对 F的次数的限制导致 K( y , F)中的非零

元素最多有 d - 1个零点 ,利用命题 213 ,就可得到错误值.由

于满足条件 (1) 、(2)的最大的 t 为õ( d - 1 - γ) / 2」,所以基本

译码算法只能纠õ( d - 1 - γ) / 2」个错.

414　Ehrhard译码算法

Ehrhard译码算法可视为基本译码算法和改进译码算法

的发展 ,通过让算法找出依赖于接收字的那些除子而避开了

改进译码算法中需预先找出除子 F1 , ⋯, Fs 的困难 ,从而使

纠错能力达到码的最小设计距离的一半.

码 CΩ( D , G)是留数映射 Re sD的像

Re sD :Ω( G - D) ϖ Fh
q .

当 deg( G) > 2 g - 2时 , Re sD是单射.可以证明 ,存在除子 G′Φ
G和线性映射

Fn
q ϖΩ( G′- D) , y| ϖηy

使得

(1) Re sD (ηy) = y , Π y∈Fn
q ,

(2) c∈CΩ( D , G) Ζηc ∈Ω( G - D) .

设 F是除子 ,使得 deg( G - F) > 2 g - 2.则

Ω( G - D - F) ∩Ω( G′- F) =Ω( G - F) = {0} .

因此Ω( G - D - F) +Ω( G′- F)是直和.令

π:Ω( G - D - F) ©Ω( G′- F) ϖΩ( G′- F)

是沿着Ω( G - D - F)的投影.对每个 y∈Fn
q ,定义

S ( F) : = { f ∈L ( F) | fηy ∈Ω( G - D - F) ©Ω( G′- F) }

S ( F)仅依赖于陪集 y + C ,本质上与基本译码算法中 K( y ,

F)是一样的.

命题 411　设 L ( F - Q) ≠0 , deg ( F) Φ d - g - 1.则下面

的陈述仅有一个成立 :

( a) S ( F) = L ( F - Q) ; ( b)存在有理点 P∈sup p( D)使得

s ( F - P) Φ s ( F) - 2 ,其中 s ( F)是 S ( F)的维数.

命题 412　存在正和列

0 ϖL ( F - Q)
l

S ( F)
Φ
Ω( G - F - Q) ,

其中 l是L ( F - Q) ϖL ( F)的包含映射 ,Φ( f ) = fηe - π( fηy) .

推论 1　l ( F - Q) Φ s ( F) Φ l ( F - Q) + i ( G - F - Q) .

推论 2　e = Re sDπ( fηy) / f , Π f ∈L ( F - Q) \ { 0} .

由命题 412及其推论可以这样来构造一个译码算法 :只

要Ω( G - F - Q) = {0} ,由推论 1有 S ( F) = L ( F - Q) ,由接

收字 y可计算出 S ( F) ,然后任取非零 f ∈S ( F) ,用推论 2确

定 e.这与基本算法几乎是一样的.但是 ,只有当 deg ( Q) Φ ( d

- 1 - g) / 2时 ,才能保证

L ( F - Q) = S ( F) (3)

L ( F - Q) ≠{0} (4)

由命题 411 ,当 L ( F - Q) ≠S ( F)时 ,总能找到点 P ∈

sup pD使得 s ( F - P) Φs ( F) - 2 ,而 l ( F - P - Q) Φ l ( F - Q)

+ 1.在算法开始时取除子 F使得 s ( F) - l ( F - Q) Φ g ,这样

不断的从除子 F中去掉点 ,经过有限步后 ,必能使条件 (3) 、

(4)得到满足.

算法 A ( F) . (1)输入 y. (2)令 j : = 1和 F1 = F. (3)找点 P

∈{ P1 , ⋯, Pn}使得 s ( Fj - P) Φ s ( Fj) - 2.如果存在这样的

点 ,则令 Fj + 1 : = Fj - P , j递增 1 ,继续步骤 (3) .否则 , (4)取 f

∈S ( Fj) \ { 0} ,计算 e = ResDπ( fηy) / f . (5)输出 e.于是 ,有下

面的定理.

定理 413　设χ是亏格为 g的曲线 , CΩ ( D , G)是χ上的

代数几何码 ,其设计距离为 d Ε 6 g + t 3 , t 3 = õ( d - 1) / 2」.则

A ( F)可纠 t Φ t 3个错误.

5　从 BCH码、Goppa 码的译码算法到 Feng2Rao大

数表决法

　　从码的校验矩阵的角度考察译码算法 ,容易将 BCH码和

Goppa码的译码算法转化为考察错误向量的伴随式序列的线

性递推关系 ,并用 Berlekamp2Massey算法计算出更多的伴随式

的问题.这种想法甚至可以推广到交错码上去.

李、周、肖[18～21 ]从校验矩阵的角度考虑了 BCH码和 Gop2
pa码的译码算法 ,将上述想法加以改造 ,推广到一点代数几

何码的译码中去.李、周、肖[18～21 ]首先在序列上引入了一类新

型递推关系———A2型递推关系 ,引入了 A2型递推关系的极小
多项式集的概念以及刻划 A2型递推关系长度的 d2集的概念 ,

对满足一定条件的 A2型递推关系建立了一致预言定理等基
础性定理.然后推广了 Berlekamp2Massey算法 ,对满足一定条

件的 A2型递推关系建立了广义 Berlekamp2Massey算法.并对

序列上的 A2型递推关系建立了大数表决方案.对于一点代数

几何码 ,研究了错误向量的伴随式序列 ,在其上引入了一种

A2型递推关系 ,并用代数曲线的知识证明这种 A2型递推关系
的 d2集的大小受到错误个数的限制 ,利用文[18～21 ]建立的
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广义 Berlekamp2Massey 算法和大数表决方案 ,将 BCH 码和

Goppa码的译码算法推广 ,建立了一点代数几何码的一个有

效译码算法.

511　BCH码与 Goppa码的译码

我们从码的校验矩阵的角度重新考察 BCH码与 Goppa

码的译码. BCH码的译码　设α是 Fq的扩域中的一个 n次本

原单位根.则矩阵

H =

1 αr α2 r ⋯ α( n - 1) r

1 αr + 1 α2 ( r + 1) ⋯ α( n - 1) ( r + 1)

… … … ⋯ …

1 αr + d - 2 α2 ( r + d - 2) ⋯ α( n - 1) ( r + d - 2)

就是一个最小设计距离为 d的 BCH码的校验阵.对任意接收

字 y = c + e∈Fn
q ,假设 e的 Hamming重量 wt ( e) Φõ( d - 1) /

2」. 知道 e 的前 d - 1 个伴随式为 si ( e ) = si ( y ) =

∑
n

l =1

α( l - 1) ( r + i - 1)
yl , i = 1 , ⋯, d - 1.

现在将校验阵 H扩充为

�H =

1 αr α2 r ⋯ α( n - 1) r

1 αr + 1 α2 ( r + 1) ⋯ α( n - 1) ( r + 1)

… … … ⋯ …

1 αr + d - 2 α2 ( r + d - 2) ⋯ α( n - 1) ( r + d - 2)

1 αr + d - 1 α2 ( r + d - 1) ⋯ α( n - 1) ( r + d - 1)

… … … ⋯ …

1 αr + d - 2 α2 ( r + d - 2) ⋯ α( n - 1) ( r + d - 2)

�H当然是可逆的.由于 wt ( e) Φõ( d - 1) / 2」,所以当计算

e的伴随式时 ,只涉及到 �H的õ( d - 1) / 2」列.对 �H的任意õ( d

- 1) / 2」列 ,其第õ( d - 1) / 2」+ 1行一定被其前õ( d - 1) / 2」行

线性表出 ,并且由 Vandermonde矩阵的性质易知 ,其第õ( d -

1) / 2」+ 2行也被位于它前面的õ( d - 1) / 2」行同样线性表出.

依此类推 ,一直到其第 n行都可被位于它前面的õ( d - 1) / 2」

行同样线性表出.由于 si ( e) = ∑
n

l =1

α( l - 1) ( r + i - 1)
el , i = 1 , ⋯,

n ,上述事实就意味着 e的伴随式序列 si ( e) , i = 1 , ⋯, n满足

一个长度不超过õ ( d - 1) / 2」+ 1 的线性递推关系. 在用

Berlekamp2Massey算法求这个线性递推关系的极小多项式时 ,

由于极小多项式的次数不超过õ( d - 1) / 2」,只需用 Berlekamp2
Massey算法处理前 d - 1个元素 ,就可得到这个唯一的极小多

项式.用这个极小多项式或者说用这个线性递推关系就可算

出剩下的 n - d + 1个伴随式 si ( e) , i = d , ⋯, n的值.然后由

�HeT = ( s1 ( e) , ⋯, sn ( e) ) T 就可算出 eT = �H - 1 ( s1 ( e) , ⋯, sn

( e) ) T .

Goppa码的译码 　Goppa 码是狭义 BCH码的推广. 对

Goppa码也可以进行类似的讨论.

Goppa码的校验阵为

H =

g (α1) - 1 ⋯ g (α1) - 1

α1 g (α1) - 1 ⋯ αng (αn) - 1

… ⋯ …

αr - 1
1 g (α1) - 1 ⋯ αr - 1

n g (αn) - 1

其最小设计距离为 r + 1.将 H扩充为

�H =

g (α1) - 1 ⋯ g (α1) - 1

α1 g (α1) - 1 ⋯ αng (αn) - 1

… ⋯ …

αr - 1
1 g (α1) - 1 ⋯ αr - 1

n g (αn) - 1

αr
1 g (α1) - 1 ⋯ αr

ng (αn) - 1

… ⋯ …

αn - 1
1 g (α1) - 1 ⋯ αn - 1

n g (αn) - 1

这个矩阵当然也是可逆的.

对任意接收字 y = c + e ,假设 e的 Hamming重量 wt ( e)

Φõr/ 2」. 我们知道 e 的前 r 个伴随式为 si ( e) = si ( y ) =

∑
n

l = 1
αi - 1

l g (αl) yl , i = 1 , ⋯, r.由于 wt ( e) Φõr/ 2」,所以当计算 e

的伴随式时 ,最多涉及到 �H的õr/ 2」列.对 �H的任意õr/ 2」列 ,

若其前õr/ 2」+ 1行之间有一个线性关系 ,对第 j列乘以αi ,则

易知其第 2行到第õr/ 2」+ 2行之间也保持这个线性关系 .依

此类推 ,这几个列任意连续的õr/ 2」+ 1行之间都保持这个线

性关系.由伴随式的定义 ,这就导致伴随式序列 si ( e) , i = 1 ,

⋯, n满足一个长度不超过õr/ 2」+ 1的线性递推关系 .同前面

的讨论一样 ,在用 Berlekamp2Massey算法求这个线性递推关系

的极小多项式时 ,由于极小多项式的次数不超过õr/ 2」,只需

用 Berlekamp2Massey算法处理前 r个元素 ,就可得到这个唯一

的极小多项式.用这个极小多项式或者说用这个线性递推关

系就可算出剩下的 n - r个伴随式 si ( e) , i = r + 1 , ⋯, n 的

值.然后由 �HeT = ( s1 ( e) , ⋯, sn ( e) ) T 就可算出 eT = �H - 1 ( s1

( e) , ⋯, sn ( e) ) T .

我们试图把上述作法推广到代数几何码的译码中去.首

先在序列上引入一类新型递推关系———A2刑递推关系并建立
了一致预言定理等基础性定理.

512　序列上的 A2型递推关系
从多项式零化序列的角度 ,李、周、肖[18～21 ]给出了 A2型
递推关系的概念.

设 ( N0 , ⊥)为可消交换半群 ,其中 ⊥为保持自然序的可

换二元运算 ,即 i < j ] i + k < j + k , Π k∈N0

0为恒等元 .用Μ表示与⊥相应的偏序 :

i Μj如果存在 j∈N0使得 i⊥j = k.

定义 511　集ΔΑ N0称为 d2集 ,如果

t∈Δ∧s Μt ] s∈Δ

定义 512　设Δ为 d2集. r∈N0 \Δ称为Δ的一个外界 ,

如果 r在偏序Μ下是 N0 \Δ中的极小元.Δ的所有外界组成

的集记为 ExtΔ.

d2集可完全由其外界来确定
Δ= { t| r Μ/ t , Π r∈ExtΔ}

定义 513　设 V Α Fq[ X ]为多项式集.称集

Δ( V) = { t∈N0| degf Μ/ t , Πf ∈V}

为 V的 d2集.易知 V的 d2集是一个 d2集.

用 S 来表示一个序列 s0 , s1 , s2 , ⋯.

定义 514　称多项式σ= ∑
i
σiX

i ∈Fq[ X ]零化序列 S ,记为
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σ( S) = 0 ,如果∑
i
σisi = 0

下面给出 A2型递推关系的定义.

定义 515　对任意 i , j∈N0 ,取定 <i , j = ∑
i⊥j

u =0

cu
i , jX

u∈Fq[ X ]

为 i⊥j 次多项式. 称序列 S 在 p ∈N0 满足以多项式σ=

∑
k

i = 0
σiX

i 为特征多项式的A2型递推关系 ,如果 ( a) p Λ/ k ;或 ( b) p

Λ k并且多项式σ= ∑
i
σi<i , p┒k零化 S ( ┒表示⊥的逆运算) .此

时 ,也称多项式σ对序列 S 在 p有效.

定义 516　设 r∈N0 .称序列 S 直到 r满足以σ为特征多

项式的 A2型递推关系 ,如果对所有 p ; r , S 在 p都满足定义

515.此时 ,也称多项式σ对序列 S 直到 r有效.这样的多项式

全体记为 Vr.用Δr记Δ( Vr) .

注　若令⊥= +为通常的整数加法 ,且取 <i , j = Xi + j ,则

A2型递推关系就是线性递推关系.

定义 517　设σ∈Vr ,且 degσ= k Μr.则称值

Pr (σ) =
- 1

lc (σ) lc ( <k , r ┒k)
[σk∑

r- 1

u =0

cu
k , r ┒ksu + ∑

k- 1

i =0

σi<i , r ┒k ( S) ]

对σ对 sr的预言 ,其中 lc (σ)表示σ的首项系数.

定义 518　集 Fr Α Vr称为 S 直到 r的极小多项式集 ,如

果 Fr的次数集 Tr = { t = degσ|σ∈Fr}与 ExtΔr相同.

假设 A2型递推关系满足条件
　　　( a) <i , j = <j , i , Π i , j∈N0 (5)

　　　( b) ∑
j⊥k

u =0

cu
j , k<i , u = ∑

i⊥j

v =0

cv
i , j<k , v , Π i , j , k∈N0 (6)

则有下面的一致预言定理.这个定理对建立 Berlekamp2Massey

算法起着关键的作用.

定理 511　(一致预言定理)设 S 为序列.设σ1 ,σ2 ∈Vr ,

且 degσ1 ⊥degσ2 Μr.则σ1和σ2对 sr的预言一致 ,即

Pr (σ1) = Pr (σ2)

下面的定理描述了随着 r的增大 , d2集是如何扩大的.

定理 512　若σ∈Vr且σ| Vr + 1 ,则 r ┒σ∈Δr + 1 .

取定一族满足条件 (5) 、(6)的多项式 <i , j ,则 A2型递推关
系随之确立.李、周、肖[18～21 ]推广 Berlekamp2Massey算法 ,给出

了一个算法 ,使得对给定序列 S ,可求出对序列 S 直到 r + 1

成立的 A2型递推关系的极小多项式集 ,这个算法被称为广义

Berlekamp2Massey算法.

在广义 Berlekamp2Massey算法的基础上 ,李、周、肖[18～21 ]

对文[9 ]中大数表决方案进行了提炼 ,给出了 A2型递推关系
的大数表决方案 ,这是大数表决方案的另一种表述方式.

513　大数表决方案

如果已知一个序列 S 的前 n个元素 ,第 n + 1个以后的

元素是未知的 ,又知道生成它的线性递推关系的 d2集的大小
不能超过 n/ 2 ,即极小多项式的次数不能超过 n/ 2 ,那么一旦

用 Berlekamp2Massey算法和序列 S 的前 n个元素求出了极小

多项式 ,序列 S 的第 n + 1个以后的未知元素都可由这个极小

多项式计算出来.事实上 ,BCH码的译码算法正是利用了这一

事实.对错误向量重量的限制 ( wt ( e) Φ ( d - 1) / 2 , d为最小设

计距离)导致接收字的伴随式序列所满足的线性递推关系的

d2集的大小不能超过 ( d - 1) / 2.这样 ,如果已经知道了伴随式

序列的前 d - 1个值 (在译 BCH码时 ,这恰好是知道的) ,用

Berlekamp2Massey算法就可求出次数不超过 ( d - 1) / 2的极小

多项式.用这个极小多项式就能算出 n (码的长度)个伴随式

的值 ,从而确定错误向量的值.

在用广义 Berlekamp2Massey算法对代数几何码进行译码

的研究中 ,也想利用类似的相法.但由于 A2型递推关系是非
线性的 ,且一般说来序列的加标集是个偏序集 ,即极小多项式

集所含极小多项式不止一个 ,这就导致所谓大数表决方案的

产生 :通过对序列所满足的 A2型递推关系的 d2集的大小的限
制 ,使得利用极小多项式集中的极小多项式对序列中的未知

元素进行预言时 ,导致 d2集变化最大的预言一定是正确的.

下面详细表述大数表决方案.

设 A2型递推关系已给定 ,即已取定一族满足条件 (5) 、

(6)的多项式 <i , j .设 S = s0 , ⋯, sr - 1 , sr 为序列 ,其中 s0 , ⋯,

sr - 1是已知的 , sr是未知的.

由广义 Berlekamp2Massey算法 ,可求得直到 r有效的 A2型
递推关系的极小多项式集 Fr = {σ(1) , ⋯,σ( k) } .对每个σ( i) ,

若 degσ( i) Μr ,则可计算出σ( i)对 sr的预言 Pr (σ( i) ) .令

Ki = { j∈N0| j Μr ┒degσ( i) }

若 Pr (σ( i) )是错误的预言 ,即σ( i) | Vr + 1 ,由定理 512 ,有 Ki Α
Δr + 1 .若令 K′i = Ki \ Δr

则Δr + 1至少比Δr多出 K′i .

令 w1 , ⋯, wp表示所有如上这样得到的对 sr的不同的预

言.令

Lj = ∪
i∈W

j

K′i , Wj = { i| Pr (σ( i) ) = wj}

即对 sr的预言相同的那些极小多项式所对应的比Δr多出的

那一部分.

类似线性递推关系的极小多项式的次数的增大规律 ,可

给出 A2型递推关系的 d2集的增大规律.

设 K′= ∪
p

j = 1
L j ,即Δr + 1比Δr多出的那一部分 , Nr = { j∈N0

| j Μr} .令 dr = | Nr|为 Nr所含元素的个数.

引理 513　　　　| K′| Ε dr - 2|Δr| .

大数表决方案的主要内容包括在下面的定理中.

定理 514　假设序列 S 满足的 A2型递推关系的 d2集的大
小都不超过 ( dr - 1) / 2 ,即 |Δr + 1 | Φ ( dr - 1) / 2 ,那么 ,令 l ∈

{1 , ⋯, p}为使| L l |最大的数 .则必有　　　sr = wl

514　伴随式序列与 A2型递推关系
设 C = CΩ( D , G)为曲线χ上一点代数几何码 ,其中 D =

∑
n

l = 1
Pl , G = mQ.设 O = { oi | i ∈N0}是以递增顺序排列的 Q的

所有非空隙组成的集 , o0 = 0.由 Riemann2Roch定理 ,有

0 = o0 < o1 < ⋯< oγ- 2 < oγ- 1 = 2γ- 1 ,

oi = i +γ, i Εγ.

设 E = { f i | i∈N0}为基函数集 ,即对每个 i ∈N0 , f i 是曲

线χ上仅以 Q为极点的有理函数 ,且极的阶为 ordQ ( f i) = oi .

当 m > 2γ- 2时 ,矩阵
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H =

f 0 ( P1) ⋯ f 0 ( Pn)

⋯ ⋯ ⋯

f m -γ( P1) ⋯ f m -γ( Pn)

为码 C的校验阵.以后 ,总假设 m > 2γ- 2.这时 ,码 C的最小

设计距离为 d = m - 2γ+ 2.

对 y = ( y1 , ⋯, yn) ∈Fn
q ,定义

si ( y) = ∑
n

l =1

f i ( Pl) yl ,0 Φ i Φ m - γ (7)

为γ的伴随式.易知

y∈C Ζ si ( y) = 0 , i = 0 , ⋯, m - γ

译码时 ,当接收到字 y = c + e后 ,其中 c ∈C为码字 , e

是错误向量.有 si ( y) = si ( e) , 　Π i Φ m - γ

首先 ,要将矩阵 H通过添加新的行扩大为新的矩阵 �H.

将 fm - γ+ 1 ( P1) , ⋯, fm - γ+ 1 ( Pn)作为新的一行添加给矩阵 H ,

然后是 fm - γ+ 2 ( P1 ) , ⋯, fm - γ+ 2 ( Pn) ,一直添加到行 f n +γ- 1

( P1) , ⋯, f n +γ- 1 ( Pn) ,就得到的一个矩阵 �H.由于这个矩阵是

码 CΩ( D , ( n + 2γ- 1) Q)的校验阵 ,由定理 312知 ,码 CΩ ( D ,

( n + 2γ- 1) Q)的最小距离大于 n.因此 , �H的 n列必线性无

关 ,即 �H的秩为 n.于是可找到这个矩阵的一个 n阶可逆子阵

�H ( i1 , ⋯, in) =

f i
1

( P1) ⋯ f i
1

( Pn)

⋯ ⋯ ⋯

f i
n

( P1) ⋯ f i
n

( Pn)

, in Φ n +γ- 1

这时 ,有

�H ( i1⋯in) eT = ( si
1

( e) , ⋯, si
n

( e) ) T

如果能知道所有的 si
1

( e) , ⋯, si
n

( e) ,就能求出

eT = �H ( i1⋯in) - 1 ( si
1

( e) , ⋯, si
n

( e) ) T .

现在的问题是如何由已知的 si ( e) , i Φ m - γ,求出未知

的 si ( e) , m - γ< i Φ n +γ- 1.

遵循 BCH码和 Goppa码的译码思路 ,假设对错误向量的

Hamming重量加以限制 ,比如说 ,小于码 C的最小设计距离 d

的一半 ,那么 ,在计算 e的伴随式 si ( e)时将只涉及到矩阵 �H
的õ( d - 1) / 2」个列. 但是 ,在这里没有像在 BCH码译码或

Goppa码译码时那么走运 ,矩阵 �H比 BCH码和 Goppa码的校

验阵要复杂得多 ,没有那么好的性质.当 �H前 k 行之间有一

个线性关系时 ,无法推出从第二行到第 k 行之间也有这个线

性关系.我们只能推出行向量 ( f0 ( P1 ) f1 ( P1 ) , ⋯, f0 ( Pn) f1

( Pn) ) , ⋯, ( f k - 1 ( P1) f1 ( P1) , ⋯, f k - 1 ( Pn) f1 ( Pn) )之间有这个

线性关系.这 k个行向量与 �H的第二行到第 k 行的关系是复

杂的 ,一般说来 ,不是互相线性表出的关系.能直接看出的 ,只

是对应行向量相应的有理函数的极的阶数是一样的.如果能

利用这个关系导出伴随式序列上的一个 A2型递推关系 ,那么

就有可能利用广义 Berlekamp2Massey算法和大数表决方案来

确定未知伴随式的值 ,最终给出一个译码算法.

定义 519　设 e = ( e1 , ⋯, en) ∈Fn
q , f i ∈E.称

si = ∑
n

l =1

f i ( Pl) el

为 e的伴随式.称序列 S = { si | i∈N0}为 e的伴随式序列.

下面 ,利用刚才所提到的在 Q点具有阶数相同的极的有

理函数之间的关系来导出伴随式序列所满足的递推关系.

定义 N0上的二元运算“⊥”S| 如下

i⊥j = k　如果 oi + oj = ok , oi , oj , ok ∈O

易验 ( N0 , ⊥)为可消交换半群 ,且 ⊥为保持自然序的可换二

元运算 ,0为恒等元 .

任取 f i , f j∈E ,则 f if j也仅以 Q为极点 ,且

ordQ ( f if j) = ordQ ( f i) + ordQ ( f j) = oi + oj = oi⊥j

所以 , f if j∈L ( oi⊥jQ)且 f if j 的极的阶数与 f i⊥j的相同.因 f0 ,

⋯, f i⊥j是 Fq向量空间 L ( Oi⊥jQ)的一个基 ,所以 f if j可被其线

性表出 ,即

f if j = ∑
i⊥j

u =0

cu
i , jf u , cu

i , j∈Fq , ci⊥j
i , j ≠0

这就是我们要利用的关系.

令 <i , j = ∑
i⊥j

u =0

cu
i , jX

u , i , j∈N0

将上述多项式取为定义 A2型递推关系所需要的那族多
项式.因 f if j = f jf i , ( f if j) f k = f i ( f jf k) , i , j , k∈N0 .

易验 <i , j一定满足条件 (5) 、(6) .

定义 5110　称多项式σ对伴随式序列 S 在 p∈N0 有效 ,

如果对如上取定的 <i , j ,伴随式序列 S 在 p满足以多项式σ为

特征多项式的 A2型递推关系.类似地 ,称多项式σ对伴随式

序列 S 直到 r∈N0有效 ,如果对如上取定的 <i , j ,伴随式序列

S 直到 r满足以多项式σ为特征多项式的 A2型递推关系.

这样 ,就在伴随式序列上引进了一种 A2型递推关系.

如所期望的 ,对向量 e的伴随式序列来说 ,它所满足的这

种 A2型递推关系的 d2集的大小要受到 e的 Hamming重量 wt

( e)的限制.

定理 515　设 S 是 e的伴随式序列.则|Δr| Φwt ( e)

其中|Δr|表示集Δr所含元素的个数.

在 514中曾定义了量 dr ,现在定义码 C = CΩ ( D , mQ)的

Feng2Rao距离如下.

定义 5111　称

dFR = min{ dr| r > m - γ} = min{ | { j∈N0 | j Μr} | | r > m -

γ}

为码 C = CΩ( D , mQ)的 Feng2Rao距离.

由文[9 ]知 , dFR Ε d.

定理 516　假设 e的 Hamming重量 wt ( e)满足

wt ( e) Φõ( dFR - 1) / 2」

那么可以用大数表决方案即定理 514来确定 e的未知伴

随式 si , m - γ< i Φ n +γ- 1的值.

515　一个有效译码算法

现在可以将整个译码算法描述如下.

对给定码 C = CΩ( D , mQ) ,首先对矩阵

�H =

f 0 ( P1) ⋯ f 0 ( Pn)

⋯ ⋯ ⋯

f n +γ- 1 ( P1) ⋯ f n +γ- 1 ( Pn)

进行预处理 ,找到它的一个可逆子阵 �H ( i1 , ⋯, in) ,并计算出

它的逆矩阵 �H ( i1⋯in) - 1 .

当接收到一个字 y = c + e∈Fn
q后 ,假设 wt ( e) Φõ( dFR -
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1) / 2」. (1)用式 (7)计算伴随式 si ( e) = si ( y) , i Φ m - γ. (2)用

广义 Berlekamp2Massey算法计算出对已知伴随式序列 s0 , ⋯,

sm - γ+ 1直到 m - γ+ j + 1成立的 A2型递推关系的一个极小

多项式集 , j Ε 0. (3)运用大数表决方案 ,即定理 514 ,找出未知

伴随式 sm - γ+ j + 1的正确值.重复执行 (2) 、(3) ,直到所有 sr , r

Φ in ,的值都得到. (4)计算　eT = �H ( i1 ⋯in) - 1 ( si
1

, ⋯, si
n
) T

6　结束语

　　比较译码算法发展的两条途径 ,在代数几何码以前的译

码算法两条途径中的相应译码算法都是等价的 ,在概念上是

相互对应的.代数几何码虽然在概念上可看作 RS码和 Goppa

码的推广 ,然而译码算法的发展却产生了分歧 :从错误位置多

项式的角度考虑问题 ,得到 Ehrhard译码算法 ;从校验矩阵的

角度出发 ,得到大数表决法. Ehrhard译码算法和大数表决法

的关系仍然没搞清楚.当然大数表决法似乎是针对一点代数

几何码来说的 ,而 Ehrhard译码算法似乎对码的距离有所要

求 ,但是否能提炼出两者共同的本质 ,得到一种统一的表达 ,

仍然是饶有兴味的问题.这一点对译码算法以及代数几何码

本身的理解都极有意义.
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