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随机 Petri网非乘积解系统的判定与界限求解

刘道斌1 ,林　闯2 ,陆维明1

(11中国科学院数学研究所 ,北京 100080 ;21清华大学计算机系 ,北京 100084)

　　摘　要 :　本文基于随机 Petri网 (SPN)提出了一种利用站平衡来判断非乘积解系统模型的方法 ,发现了可能导致

站不平衡的三种 Petri网结构 ,对这三种结构进行了分析 ,得出了产生非乘积解的系统原因 ,并给出了一种利用乘积解

求解非乘积解系统模型性能界限的方法 ,这种方法可广泛应用于多种实际系统的性能界限求解.
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Abstract :　This paper presents a mothod for deciding non2product2form solution systems models using station balance by means

of Stochastic Petri Net (SPN) . We find out three kinds of Petri net structures which may cause staiton non2product2form solution. We

also give a method of solving performance bounds for non2product2form solution systems.

Key words :　Stochastic Petri Nets ;station balance ;non2product2form solution ;product2form solution ;performance bounds

1　引言
　　随机 Petri网 (SPN)具有并行、并发、不确定和资源共享等

描述特性 ,它是系统性能评价的强有力数学工具.在大型、复

杂系统的模型应用中 ,SPN会面临模型状态空间的复杂性问

题 ,状态空间一般会随着实际系统规模的扩大而指数性增长 ,

排队网络 (QN)同 SPN一样也面临着状态空间爆炸问题 ,但在

一类 QN中 ,这个问题容易解决[1 ] .这类 QN的解可以表达为

网络中每个队列项的乘积形式 ,这就是所谓的乘积形式解

(PFS ,简称乘积解) .

最近 ,有人在 SPN中引入 PFS的概念 ,将 SPN的求解表达

为每一个位置项的乘积形式 ,提出了几种判别具有 PFS的

SPN的方法 ,例如 ,Lazar等人提出了基于 SPN可达图特殊结

构存在的检测方法 [2 ] ;Henderson等人提出了基于 SPN网结构

的分析给出某些判定条件的方法 [3 ] ;后来 ,Donatelli 等人对这

两种方法进行了比较 ,并把它们统一到同一结构上 [4 ] .

本文首次在 SPN中引入站平衡 (station balance)的概念 ,利

用站平衡来判断 SPN模型是否具有 PFS.这种方法的特点是

基于对模型的结构和语义的分析来判断模型是否具有 PFS.

此工作是判断非 PFS(即 ,不具有 PFS)的 SPN的模型以及求解

其性能界限.对于不具有 PFS的 SPN模型 ,可利用 PFS方法来

求解其性能界限.这种利用 PFS求解非 PFS系统模型性能界

限的方法在 QN中有人采用过 [5 ] ,我们试图将其引入 SPN中.

这种方法的特点是从分析系统模型的局部平衡入手 ,分析非

PFS系统不满足局部平衡的原因 ,进而从结构和语义上对模

型进行修改 ,使修改后的模型具有 PFS ,通过求解修改后的模

型来快速获取原模型的性能界限.在本文中 ,充分利用 SPN的

变迁实施条件谓词来刻划模型的修改 ,使这种方法的应用更

加简便而且有效.

2　站平衡与 PFS

　　定义 1　一个服务站 (简称站)是指给出站的服务场所 ,

它由三个部分来描述 : (1)任务的到达 ; (2)缓冲队列 ; (3)服务

器.

在 QN中 ,一个服务站用一个队列表示 ,这是给出站的

SPN表示 ,站可以用包含两个变迁和一个位置的 SPN模型来

描述 ;图 1给出的就是一个单服务器站的 SPN模型.

在图 1中 ,变迁 t1 表示任务到达 ,假定任务的到达服从

泊松分布 , t1实施表示站有输入 ;变迁 t2 表示服务器 ,假定服

务时间服从指数分布 , t2 实施表示站有输出 ;位置 p表示站

的缓冲队列 , p中的标记数 M ( p)表示站内的任务数.本文所

讨论的站都是带容量限制的.
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　　站系统的状态一般以站内的任务数 M ( p)表示 ,状态 M

( p)的稳定概率表示为 Prob[ M ( p) ].

定义 2　站平衡是就站所处的系统状态 (以站内的任务

数表示)而言的 ,一个站在某一个状态 Mi ( p)下是平衡的当且

仅当对于离开状态 Mi ( p)到任一状态 Mj ( p)的每一个转换 ,

(其转换速率为 qij)都存在一个从状态 Mk ( p)进入到状态 Mi

( p)的转换 (其转换速率为 qki)且有如下关系 :

Prob[ Mk ( p) ] qki = Prob[ Mj ( p) ] qij (1)

由定义 2可得

　图 1　一个单服务器站

的 SPN模型

性质 1　一个站在某状态下不

平衡 ,如果在该状态下 ,站的输入、

输出不一致 ,有输入而无输出 ,或者

有输出而无输入.反映到图 1所示

的 SPN 模型中 ,在该状态下 ,变迁

t1、t2的实施不一致 ,要么 t1可实施

而 t2不可实施 ,要么 t2可实施而 t2不可实施.

下面的定理给出了站平衡与 PFS的关系 ,QN中类似的定

理及证明在文[5 ]中已给出.

定理 1　对于一个由站 (一个或多个)组成的服务系统 ,

其 SPN模型具有 PFS当且仅当模型中所有的站在所有可能状

态下都是平衡的.

定理 2　对于仅由一个站组成的服务系统 ,其 SPN模型

具有 PFS.

证明 :在图 1中 ,假设位置 p的容量为 N ,变迁 t1、t2 与标

识相关的实施速率参数分别为 f ( M ( p) 、( g ( M ( p) ) ,图 2给

出了图 1模型的可达图 .

图 2　图 1模型状态空间可达图

从图 2可以看出 ,图 1模型的状态空间图可分解成相同

类型的孤立环 ,由文[4 ]所给的有关孤立环与局部平衡的对偶

性原则知 ,图 1模型满足局部平衡 ,因而具有 PFS.

3　有限容量缓冲队列模型

　　SPN缓冲队列模型常用来描述队列的阻塞 ( blocking) ,溢

　图 3　有限容量缓冲

队列 SPN模型

出 (overflow)等现象[6 ] .对于这种

现象 ,它可以利用变迁谓词来描

述 :假设位置 p的容量为 N.在图

3中 ,变迁 t1有谓词 ,它描述为 :

t1 : M ( p) < N

当 M ( p) = N时 ,谓词使变迁 t1不可实施.

现讨论有限的被动资源闭环网络 SPN模型 :

图 4给出了一个由三个站串联组成的闭环网络 SPN模

型 ,其中位置 p1 , p2 , p3分别代表站 1 ,站 2 ,站 3的缓冲队列 ,

假设它们的容量分别为 N1 , N2 , N3 .

下面考虑仅一个站满的情形 :

当 M ( p2) = N2时 ,变迁 t2不可实施 ,在站 1完成服务的

任务被阻塞进入站 2 ,这样 ,站 1没有输出.但是 ,任务照样进

入站 1 ,即站 1有输入 ,因此 ,此时站 1不平衡 .

又当站 1满时 ,站 3没有输出 ,但有输入 ,因此 ,此时站 3

不平衡 ,当站 3满时 ,站 2没有输出 ,但有输入 ,因此 ,此时站 2

不平衡.

总之 ,三个站中任何一个满时 ,它都必将导致与它相邻的

上游 (输入方向)的那个站不平衡 ,因而模型没有 PFS.

推论 1　由两个以上站组成的有限容量缓冲队列 SPN模

型不具有 PFS.

4　调度或决策模型

　　在 SPN调度或决策模型设计中 ,一般利用 Petri网的冲突

结构来表现标记的分流 ,利用 SPN变迁的可实施谓词和随机

开关来表现调度或决策方案的数学表达式及概率分配 ,利用

SPN变迁的实施优先级来表现各种优先方案[7 ] .调度或决策

的基本模型由一个或几个判断位置及 n ( n > 1)个瞬时输出变

迁组成 ,如图 5所示.为便于说明 ,图 5中仅包含一个判断位

置和两个瞬时变迁 .

图 4　有限的被动资源闭环网络 SPN模型

　图 5　一个调度或决策的 SPN模型

图 5 的 SPN 模

型中包含两个站 :站

1由变迁 d1 , s1 以及

位置 q1 组成 ;站 2

由变迁 d2 , s2 以及

位置 q2组成.

这种冲突结构

有可能导致站不平衡.结合调度或决策方案来讨论.

在图 5中 ,时间变迁 c表示任务 (顾客)的到来 ,它有实施

速率λ,它的可实施谓词是 M ( q1) + M ( q2) < b1 + b2 ,亦即 ,

队列满时中断任务的到来.位置 f 表示判断 ,它瞬时保留到来

的任务 ,根据 di ( i = 1 ,2)所联系的可实施谓词或随机开关来

决定到来的任务放入哪一个队列.瞬时变迁 di ( i = 1 ,2)用以

表示调度或决策的执行 ,调度或决策可由所联系的可实施谓
词和随机开关表达.队列位置 qi ( i = 1 ,2)接收到来的任务 ,它
的容量限定为 bi ( i = 1 ,2) .时间变迁 si ( i = 1 ,2)表示服务器 ,

它有实施速率μi ( i = 1 ,2) .

变迁 di ( i = 1 ,2)可以联系各种各样的可实施谓词和随机

开关 ,我们考虑如下两种经典的调度方案 :

(1)随机均衡调度 (Random Routing ,RR)

变迁 di ( i = 1 ,2)的可实施谓词 yi ( i = 1 ,2)可以写作 :

yi : M ( qi) < bi

变迁 di ( i = 1 ,2)的随机开关 gi ( i = 1 ,2)可以写作 :

gi ( M) =
015 ,if　M ( qk) < bk , k≠i

110 , 　　otherwise
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从变迁 d1 , d2的可实施谓词中可以看出 ,它们的实施与

否仅由各自输出位置中的标记数决定 ,而与对方输出位置中

的标记数无关.尽管站 1与站 2表面上通过位置 f 连接在一

起 ,但它们实际是无关的.

　图 6　随机均衡调度的 SPN模型

图 6给出了与图 5模

型在随机均衡调度方案

下等价的模型. 据定理

215 ,在图 6 模型中 ,站平

衡在任何状态下得以保

持 ,又据定理 1 ,该模型具

有 PFS.

(2 ) 最短队列调度

(Shortest Queue Routing ,SQR)

变迁 di ( i = 1 ,2)的可实施谓词 yi ( i = 1 ,2)可以写作 :

yi : ( M ( qi) < bi) ∧( ( k≠i , M ( qi) Φ M ( qk) ) ∨( k ≠i , M ( qk)

= bk) )

变迁 di ( i = 1 ,2)的随机开关 gi ( i = 1 ,2)可以写作 :

gi ( M) =
015 ,if M ( qk) = M ( qi) , k≠i

110 , 　　otherwise

与 RR方案对比 ,在 SQR方案中 ,变迁 di ( i = 1 ,2)的可实

施谓词 yi ( i = 1 ,2)中增加了 ( ( k ≠i , M ( qi ) Φ M ( qk) ) ∨( k ≠

i , M ( qk) = bk) )这个条件 ,以变迁 d1 为例 ,它的可施谓词 y1

为 :

y1 : ( M ( q1) < b1) ∧( ( M ( q1) Φ M ( q2) ) ∨( M ( q2) = b2) )

当 ( M ( q1) > M ( q2) ) ∧( M ( q2) < b2)时 ,变迁 d1 不可实

施 ,但 s1可实施 ,说明站 1有输出 ,没有输入 ,因而 ,在此类状

态下 ,站 1不平衡.类似地 ,可以得到 :当 ( M ( q2) > M ( q1) ) ∧
( M ( q1) < b1)时 ,站 2不平衡.

推论 2　在由 Petri 网冲突结构组成的调度或决策模型

中 ,如果采用与系统队列状况无关的调度或决策机制 ,则模型

具有 PFS;相反 ,如果采用基于系统队列状况的调度或决策机

制 ,则模型不具有 PFS.

证明 :如果模型采用的是不依赖于系统队列状况的调度

或决策机制 ,那么 ,在实施调度或决策过程中 ,站与站之间不

会产生影响 ,是相互独立的 ,整个模型可以看成是由一个个孤

立的站组成的 (如图 6所示) ,由定理 2可知 ,模型中所有的站

在所有可能状态下都是平衡的 ,据定理 1 ,此时模型具有 PFS.

相反 ,如果模型采用的是基于系统队列状况的调度或决

策机制 ,那么 ,在实施调度或决策过程中 ,由于各站的队列状

况不一样 ,它们获取任务的优先级也就不同 ,在这类状态下 ,

那些不具有最高优先级的站就没有任何输入 ,但这些站的服

务没有停止 ,也就是说 ,有输出 ,因而这些站不平衡 ,模型不具

有 PFS.

5　共享服务或选择处理模型

　　在 SPN共享服务或选择处理模型设计中 ,一般利用 Petri

网的同步冲突结构来表现标记的限定流动 ,利用 SPN变迁的

可实施谓词和随机开关来表现共享服务或选择处理方案的数

学表达式及概率分配[8 ] .共享服务或选择处理的基本模型由

一个共享位置 (包含着共享资源标记)及 n ( n > 1)个瞬时同步

输出变迁组成 ,如图 7所示.为便于说明 ,在图 7中仅包含一

个共享位置 (包含着一个共享资源标记)和两个瞬时同步变

迁.

　图 7　一个共享服务或选择

处理的 SPN模型

图 7 中的 SPN

模型中包含两个站 :

站 1由变迁 c1 , d1以

及位置 q1 组成 ;站 2

由变迁 c2 , d2 以及

位置 q2 组成. 两个

站是并联连接的且

它们的输出变迁有

一个公共的输入位置 r ,它们就是通过共享位置 r连接在一

起的.这种连接方式正好体现了 Petri网的同步冲突结构.

这种同步冲突结构有可能导致站不平衡.结合共享服务

或选择处理方案来讨论.

在图 7中 ,时间变迁 ci ( i = 1 ,2)表示任务 (顾客)的到来 ,

它有实施速率λi ,它的可实施谓词是 M ( qi ) < bi ,亦即 ,队列

满时中断任务的到来.位置 r表示服务器 ,它保留着共享服务

器标记 ,根据 di ( i = 1 ,2)所联系的可实施谓词或随机开关来

决定为哪一个队列的任务服务.瞬时变迁 di ( i = 1 ,2)用以表

示共享同步和选择的执行 ,选择的方案可由所联系的可实施

谓词和随机开关表达.队列位置 qi ( i = 1 ,2)接收到来的任务 ,

它的容量限定为 bi ( i = 1 , 2) .时间变迁 si ( i = 1 , 2)表示服务

器所进行的服务 ,它有实施速率μi ( i = 1 ,2) .位置 wi ( i = 1 ,2)

用于表示服务器工作的进行.

变迁 di ( i = 1 ,2)可以联系各种各样的可实施谓词和随机

开关 ,考虑如下两种经典的选择方案 :

(1)随机均衡选择 (Random Selecting ,RS)

变迁 di ( i = 1 ,2)没有可实施谓词.

变迁 di ( i = 1 ,2)的随机开关 gi ( i = 1 ,2)可以写作 :

gi ( M) =
015 ,if M ( qk) > 0 , k≠i

110 , 　　otherwise

这个方案均衡对待任何类型任务的服务.

变迁 d1、d2没有可实施谓词 ,它们的实施仅由自身站的

队列状态决定.由此可见 ,在 RS方案下 ,两个站是相互无关

的.这样我们可以对图 7的模型进行简化 ,得到与之等价的模

型 ,它与图 6中的模型形式一致 .

即删除了图 7中位置 r、位置 wi ( i = 1 ,2) 、变迁 di ( i = 1 ,

2)及其相连的弧 ,将对服务器的共享关系隐含在变迁 si ( i =

1 ,2)的可实施谓词和与标识相关的实施速率表达中 ,变迁 si

( i = 1 ,2)没有可实施谓词 ,它的实施速率为μi·gi ( M) ( i = 1 ,

2) .

显然 ,站 1与站 2是相互独立的 ,据定理 215 ,它们在所有

可能状态下都是平衡的.

(2) 最小服务时间选择 ( Shortest Service Time Selecting ,

SSTS)

假定变迁 si ( i = 1 , 2)有不同的服务时间 ,亦即 ,μ1 ≠μ2

且μ1 >μ2 .

102第　2　期 刘道斌 :随机 Petri网非乘解系统的判定与界限求解



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

变迁 d2的可实施谓词 y2可以写作 :

y2 : M ( q1) = 0

d1没有可实施谓词.

变迁 di ( i = 1 ,2)没有随机开关.

当 M ( q1) > 0且 M ( q2) < b2 时 ,变迁 d2 不可实施 , c2 可

实施 ,也就是说 ,站 2没有输出 ,但有输入 ,因此 ,在此类状态

下 ,站 2不平衡 ,依据定理 1 ,模型没有 PFS.

推论 3　在由 Petri网同步冲突结构组成的共享服务或选

择处理模型中 ,如果采用与系统队列状况无关的选择方案 (如

RS方案) ,则模型具有 PFS;相反 ,如果采用基于系统队列状况

的选择方案 (如 SSTS方案) ,则模型不具有 PFS.

证明 :当模型采用与系统队列状态无关的选择方案时 ,各

站的服务仅由自身的状态决定 ,不受其它站的影响 ,各站之间

是相互独立的 ,因而 ,据定理 2 ,所有的站都保持平衡 ,又据定

理 1 ,模型具有 PFS;相反 ,如果采用基于系统队列状态的选择

方案 ,各站的服务就要受到其它站的影响 ,从而导致站不平

衡 ,这时 ,模型没有 PFS.

6　非 PFS模型的性能界限

　　对于规模较大的非 PFS系统 ,一般很难直接求解 ,可以考

虑引入性能界限分析方法.这种方法的特点是从分析系统模

型的站平衡入手 ,得出系统产生非 PFS的站不平衡原因 ,进而

从结构和变迁谓词上对模型进行修改 ,使修改后的模型具有

PFS ,通过求解修改后的模型来快速获取原模型的性能界限.

直观地讲 ,站平衡的修复有两种方式 :

IN表示输入 , OUT表示输出

IN = 0但 OUT > 0　修改为 : IN > 0或 OUT = 0

IN > 0但 OUT = 0　修改为 : IN = 0或 OUT > 0

界限方法虽然不能求出系统性能指标的精确结果 ,但它

能为系统性能评价提供快速可靠的性能界限.下面通过具体

例子来说明这种方法的有效性 ,我们选取系统的到达丢失概

率这一性能指标来讨论 ,求出了这一性能指标的上、下界 ,其

它相关的性能指标的界限也就可以求出来了.例如 ,利用关系

式 :

T =λ(1 - B)

其中 , T表示系统的吞吐量 ,λ是任何到达速率 , B 表示

到达丢失概率 ,就可以求出吞吐量的上、下界.

例 1　这里讨论一服务系统 :该系统具有 s 个正规服务

器和 m个应急服务器 ,任务到达速率为λ,每个正规服务器的

服务速率为 1 ,每个应急服务器的服务速率为 f ( f > 1) ,每个

服务器的容量均为 1.当正规服务器被占满时 ,站到任务就转

到应急服务器 ,如果应急服务器也被占满 ( N = s + m) ,任务

将被拒绝并可能丢失.

这是一个关于任务调度的系统 ,可用图 5所示的 SPN模

型来描述.假定站 1 (由变迁 d1 , s1 及位置 q1 组成)包含 s 个

正规服务器 ,站 2 (由变迁 d2 , s2及位置 q2 组成)包含 m 个应

急服务器 ,则位置 q1、q2的容量分别为 s、m ,变迁 d1、d2 的服

务速率分别为 M ( q1) ×1、M ( q2) ×f .

变迁 c、d1、d2的实施条件谓词分别为 :

c : M ( q1) + M ( q2) < s + m 　d1 : M ( q1) < s 　d2 : ( M ( q2)

< m) ∧( M ( q1) = s)

由于正规服务器较应急服务器优先获得任务 ,所以任务

的调度要基于各站的队列状况 ,注意到可能会出现这种情形 ;

有一个或多个应急服务器在工作而同时又有一个或多个正规

服务器空闲 ,这时 ,由于到达的任务被优先分配给空闲的正规

服务器 ,站 2 有输出而无输入 ,站 2 不平衡 ,因而模型没有

PFS.

下面给出两种修改方案 :

(1)当有一个或多个正规服务器空闲时 ,任务在应急服务

器完成服务后必须重返该服务器接受服务 ,从效果上看 ,就是

让应急服务器停止服务 ,这样一来 ,站 2的输入、输出均为零 ,

站 2平衡 .为此 ,给变迁 s2添加实施条件谓词 :

s2 : ( M ( q2) > 0) ∧( M ( q1) = s)

修改后 ,站 1、站 2在所有可能状态下都平衡 ,因而修改

后的模型有 PFS.下面依据站平衡方程来推导出 PFS.

分别考察站 1、站 2得如下局部平衡方程 :

( n1 , n2)表示有 n1个正规服务器和 n2 个应急服务器在

工作.

πU ( n1 , n2) n1 =πU ( n1 - 1 , n2)λ,0 < n1 Φ s (站 1)

πU ( n1 , n2) n2 f =πU ( n1 , n2 - 1)λ, n1 = s ,0 < n2 Φ m

(站 2)

通过代换可得如下乘积形式表示 :

πU ( n1 , n2) = c
1

n1 !
1

n2 !
λn1
λ
f

n
2

, n1 Φs , n2 Φ m

由于在特殊情况下停止应急服务器的服务 ,应急服务器

将变得更拥挤 ,使到达任务的丢失概率增大 ,其上界 BU 计算

如下 :

BU =
1
s !

1
m !
λs + m 1

f

m

∑
s

k =0
∑
m

r =0

1
k !

1
r !
λk + r 1

f

r - 1

(2)当有正规服务器空闲时 ,可认为站 2平衡的破坏是由

于其输入为零所致 ,这时 ,让到达的任务随机地分配到任何空

闲服务器中 ,不管是正规服务器还是应急服务器均可.即有 x

= s + m - n1 - n2个空闲服务器 ,每个服务器被选概率均等 ,

其值为 1/ x.这样一来 ,站 2保持平衡 ,模型有 PFS.

分别考虑站 1 ,站 2得如下平衡方程 :

πL ( n1 , n2) n1 =π( n1 - 1 , n2)λ
s - n1 + 1

s + m - n1 - n2 + 1
( p1)

πL ( n1 , n2) n2 f =π( n1 , n2 - 1)λ
s - n2 + 1

s + m - n1 - n2 + 1
( p2)

根据平衡方程可得如下乘积形式表示 :

πL ( n1 , n2) = c
s

n1

m

n2
∏

n1 + n2 - 1

x =0

( s + m - x) - 1 λn
1

+ n
2

1
f

n
2

对比原模型 ,不难发现服务速率较快的应急服务器将使

用得更为频繁 ,因此 ,到达任务的丢失概率减少 ,其下界 BL

为 :

BL =πL ( s , m)

表 1列举了几组具体的数据及计算结果 :
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表 1　例 1模型的到达丢失概率及其上、下界

s m λ f BL B BU

3 1 6 2 01395 01398 01443

4 01297 01342 01354

3 2 01160 01160 01208

4 01104 01117 01148

2 2 01047 01072 01105

3 2 6 2 01239 01247 01312

　　表 1中 B 的值是直接求解原模型马尔可夫链得到的到

达丢失概率的精确值 ,因为计算的复杂性 ,只给出了较小规模

系统模型的计算结果.从表 1可以看出 , BL , BU较好地反映了

系统的性能.

7　结论

　　本文基于 SPN模型研究了服务系统稳定状态解的情况 ;

引入站平衡方法并利用它来判断系统是否具有乘积解.找到

了有可能使系统产生非乘积解的三类 Petri 网结构 ,即 ,位置

带容量限制结构 ,冲突结构以及同步冲突结构.得出了导致系

统产生非乘积解的原因 :有限的被动资源 ,基于系统队列状态

的调度策略以及基于队列状态的共享资源分配策略.并提出

了利用乘积解求解非乘积解系统性能界限的方法.
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