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　　摘　要 : 　针对信号的非平稳性质 ,引入傅里叶级数多谱和比例多周期图的概念 ,分别提出了零均值乘法噪声二

次耦合及非零均值乘法噪声三次耦合谐波频率估计方法 ,仅使用单个数据记录即可得到耦合频率估计 ,并且可以抑制

加性平稳噪声而无须假定其颜色和分布.最后给出了仿真实验结果.
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Abstract :　For the nonstationary property of the mixed process ,Fourier series polyspectra and scaled polyperiodograms are in2
troduced. We propose a new method to estimate frequencies of quadratic coupled harmonics in multilicative noise with zero mean and

ones of cubic coupled harmonics in multiplicative noise with non2zero mean. Cupled frequencies can be obtained only by single record

data and additive stationary noise is restrained without assumption of noise color and distribution. Finally , the simulation results are

given.
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1　引言
　　乘法噪声中的谐波恢复和非线性耦合谐波分析是近年来

出现的新的研究领域 .非线性耦合是一种非线性现象 ,当谐波

信号通过非线性系统时 ,系统的输出除了包含原频率分量外 ,

还产生了新的频率分量 ,这一现象可用来识别系统的非线性.

目前工作主要集中于二次非线性耦合的研究 ,它在海洋地

理[1 ]、地震学[2 ]、EEG分析[3 ]、制造业[4 ]、激光测速[5 ]和等离子

物理[6 ]等很多领域具有广泛的应用.最近 , G. T. Zhou提出了

一种可用来分析非零均值乘法噪声中二次耦合谐波的特殊多

谱方法[7 ] ,该方法的局限主要在于要求乘法噪声具有非零均

值 ,这在实际中往往是不能满足的.本文基于傅里叶级数切片

多谱和其估计比例多周期图的概念 ,提出了一种新的方法.该

方法通过平方预处理 ,适用于零均值乘法噪声情形.三次非线

性是阶次最低的奇数阶非线性 ,其分析在很多领域中具有重

要的意义 ,特别是在通信领域.本文提出了一种三次耦合谐波

分析方法 ,有效地解决了非零均值乘法噪声中三次耦合谐波

频率的估计问题.

考虑如下的乘法和加性噪声同时存在的观测信号 y ( t)为

y ( t) = x ( t) + v ( t) = ∑
L

l =1

sl ( t) ej (ω
l
t +φ

l
)

+ v ( t) ,

t = 0 ,1 , ⋯, T - 1　　(1)

对上述模型作如下假设 :

(1)ωl′s各不相同 ,并且ωl′s∈( -π,0) ∪(0 ,π) .

(2)φl′s是 ( -π,π]上的确定性常数.

(3)加性噪声 v ( t)是零均值平稳随机过程 ,且 v ( t)是可

混的.

(4)乘法噪声 sl ( t)′s是相互独立的、平稳的可混实过程 ,

且和 v ( t)相互独立.

其中ωl′s ,φl′s 和 sl ( t)′s分别表示所有的ωl ,φl 和 sl ( t) .

如果时间序列 v ( t)满足

∑
τ

| c
( p)
k +1 , v (τ) | < ∞, 　τ = (τ1 ,τ2 , ⋯,τk) , 　Π k (2)

则称 v ( t)是可混的.

式 (2) 中 c ( p)
k + 1 , v (τ) = cum [ v ( p

0
) ( t ) , v ( p

1
) ( t +τ1 ) , ⋯,

v
( p

k
) ( t +τk) ]是 v ( t ) 的 ( k + 1) 阶累积量 , pi ∈{ - 1 , 1} ,

v
( p

i
) ( t) =

v ( t) 　pi = 1

v 3 ( t) 　pi = - 1
, p = ( p0 , p1 , ⋯, pk)可取 2 k + 1种
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不同的值 ,式 (2)意味 v ( t)的所有可能的 2 k + 1种具有不同共

轭位置的累积量绝对可和 ,称为可混条件 ,满足式 (2)的过程

称为可混过程.从式 (2)可以推断可混过程 v ( t)的 k + 1阶多

谱存在并且是有限的 ,这是因为

S ( p)
k +1 , v (λ) = ∑

τ
c ( p)

k +1 , v (τ) e - jλτ
′
≤∑
τ

| c ( p)
k +1 , v (τ) | < ∞,

　　　　　　　λ = (λ1 ,λ2 , ⋯,λk)

由于式 (1)中 y ( t)是由具有平滑谱的平稳噪声 v ( t)和具有谱

线的谐波信号 x ( t)叠加而成的 ,故 y ( t)常被称为混合过程.

2　傅里叶级数多谱和比例多周期图

　　对于一般的平稳噪声 sl ( t) ,式 (1)中的 x ( t)是非平稳的 ,

其 k阶矩是时变的 ,即

mk +1 , x ( t ,τ) = E[ x 3 ( t) x ( t +τ1) ⋯x ( t +τk) ] (3)

是时间 t的函数 ,对 mk + 1 , x ( t ,τ)作时间平均 ,得到相应的时

间平均统计量

mk +1 , x (τ) = lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

mk +1 , x ( t ,τ) (4)

定义式 (4)中的 mk + 1 , x (τ)称为混合矩 ,即适用于混合过程的

矩.如果 x ( t)是平稳的 ,则 mk + 1 , x (τ) = mk + 1 , x (τ) ,即式 (4)

同样适用于平稳过程 ,所以有时也称为广义矩.

我们注意到 ,满足模型式 (1)的 x ( t)的 k + 1阶累积量为

ck +1 , x ( t ,τ) = cum[ x 3 ( t) , x ( t +τ1) , ⋯, x ( t +τk) ]

= ∑
L

l =1

ck +1 , s
l
( t ,τ) ej ( k - 1) (ω

l
t +φ

l
)

ejω
l
(τ

1
+⋯+τ

k
)

上式说明 , ck + 1 , x ( t ,τ)是 t和τ的 (几乎)周期序列 ,因此 x ( t)

是循环平稳的.循环平稳过程的 k + 1阶矩 mk + 1 , x ( t ,τ)也是

t和τ的 (几乎)周期序列.由于 exp (jωτ)不是绝对可和的 ,所

以 mk + 1 , x (τ)的傅里叶级数不存在 ,除非引入 Dirac delta 函

数.但同时 exp (jωτ)是τ的 (几乎)周期序列提示我们使用

mk + 1 , x (τ)的 (广义)傅里叶级数系数 ,它被定义为 :

Mk +1 , x (λ) = lim
T→∞

1
Tk ∑

T- 1

τ= 0
mk +1 , x (τ) e - jλτ

′
(5)

其中对τ的求和是 k重的.于是 ,称 Mk + 1 , x (λ)为傅里叶级数

多谱 ,全称是广义傅里叶级数时间平均多矩谱.

将式 (3)和式 (4)代入式 (5) ,得傅里叶级数多谱的另一种

定义方式

Mk +1 , x (λ) = lim
T→∞

E
1

Tk +1 XT (λ1) ⋯XT (λk) X 3
T (λ1 + ⋯+λk)

(6)

其估计称为比例多周期图

M
^

k +1 , x (λ) =
1

Tk +1 XT (λ1) ⋯XT (λk) X 3
T (λ1 + ⋯+λk) (7)

　　它是通常的多周期图

Ik +1 , x (λ) =
1
T

XT (λ1) ⋯XT (λk) X 3
T (λ1 + ⋯+λk)

的 T - k倍.易证M
^

k + 1 , x (λ)是 Mk + 1 , x (λ)的渐近无偏估计

lim
T→∞

E[ M
^

k +1 , x (λ) ] = Mk +1 , x (λ) (8)

　　应用信号处理手段解决实际问题时 ,需要用采样平均来

代替统计期望 ,然后再建立估计的一致性.对于平稳过程 ,已

经建立了三阶和四阶矩 (累积量)采样估计的一致性 ,最近

Dandawate和 Giannakis[8 ]发展了 Parzen的渐近平稳理论 ,在可

混条件下 ,对于一类由确定信号、平稳和非平稳随机过程混合

组成的复数时间序列 ,提出了其时间采样平均以均方意义收

敛于统计平均的理论 ,并证明了采样平均满足正态分布 ,同时

给出了方差表达式.对混合过程式 (1)中的 y ( t) ,其混合高阶

矩满足

mk +1 , x (τ) = lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

E[ x 3 ( t) x ( t +τ1) ⋯x ( t +τk) ]

m. s. s

　
lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

x 3 ( t) x ( t +τ1) ⋯x ( t +τk) (9)

式中
m. s. s

代表以均方意义收敛.于是即可得到 mk + 1 , x (τ)的

采样估计

m
^

k +1 , x (τ) =
1
T ∑

T- 1

t =0

x 3 ( t) x ( t +τ1) ⋯x ( t +τk) (10)

3　乘法噪声中二次耦合谐波频率估计

　　如果存在整数 ( l1 , l2 , l3) ∈[1 , L ]使ωl
1

+ωl
2

=ωl
3

,则模

型式 (1)中出现二次频率耦合.当式 (1)中的乘法噪声 sl ( t)′s

具有非零均值时 , G. T. Zhou提出如果ωl
1

+ωl
2

=ωl
3
mod (2π)

仅当 l1 ≠l2≠l3时成立 ,耦合频率可由广义傅里叶级数双谱

求得[7 ]

M3 , y (ω1 ,ω2) = ∑
L

l1 , l2 , l3 =1
m l1

m l2
m l3

ej (φ
l1

+φ
l2

-φ
l3

)δ(ω1 - ωl1
)

×δ(ω2 - ωl2
)δ(ωl1

+ωl2
- ωl3

) (11)

其中 ml = E[ sl ( t) ]为乘法噪声均值 ,δ(·)表示 Kronecker delta

函数

δ(λ) =
1　λ = 0 mod(2π)

0　　其它
(12)

　　但是实际中乘法噪声常常具有零均值 ,即 ml = 0.此时显

而易见M3 , y (ω1 ,ω2) ≡0.则 G. T. Zhou的方法失效.

本文提出了一种方法可以有效地估计零均值乘法噪声中

的二次耦合谐波频率.

定义 1 :定义复数过程 x ( t)的广义 6阶矩为

m6 , x (τ1 ,τ2) = lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

m6 , x ( t ;0 ,τ1 ,τ1 ,τ2 ,τ2)

= lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

E[ x 3 ( t) x 3 ( t) x ( t +τ1)

　x ( t +τ1) x ( t +τ2) x ( t +τ2) ] (13)

　　定义 2 :定义 x ( t)对应式 (13)的广义傅里叶级数多谱为

M6 , x (ω1 ,ω2) = lim
T→∞

1
T2 ∑

T- 1

τ
1 ,τ2 =0

m6 , x (τ1 ,τ2) e- jω
1
τ

1 e - jω
2
τ

2

(14)

应该注意的是 , m6 , x (τ1 ,τ2)实际上是六阶矩的二维切片 ,因

此式 (14)中仅需求二维傅里叶级数. M6 , x (ω1 ,ω2)在形式上同

傅里叶级数双谱相似 ,它实质上是切片谱 ,与式 (11) 中的

M3 y (ω1 ,ω2)有本质不同.
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首先忽略式 (1)中加性噪声 v ( t)的影响而仅考虑 x ( t) ,

然后再讨论傅里叶级数多谱如何抑制平稳加性噪声.

定理 1 :对于式 (1)中 x ( t) ,如果ωl
1

+ωl
2

=ωl
3
mod (2π)仅

当 l1 ≠l2 ≠l3时成立 ,且对任意 ( li , lj) ∈[1 , L ] ,ωl
i

+ωl
j
≠0 ,

则有

　M6 , x (ω1 ,ω2) = ∑
L

l
1

, l
2

, l
3

=1

σ2
s
l
1

σ2
s
l
2

σ2
s
l
3

ej2 (φ
l1

+φ
l2

-φ
l3

) 　　　　

·δ(ω1 - 2ωl
1
)δ(ω2 - 2ωl

2
)

·δ(ωl
1

+ωl
2

- ωl
3
) (15)

其中σ2
s
l
= E[ s2

l ( t) ]为噪声 sl ( t)的方差.证明参见文献[9 ].

定理 2 :对于式 (1)中的 y ( t) ,有

M6 , y (ω1 ,ω2) = M6 , x (ω1 ,ω2) (16)

　　证明 :由式 (13)有

m6 , y (τ1 ,τ2) = lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

E[ y 3 ( t) y 3 ( t) 　　

·y ( t +τ1) y ( t +τ1)

·y ( t +τ2) y ( t +τ2) ]

由于 x ( t)和 v ( t)相互独立 ,且为平稳零均值随机过程 ,易证

m6 , y (τ1 ,τ2) = m6 , x (τ1 ,τ2)

　　+ lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

E[ v 3 2 ( t)

　　v2 ( t +τ1) v2 ( t +τ2) ]

= m6 , x (τ1 ,τ2)

　+ E[ v 3 2 ( t) v2 ( t +τ1) v2 ( t +τ2) ]

再由式 (14)

M6 , y (ω1 ,ω2) = M6 , x (ω1 ,ω2) 　　　　　　　　　　　

+ lim
T→∞

1
T2 ∑

T- 1

τ
1 ,τ2 =0

E[ v 3 2 ( t) v2 ( t +τ1)

　·v2 ( t +τ2) ] e- jω
1
τ

1 e - jω
2
τ

2

由于 v ( t)可混 ,

∑
T- 1

τ
1 ,τ2 =0

E[ v 3 2 ( t) v2 ( t +τ1) v2 ( t +τ2) ] e - jω
1
τ

1 e- jω
2
τ

2

< ∑
T- 1

τ
1 ,τ2 =0

E[ v 3 2 ( t) v2 ( t +τ1) v2 ( t +τ2) ] < ∞

所以

lim
T→∞

1
T2 ∑

T- 1

τ
1 ,τ2 =0

E[ v 3 2 ( t) v2 ( t +τ1) v2 ( t +τ2) ]e- jω
1
τ

1 e- jω
2
τ

2 ≡0

则定理 2成立.

由定理 1、定理 2和式 (13) 、(14) ,零均值乘法噪声中的二

次耦合谐波频率可由傅里叶级数多谱 M6 , y (ω1 ,ω2)估计得

到.当不存在二次耦合时 , M6 , y (ω1 ,ω2) ≡0.而当存在二次频

率耦合ωl
3

=ωl
1

+ωl
2
时 , M6 , y (ω1 ,ω2)在 (2ωl

1
,2ωl

2
)处有一谱

峰 ,由谱峰的位置即可确定耦合谐波频率.

如果令 z ( t) = y2 ( t) ,即对观测信号进行平方预处理 ,则

由定义式 (13) 、(14)有

m6 , y (τ1 ,τ2) = m3 , z (τ1 ,τ2) (17)

M6 , y (ω1 ,ω2) = M3 , z (ω1 ,ω2) (18)

即 z ( t)的广义三阶矩傅里叶级数双谱与 y ( t)的广义六阶矩

傅里叶级数多谱相等.这也说明 m6 , y (τ1 ,τ2)是六阶矩的二维

切片 , M6 , y (ω1 ,ω2)是切片谱.

给出同时存在乘法和加性噪声的含噪观测值 y ( t) ,通过

下面的步骤可估计二次耦合谐波频率.

(1)将 y ( t)平方后得到 z ( t) ,这相当于一个非线性预处

理过程.

(2)估计 z ( t)的广义傅里叶级数双谱M
^

3 , z (ω1 ,ω2) ,既可

使用式 (7)定义的比例多周期图 ,亦可先由式 (10)求得广义三

阶矩 ,然后通过二维 FFT求得M
^

3 , z (ω1 ,ω2) .

(3)耦合频率估计如下

(ω
^

l
1

,ω
^

l
2
) =

1
2

arg max
ω

1 ,ω2

| M
^

3 , z (ω1 ,ω2) | (19)

4　乘法噪声中三次耦合谐波频率估计

　　如果存在整数 ( l1 , l2 , l3 , l4) ∈[1 , L ]使ωl1
+ωl2

+ωl3
=

ωl
4

,则模型式 (1)中出现三次频率耦合.当式 (1)中乘法噪声

sl ( t)′s具有非零均值时 ,本文提出一种方法可以有效地估计

三次耦合谐波频率.

定义 3 :定义复数过程 x ( t)的广义四阶矩为

m4 , x (τ1 ,τ2) = lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

m4 , x ( t ;τ1 ,τ2 ,τ2) 　　　

= lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

E[ x 3 ( t) x ( t +τ1)

　·x ( t +τ2) x ( t +τ2) ] (20)

　　定义 4 :定义 x ( t)对应式 (20)的傅里叶级数多谱为

M4 , x (ω1 ,ω2) = lim
T→∞

1
T2 ∑

T- 1

τ
1 ,τ2 =0

m4 , x (τ1 ,τ2) e - jω
1
τ

1 e - jω
2
τ

2

(21)

　　实际上 m4 , x (τ1 ,τ2)是四阶矩的二维切片 , M4 , x (ω1 ,ω2)

是傅里叶级数切片多谱.

与二次耦合分析时相似 ,首先忽略式 (1)中加性噪声 v ( t)

的影响而仅考虑 x ( t) ,然后再讨论傅里叶级数多谱如何抑制

平稳加性噪声.

定理 3 :对于式 (1)中的 x ( t) ,若ωl
1

+ωl
2

+ωl
3

=ωl
4
mod

(2π)仅当 l1≠l2≠l3 ≠l4时成立 ,且对任意 ( li , lj) ∈[1 , L ] ,ωl
i

+ωl
j
≠0 ,则有

　M4 , x (ω1 ,ω2) = ∑
L

l1 , l2 , l3 , l4 =1

ml
1

ml
2

ml
3

ml
4

ej (φ
l1

+φ
l2

+φ
l3

-φ
l4

) 　

·δ(ω1 - ωl
1
)δ(ω2 - ωl

2
- ωl

3
)

·δ(ωl
1

+ωl
2

+ωl
3

- ωl
4
) (22)

其中 , ml = E[ sl ( t) ]为乘法噪声均值.

证明 :将式 (1)中的 x ( t)代入式 (20)

　　m4 , x (τ1 ,τ2) = lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

E[ x 3 ( t) x ( t +τ1)

　·x ( t +τ2) x ( t +τ2) ]

77第　1　期 王宏志 :乘法噪声中非线性耦合谐波分析



= lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0
∑
L

l1 , l2 , l3 , l4 =1

E[ sl
1

( t +τ1) sl
2

( t +τ2)

　·sl
3

( t +τ2) sl
4

( t) ] ej (ω
l1

+ω
l2

+ω
l3

-ω
l4

) t

　·ej (φ
l1

+φ
l2

+φ
l3

-φ
l4

)
ej (ω

l1
τ

1
+ω

l2
τ

2
+ω

l3
τ

2
)

= ∑
L

l1 , l2 , l3 , l4 =1

E[ sl
1

( t +τ1) sl
2

( t +τ2)

　·sl3
( t +τ2) sl4

( t) ] ej (φ
l1

+φ
l2

+φ
l3

-φ
l4

)

　·ej (ω
l1
τ

1
+ω

l2
τ

2
+ω

l3
τ

2
)

　·δ(ωl
1

+ωl
2

+ωl
3

- ωl
4
) (23)

　　由于假设ωl
1

+ωl
2

+ωl
3

=ωl
4

,当且仅当 l1 ≠l2 ≠l3 ≠l4

时成立及假设 (A4) ,有

　　E[ sl
1

( t +τ1) sl
2

( t +τ2) sl
3

( t +τ2) sl
4

( t) ]

　　　　= ml
1

ml
2

ml
3

ml
4

(24)

将式 (23)代入式 (21) ,则

M4 , x (λ1 ,λ2) = lim
T→∞

1
T2 ∑

T- 1

τ
1 ,τ2 =0

m4 , x (τ1 ,τ2) e - jλ
1
τ

1 e- jλ
2
τ

2

= ∑
L

l1 , l2 , l3 , l4 =1
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4
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　·δ(λ1 - ωl
1
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2
- ωl

3
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+ωl
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+ωl
3
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4
)

定理 3成立.

定理 4 :对于式 (1)中的 y ( t) ,有

M4 , y (ω1 ,ω2) = M4 , x (ω1 ,ω2) (25)

证明过程与定理 2相似 ,故略.

由定理 3、4和式 (20) 、(21) ,非零均值乘法噪声中的三次

耦合谐波频率可由傅里叶级数多谱 M4 , y (ω1 ,ω2)估计得到.

当不存在三次耦合时 , M4 , y (ω1 ,ω2) ≡0 ,而当存在三次频率耦

合ωl
4

=ωl
1

+ωl
2

+ωl
3
时 , M4 , y (ω1 ,ω2 ) 在 (ωl

1
,ωl

2
+ωl

3
) 、

(ωl
2

,ωl
1

+ωl
3
) 、(ωl

3
,ωl

1
+ωl

2
)处出现三个谱峰 ,可确定耦合

谐波频率ωl
1

,ωl
2
和ωl

3
,任一峰值对应坐标之和即为ωl

4
.

三次耦合谐波频率估计步骤如下 :

(1)估计含噪观测值 y ( t)的广义傅里叶级数切片多谱

M4 , y (ω1 ,ω2) ,可使用式 (7)定义的比例多周期周 ,亦可先由式

(10 ) 求得广义四阶矩切片 , 然后通过二维 FFT 求得

M4 , y (ω1 ,ω2) .

(2)估计耦合频率

(ω̂l
1

,ω̂l
2

,ω̂l
3
) = arg max
ω

1 ,ω2 ,ω3

| M
^

4 , y (ω1 ,ω2 ,ω3) | (26)

　　只要满足假设 (A1)～ (A4) ,三次耦合谐波频率的估计方

法可推广到任意 k 次耦合情况 ,并可结合平方预处理方法 ,

估计零均值乘法噪声中三次以上耦合谐波频率.

5　仿真实验结果

　　为了说明本文提出的傅里叶级数多谱方法估计耦合频率

的有效性 ,在这一节给出仿真结果.给出含噪观测值为

y ( n) = x ( n) + v ( n) = ∑
L

l =1

sl ( n) ej (ω
l
n+φ

l
) + v ( n) (27)

　　信噪比定义为

SNR > 10log10

∑
T - 1

t = 0
| y ( t) | 2

∑
T - 1

t = 0
v2 ( t)

(28)

加性噪声 v ( n)为非高斯有色噪声 ,由噪声模型 v ( n) -

018253 v ( n - 1) + 0125 v ( n - 2) = w ( n)产生 , w ( n)为指数分布

i . i . d.过程.

实验 1 :非零均值乘法噪声中二次耦合谐波频率估计 , L

= 3 ,ω1 = 015 ,ω2 = 115 ,ω3 = 210 ,φ1 = 014 ,φ2 = 015 ,φ3 = 019 ,

m1 = 115 , m2 = 112 , m3 = 1 ,乘法噪声 s1 ( t) 、s2 ( t)和 s3 ( t)分别

服从高斯、高斯和指数分布 ,且方差均为 1 ,由式 (11) G. T. Zhou

方法估计耦合频率 ,数据长度 256 ,结果见图 1 ( a)和 ( b) .

实验表明 G. T. Zhou方法在零均值乘法噪声时失效.

图 1　二次耦合谐波频率估计 G. T. Zhou方法. ( a)乘法噪声

为非零均值 ; ( b)零均值

图 2　二次耦合谐波频率估计本文方法 ,零均值乘法

噪声. ( a)存在二次耦合 ; ( b)不存在二次耦合

图 3　三次耦合谐波频率估计.非零均值乘法噪声 ( a) 、( b)存在

三次耦合 , ( c) 、( d)不存在三次耦合 , ( c) 、( d)是等高图

实验 2 :零均值乘法噪声中二次耦合谐波频率估计 ,即

m1 = m2 = m3 = 0 ,其它条件与实验 1相同 ,数据长度 1024.实

验结果见图 2 ( a)和 ( b) .实验结果表明 ,本文提出的方法是有

效的 ,但为达到与实验 1相似的效果 ,需要更多的观测数据.

实验 3 :三次耦合谐波估计 , L = 4 ,ω1 = 017 ,ω2 = 018 ,ω3
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= 019 ,ω4 = 214 ,φ1 = 014 ,φ2 = 015 ,φ3 = 113 ,φ4 = 212 , m1 =

115 , m2 = 112 , m3 = 117 , m4 = 1 ,乘法噪声 s1 ( t) , s2 ( t) , s3 ( t)服

从高斯分布 , s4 ( t)服从指数分布 ,方差均为 1 ,数据长度 512.

实验结果见图 3 ( a)～ ( d) ,其中 ( c) 、( d)为无三次耦合情况

(ω4 = 110) .实验表明 ,本文方法可有效估计三次耦合谐波频

率.

6　结论

　　本文针对乘法和加性噪声共存时信号的非平稳性 ,引入

傅里叶级数多谱和比例多周期图概念 ,对二次和三次非线性

耦合谐波频率估计问题进行了分析 ,通过平方预处理提出了

零均值乘法噪声二次耦合频率估计和非零均值三次耦合频率

估计的傅里叶级数多谱方法 ,证明了傅里叶级数多谱对平稳

加性噪声的抑制作用.所得结论可推广到 k次耦合情况.
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