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快速递归傅里叶变换的误差分析及高精度实现

曹珍富
(哈尔滨工业大学数学系 ,哈尔滨 150001)

　　摘　要 : 　本文主要研究单系数递归傅里叶变换算法的快速实现所带来的误差问题 ,例如 ,讨论了由于系数误差

而产生的对递归运算的误差以及对整个系统的频率输出所产生的影响 ,证明了该算法的替代误差无论在幅值上还是

相位上都具有阶 O ( Nδ) .在此基础上 ,在限制输出精度的情况下 ,找出对系数差应有的限制 ,从而找出“高精度实

现”的途径.
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Error Analysis and High2Precision Realization of Fa st Speed Recursive DFTs
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( Department of Mathematics , Harbin Institute of Technology , Harbin 150001 , China)

Abstract :　In this paper ,we mainly discuss error problem which was brought about by fast speed realization of recursively com2
puting DFTs. For example ,we discuss the effect of coefficient error on the error of recursively computing and frequency output of the

whole system. And we prove that the error of fast speed recursively computing of N length DFTs has order of O ( Nδ) .
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1　引言
　　1987年前后 ,著名学者张彦仲在他的一些文章里[1～3 ]提

出了一种单系数递归傅里叶变换算法 ,这种算法仅需一个复

系数就可以计算全部 N 个频率分量值 ,而且具有形式简单、

成本低、便于硬件实现等特点 ,引起了数字信号处理界的广泛

关注[4 ] .本文作者在研究中发现[5 ,6 ] ,这一算法限制序列长度

为素数的条件太苛刻 ,它不便于与序列长度为 2 n的 FFT进行

比较.所以 ,本文将这一算法进行了全面推广 ,使该算法的应

用范围扩大 ,并与以往的算法具有可比性.

本文将对上述提到的一般算法中的误差问题进行研究 ,

讨论由于系数误差而产生的对递归运算的误差以及对整个系

统的频率输出所产生的影响.在此基础上 ,在限制输出精度的

情况下 ,找出对系数差应有的限制 ,从而找出“高精度实现”的

途径.

2　单系数递归傅里叶变换算法

　　这是熟知的[4 ] ,输入序列 x ( n) ( n = 0 ,1 , ⋯, N - 1)的 N

点离点傅里叶变换为

　　X ( k) = DFT[ x ( n) ] = ∑
N - 1

n =0

x ( n) Wnk
N , k = 0 ,1 , ⋯, N - 1

其中 WN = e - j (2π/ N)
, j = - 1 .如果长度 N = p为素数时 ,上

述 DFT运算中的非零频率分量可以仅用一个复系数 WD
p 按下

列方式作 ( p - 1)次递归求出 :

yk ( m) = WD
p yk ( m - 1) + uk ( m)

yk (0) = uk (0)

k = 1 ,2 , ⋯, ( p - 1) , m = 1 ,2 , ⋯, ( p - 1)

即 X ( k) = yk ( p - 1) ,其中 { uk ( m) }是输入序列的重排 ,由

uk ( m) = x (〈( p - 1 - m) k - 1 D〉p)决定 ,这里的 k - 1是 k 在域

GF( p)中的逆 , D是一个可选择的参数 ,满足 1 Φ D < p.

这就是张彦仲算法.可以看出该算法仅适用于输入序列

长为素数的 DFT.为了扩大它的应用范围 ,文献 [5 , 6 ]对上述

算法作了进一步推广 ,其推广算法如下 :

yk ( n) = Wq
Nyk ( n - 1) + vk ( n)

yk (1) = vk (1) , k = 1 ,2 , ⋯, N - 1

式中 vk ( N - γ) = uk ( ( i - 1) Np + j)

uk ( j) =
∑
D

m =1

x ( ( m - 1) Np + j) ,1 Φ j Φ Np

0 , 　　　　　Np < j Φ N

D = ( N , k) , Np = N/ D , kp = k/ D , i - 1≡γ·q(mod D) ,

j≡k - 1
p
γ·q - ( i - 1)

D
(mod Np) , k - 1

p kp≡1 (mod Np)
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其中　　
X ( N) = X (0) = ∑

N

n =1

x ( n) ,

X ( k) = yk ( N - 1) , k = 1 ,2 , ⋯, N - 1.

可以看出 ,张彦仲算法和文献[5 ,6 ]对它的推广算法虽然适用

范围不同 ,但却有几乎相同的形式 ,这对误差分析将带来方

便.如果认为输入序列及其线性组合是绝对精确的 ,在考虑误

差时将对这两种算法不加区别.

3　单系数递归傅里叶变换误差分析

　　本文研究的对象是这样一个递归运算式 :

yk ( n) = WD
Nyk ( n - 1) + uk ( n)

yk (0) = uk (0)

k = 1 ,2 , ⋯, ( N - 1) , n = 0 ,1 ,2 , ⋯, ( N - 1) ,

可以把这个形式看作一个系数是 WD
N 的一阶无限冲激响应数

字滤波器 ( IIR) ,这一滤波器的系统函数为 :

H( z) =
1

1 - WD
N z - 1

而第 k个频率值 X ( k)则可以看作是对序列 uk ( n)的第 ( N -

1)个输出值 ,即 H( z)系统的最后一个递归值.

为了便于分析 ,将 H( z)变成一个具有实系数的函数 :

　　H( z) =
1

1 - WD
Nz - 1·

1 - W - D
N z - 1

1 - W - D
N z - 1

=
1 - cos (2πD/ N) z - 1 - jsin (2πD/ N) z - 1

1 - 2cos(2πD/ N) z - 1 + z - 2 (1)

根据式 (1) ,可将系统看作是一个实系数二阶无限冲激响应数

字滤波器.其简单结构见图 1.

图 1　实系数二阶无限冲激响应数字滤波器

在图 1中 , XR ( k)和 XI ( k)分别代表 DFT运算后输出的实部

分量和虚部分量 ,其核心部分就是虚线框内的二阶滤波器.引

入 w ( n) ,则式 (1)给出

w ( n) = 2cos (2πD/ N) w ( n - 1) - w ( n - 2) + u ( n)

XR ( k) = w ( N - 1) - cos(2πD/ N) w ( N - 2)

XI ( k) = - sin (2πD/ N) w ( N - 2)

在输入序列长度 N很大的情况下 ,计算 w ( N - 1) , w ( N - 2)

的乘法次数很多 ,足以忽略掉求 XR ( k)与 XI ( k)增加的 2次

系数乘法.为了减少 w ( n)递归运算的乘法次数 ,适当选择 D

值 ,使 cos (2πD/ N)≈2 - m ( m为正整数) ,这样 ,在计算 w ( N -

1)所须的 N - 2次乘法运算就可以用 N - 2次移位代替了 (2

　图 2　快速实现系统

进制移位) . 在实际应用

中 ,移位运算所须时间要

比乘法运算时间少许多 ,

从而使整个系统在结构

不复杂的情况下成为一

个高速实现系统 ,其结构见图 2.

但是 ,作为代价 ,该系统被迫牺牲了它原来的精度.很明

显用 2 - m代替 cos(2πD/ N)作为系数 ,必会使输出结果产生误

差.这里假定原系统的输出是绝对精确的.现在就讨论系数差

所引起的系统误差.由于替代误差会对系统最后的结果的幅

值和相位都会产生误差 ,本文将重点分析幅度误差.

定理　快速递归傅里叶变换算法替代误差 ,无论在幅值

上还是相位上都具有阶 O ( Nδ) .

证明 :

令δ= cos (2πD/ N) - 2 - m ,设

φ0 = (2πD/ N) = Dθ0 ,为理想相角

φ= arc cos(2 - m) =φ0 +Δφ　为实际相角

δ= cosφ0 - cos (φ0 +Δφ0)≈Δφ·sinφ0

每次递归运算的误差都受δ的影响.首先讨论一下一次

递归运算产生的误差 ,进而同 N - 1递归运算相比较 .

易见一次递归误差 (相对)Δ1 % Φ2δ/ k0 ,其中 k0 = 2cos

(2πD/ N) ;故是δ的同阶收敛.

可以想象 ,递归 N - 1次误差 ,将是以上Δ1 %的累积值.

又由于系统是一个闭环过程 ,对大的误差有一定的抑制能力 ,

因此递归 N - 1次误差的输出误差将是二者的折衷 .

设Δ% =
ΔXR2 +ΔXI2

‖X ( k) ‖2 为系统输出的相对误差. 令

1

2sinφ0

= F1 ,则可得Δ% Φ2 F1 Nδ.可见输出频域值误差

与 Nδ同阶.

下面讨论相位误差 :

原来的相位

α0 = arc tg
XI0 ( k)

XR0 ( k) = tg - 1 - sinφ0 w0 ( N - 2)

w0 ( N - 1) - cosφ0 w0 ( N - 2) ;

现在的相位

α= arc tg
XI ( k)
XR ( k)

= tg - 1 - sinφ0 w ( N - 2)

w ( N - 1) - cosφ0 w ( N - 2)
.

相位正切

tg(Δα) = tg(α-α0) =
sinφ0 w0 ( N - 2) ( w ( N - 1) - cosφ0 w ( N - 2) ) - sinφ0 w ( N - 2) ( w0 ( N - 1) - cosφ0 w0 ( N - 2) )

( w ( N - 1) - cosφ0 w ( N - 2) ) ( w0 ( N - 1) - cosφ0 w0 ( N - 2) ) + sin2φ0 w ( N - 2) w0 ( N - 2)

由于Δα≈tgΔα,α0≈
- sinφ0 w0 ( N - 2)

w0 ( N - 1) - cosφ0 w0 ( N - 2)
,则

Δα
α0
≈

ε( N - 1) - cosφ0ε( N - 2)

w ( N - 1) - cosφ0 w ( N - 2) +
sin2φ0 w ( N - 2) w0 ( n - 2)

w0 ( N - 1) - cosφ0 w0 ( N - 2)

Φ
ε( N - 1) (1 - cosφ0)

w ( N - 1) - cosφ0 w ( N - 2) sin2φ0 w ( N - 2)
Φ

1 - cosφ0

sinφ0
NΔk

又Δφ• δ
sinφ0

,所以
Δα
α0

Φ2 (1 - cosφ0) N·Δφ.

从此可以看出 ,快速递归傅里叶变换算法替代误差 ,无论在幅
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值上还是相位上都与 O ( Nδ)同阶.证毕.

这个定理给出的结果是比较精确的 ,证明过程也给出了

实现的手段.一般工程分析手段大约只能达到阶 O ( Nδ) .下

面以工程上的系数量化法为例来具体说明这个问题.

这类分析方法是利用有限字长效应理论 ,将原系统看作

线性系统 ,把量化误差看作噪声干扰信号.在输出端作用的结

果 ,用线性系统的分析方法来分析 ,用数理统计方法通过对噪

声信号的处理找出误差 (方均值) .这里把系数替代看作是系

数的量化 ,现分析如下 :

原系统的系统函数 H ( z) =
w0 ( z)

u ( z)
=

1
1 - k0 z - 1 + z - 2 ,量

化后了的实际系统函数

Ĥ ( z) =
w ( z)
u ( z)

=
1

1 - kz - 1 + z - 2 =
1

(1 - k0 z - 1 + z - 2) - Δkz - 1

设 Ĥ ( z) = H( z) + E( z) ,则

E( z) = Ĥ ( z) - H( z) =
1

(1 - k0 z - 1 + z - 2) - Δkz - 1

-
1

1 - k0 z - 1 + z - 2≈
Δkz - 1/ (1 - kz - 1 + z - 2)

1 - k0 z - 1 + z - 2 ,即一个实际系统

Ĥ ( z)可以看作是由一个理想系统 H ( z)与一个偏差系统 E

( z)并联组成.求偏差系统的方均值

　　ε2 =
1

2π∫
π

-π
| E(j w) | 2·dw =

1
2πj∮cE( z) E( z - 1)·dz

z

=
Δk2

2πj∮c
z3

( z - z1) 2 ( z - z2) 2 dz =Δk2 sin3φ0

2sin3φ0
-

3cosφ0

2sin2φ0

=
Δk2

sin2φ0
(2 k2

0 -
3
2

k0 - 1)

则ε=
Δk

sinφ0
2 k2

0 -
3
2

k0 - 1 .递归 ( N - 1)次相对误差

　　Δ% Φ ( N - 1)ε=
( N - 1)Δk

sinφ0
2 k2

0 -
3
2

k0 - 1

图 3　多个并行移位寄存器实现

Φ 2 NΔk
sinφ0
·k0 =

2 2 Nδ
tgφ0

4　高精度实现方法

　　根据前面对误差的讨论 ,可以看出 ,序列长度增加 ,使 D

的取值范围灵活 ,就有机会使 cosφ0 更接近 2 - m来减少δ;另

一方面序列长度增加本身就意味着 N 值增加 ,而误差恰与δ

和 N有关.因此要获得较高的精度 ,要考虑选择 N值和 D值 ,

一般最佳的 N 值和 D值是要靠经验来获得的.尽管如此 , N

和 D的选择是提高精度的一个途径.

另一方面 ,从改善系统结构入手 ,可以证明 ,任何一个实

数都可用下面级数表示 :

A = ∑
+∞

i = - ∞
a ( i) 2 i , a ( i) ∈{ 0 ,1}

那么 2cosφ0也不例外.用多个并行移位寄存器的线性组合来

代替 2cosφ0 .寄存器的个数越多 ,误差越小 ,输出的精度就越

高.如图 3所示 .其中 2cosφ0≈∑
n

i = 1
2 - L

i ,系数为 0的项就不必列

出.由于一位寄存器是并行排列的 ,其位移时间不会增加 ,但

精度却大大提高了.

由Δ% Φ2 F1 Nδ,如果对误差限制是 |Δ%| <εs ,那么

必须δ<εs/ (2 F1 N) .其中 , F1 = 1/ ( 2sinφ0) , N 值已知 ,因

此就得出了系数差的范围.又由式δ= 2cosφ0 - ∑
n

i = 1
2 - L

i就能确

定所需移位寄存器的个数及结构.

由于数字信号系统本身存在着如舍入、截尾、溢出等误

差 ,因此在确定移位寄存器的个数时要考虑这个因素 ,把替代

误差限制在上述几个误差的同一数量级内就可以了.否则 ,不

顾这些因素增加寄存器个数也是徒劳的 ,不仅不会把误差限

制在应有的精度 ,还会使系统结构复杂 ,造价昂贵.
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