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� � 摘 � 要: � 本文给出了在混合噪声中非线性递归最小均方误差算法的性能分析. 该算法即是非线性 RLS

( NRLS) . 对残差的饱和处理使用了广义限幅函数. 提出了改进的 NRLS 均方分析.计算机数值模拟表明理论分析与模

拟结果符合得很好. 根据该分析, 可以将 NRLS 的收敛和均方误差表示为非线性函数的斜率和限幅水平的函数. 基于

归一化的均方误差( mse) ,引入了一个辅助变量, 导出了时变限幅函数,加速了收敛并且得到了更小的均方误差.
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Abstract: � This paper presents the performance analysis of r ecursive least square algorithm w ith error�saturation in mix�

ture noise. T he algorithm is referr ed to nonlinear RLS ( NRLS) . Generalized clipping function is considered fo r t he err or�satu�
ration nonlinearity. An improved mean square behavior of NRLS is carr ied out. It is shown that the theoretical analysis and

the simulation result are close to each other. From t he analysis, w e can relate the convergence and t he mean square error in

terms of t he slope and the clipping level of the nonlinear funct ion. Based on the normalized mean square error , an instrumental

variable is derived for y ielding a variable clipping funct ion to provide fast converg ence and small mean square err or.
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1 � 引言
� � 线性估计被广泛应用于系统辨识,模拟,预测,均衡以及

干扰消除[ 1] . 一般地,输出信号 y ( n )可以表示为

y ( n) = WTX ( n) + �( n) (1)

其中 �( n)是观测噪声, W 是加权向量而X ( n )是输入信号向

量.

在高斯噪声中, 递归最小均方误差( RLS)算法通常被用

于对 W的估计, 其收敛快并且均方误差较小[ 1] . 实际上, 许

多自然的噪声源都是非高斯的, 可以证明在非高斯噪声中

RLS 的性能将会下降. 最近, 人们留意到对残差的饱和处理

能提高 RLS 在非高斯噪声中的性能[ 2, 3] . 本文中,使用广义限

幅函数对残差的作非线性饱和处理.下面可以看到, 利用该函

数的斜率和限幅水平来控制收敛以及均方误差(mse) .

本文提出了一种改进的性能分析方法. 导出了 NRLS 的

均方特性.根据该特性, 可以适当选取广义限幅函数的斜率和

限幅水平来加速收敛并同时减小均方误差.模拟结果表明,新

的理论分析给出了比文[ 6]中方法和文[ 7]中通常方法更好的

结果.

2 � 非线性 RLS算法
� � 假设式( 1)中的观测噪声 �( n)为零均值独立同分布( i. i.

d. )的随机变量, 其方差为 �2
�.使用混合模型来模拟非高斯噪

声, 其密度函数为[ 4, 5]

� � f �( x ) = (1- A ) f 0 ( x )+ Af 1( x )= �
1

m= 0
p mf m( x ) ,

p 0= 1- A , p 1= A � � ( 2)

其中 A 是脉冲指标. f m ( x )是零均值的高斯密度函数, 其方

差分别为 �2
0= �2

g , �
2
1= �2

g+ �2
i .其中 �2

g 是本底高斯噪声成分

的方差, 而 �2
i 是脉冲噪声成分的方差. 本底高斯成分和脉冲

成分的功率比定义为   = �
2
g / A�

2
i .

非线性 RLS 加权向量的更新采用

W( n + 1) = W( n) + g [ e( n) ] k ( n ) ( 3)

其中 e( n)为残差信号, k( n)为 Kalman 增益向量. g ( x )是奇

对称的残差饱和非线性函数.将 (3)中的 k ( n )换成 !X ( n ) ,

就成了文[ 4]中的非线性 LMS算法.

本文使用的 g( x )是非线性的广义限幅函数, 其定义为
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� � � � � � g ( x ) =

rsT 0 , � � � x > T 0

sx , � � � � | x |  T 0

- r sT 0 , � � x < - T 0

(4)

使用这个非线性函数的首要原因是它很简单. 更重要的是

g( x )中的斜率参数 s 和限幅参数 r 可以方便地用于控制收

敛以及均方误差.

3 � 非线性 RLS算法分析

� � 首先假设:输入信号 X ( n )是独立零均值高斯向量, 其相

关矩阵为 �2
xI; 观测噪声 �( n)是独立同分布的且分布密度函

数为式(2) ; X ( n)和 �( n)是相互统计独立的. 为方便分析,定

义权重的误差向量为

V( n) = W( n )- W0 (5)

其中 W0是所需权重.根据基本 RLS 算法[ 1] , 有递推式

V( n + 1) = V( n) + P( n) X( n) g[ e( n) ] (6)

其中 P( n )是 N 维输入信号矢量 X ( n)的相关矩阵 ∀ ( n)的

逆矩阵

P( n)= ∀
- 1
( n)= �

n

i= 1

#n- 1X ( i) XT ( i) + #n∃- 1
0 I

- 1

(7)

# ! ( 0, 1]是遗忘因子,∃0 I 是 P( n )的初始值.

我们应用∀平均原理( av er ag ing principle)# [ 7]来简化式(6)

的统计分析计算. 因为在 NRLS 过程中 P ( n ) 是缓变的而

X ( n)和 e( n)的变化快得多,根据∀ 平均原理#, 在求乘积的期

望时我们可以近似认为 P( n )与后者相独立.

3�1 � 均方特性分析

将式( 6)右乘其转置并取数学期望, 得到 V ( n )相关矩阵

K ( n )的递推表示

� � K( n+ 1)= K ( n)+ E{ V( n)g[ e( n) ]XT ( n) P( n) }

+ E{ P( n) X( n)g[ e( n) ] VT ( n) }

+ E{ P( n) X( n)g2[ e( n) ]XT ( n) P( n) } (8)

应用类似文[ 8]中的方法, 可以得到式(8)中第二和第三项为

E { V( n ) g[ e( n) ] XT ( n) P( n ) }

= E { P( n) X ( n ) g[ e( n) ] V
T
( n ) } = - %1&

- 1
1 ( n ) K ( n) (9)

其中 � %1= �
1

m= 0
pm∋1( g , �e

m
) ,

&1( n)= (1( n)+ #n∃- 1
0 �- 2

x ,

∋1( g , �) = EG, �[ g
( 1) ( x ) ] ,

�2
e
m
= �2

m+ �2
xT r [ K ( n) ] ,

(1( n) = �
n

i = 1
#n - i= (1- #n ) / (1- #)

式(8)中最后一项是整个分析中的难点, 这里我们考虑仅取其

对角线向量.利用恒等式 E [ ∀ ( n ) P( n ) AP( n) ∀ ( n ) ] = A

展开 ∀ ( n) ,经过冗长运算 ,我们得到

� � diag( E { P( n) E [ X ( n )g 2[ e( n) ] XT ( n ) ] P( n) } )

� � � � � = �- 4
x G( n) dL ( 10)

其中G( n) = &- 1
2 ( n) [ I - 11T / ( &2 ( n) (

- 1
2 ( n) + N ) ] ,

dL = diag( E { X ( n ) g2[ e( n) ] XT ( n) } ) ,

&2( n )= (2( n )+ &
2
1 ( n) ,

(2( n )= ( 1- #2 n) / ( 1- #2) , 1= (1, 1, ∃, 1) T

令 dk( n) = diag[ K ( n ) ] ,从文[ 8]中,我们知道

dL = %2��
21+ %2�

4
x 11

TdK ( n )+ %3�
4
xdK ( n ) (11)

其中%2�= � 1
m= 0p m�

2
m∋2 ( g, �e

m
) , %2= � 1

m= 0p m∋2 ( g, �e
m
) ,

%3= � 1
m= 0pm∋3( g , �e

m
) , ∋2( g, �) = EG , �[ g

2( x ) / �2 ] ,

∋3 ( g, �) = EG , ��(2gg ( 1) ) ( 1) ( x )%, 1= ( 1, 1, ∃, 1) T

将式( 11)代入式( 10) , 连同式(9)代入式(8)并取对角线向量,

我们得到

dk( n+ 1) = H( n) dk( n+ 1)+ %2��
- 2
x G( n )1 (12)

其中 H ( n) = [ 1- 2%1&
- 1
1 ( n ) ] I + G( n) ( %211

T + %3I)

我们定义均方误差 (mse)为 �2
mse( n) = �2

xT r [ K ( n ) ] , 若

仅考虑 H ( n)的最大特征值, 可以写出递推式

�2mse( n+ 1)= )1�
2
mse( n)+ N%2�[ N(2 ( n)+ &2( n) ]

- 1 (13)

其中 )1= 1- 2%1&
- 1
1 ( n) + ( N%2+ %3) [ N(2( n) + &2 ( n ) ]

- 1.

由式( 13) , 我们可以递推计算非线性 RLS 的均方误差性

能. 更重要地,由下一节我们可以看到, 我们可以通过在每一

次递归中即时调整式( 4)中非线性函数的参数, 斜率 s 和限幅

水平 r , 使均方误差达极小,从而提高性能. 模拟实验表明, 新

的算法能得到更快的收敛速度和更小的均方误差.

3�2 � 时变限幅函数
本节中, 我们引入一个新的辅助变量 �2

I ( n)来调整限幅

函数式( 4)的斜率 s 和限幅水平 r 以期加速 NRLS 的学习过

程. 定义

�2
I ( n)= �2

mse( n) / �
2
� (14)

为了能导出简单的时变限幅函数, 假设限幅水平 T 0 能

随观测噪声自动在 T  0�
2
e
0
和 T  0�

2
e
1
间转换.利用这个假设,

用 �2
�归一化式( 13) , 得到

�2
I ( n+ 1) = )1�

2
I ( n) + N%2[ N(2( n)+ &2 ( n ) ]

- 1 (15)

将 �2
I ( n+ 1)对 s 和 r 求导并令其为零, 我们可以得到在

时刻 n+ 1 最小化 �2
I ( n)即归一化 �2

mre( n )的 s 和 r 值, s ( n)

和 r ( n) .为节省篇幅起见, 略去冗长繁琐的运算过程而直接

给出结果如下:

r ( n ) =
f ( t ) { 2 t

3
f ( t ) + [ N ( 1+ �- 2

I ( n ) ) + 2] ( tf ( t ) - erf ( t ) ) }

2 t ( tf ( t ) - erf ( t ) ) [ N ( 1+ �- 2
1 ( n ) )( 1- erf ( t ) ) + tf ( t ) ]

(16)

r ( n ) s( n) =
[ N(2 ( n )+ &2 ( n) ] f ( t )

2&1( n) t [ N ( 1+ �- 2
1 ( n) ) (1- erf ( t ) ) + tf ( t) ]

(17)

其中 � t = T  0 / 2, f ( t) =
2

∗
exp( - t 2) ,

erf ( t) =
2

∗&
t

0
exp( - x 2 ) dx

由式( 16)、( 17)每次更新限幅函数 (4)中的参数, 就能得到较

小的 mse, 加快收敛速度. 观察得到, 要达到最佳的性能,

�2
I ( n)的初始值选取是与信噪比有关的.

4 � 模拟实验结果

� � 用文[ 1]中的系统辨识例子作模拟实验以衡量使用广义
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限幅函数的非线性 RLS 算法的性能. 实验中, 未知系统的脉

冲响应设为

� � W0= ( 0� 2, - 0�4, 0� 6, - 0�8, 1�0, - 0� 8, 0� 6, - 0�4,

0� 2) T / 1�844
系统 W0的输入信号是零均值单位方差的高斯白噪声. 信噪

比( SNR )定义为 �2
x / �

2
�, 实验中使用 SNR = 9� 63dB. 在噪声

模型中,取脉冲指标 A = 0� 1 和功率比   = 0� 1. 自适应滤波

器长度与 W0 长度相同为 9, 且它的初始值为零.

第一个实验是用式 (13)计算的均方误差比较线性 RLS

和 NRLS 性能(图 1) . NRLS 使用固定的广义限幅函数, 其参

数为 s= 1 和 r = 0, 1,限幅水平取为

图 1 � 固定限幅函数的 NRLS 以及线性 RLS的性能

T 0= T  0!�2
e( n)

其中残差的方差由下式递推计算

!�2
e( n+ 1)= +!�2

e( n )+ (1- +) e2 ( n )

使用平滑参数 += 0� 99, 固定 T  0= 1� 4. 作为比较, 改进的分
析方法和通常分析方法的结果连同模拟结果一同在图 1 中给

出.结果表明改进的分析方法较通常分析方法更接近模拟的

结果. 同时使用限幅函数的 NRLS 较线性 RLS 改善了性能,

在稳态能达到更小的均方误差值.

图 2 � 时变限幅函数的 NRLS 以及线性 RLS的性能

第二个实验中, 我们给出了使用时变限幅函数的 NRLS 的性

能(图 2) .广义限幅函数( 4)的 r 和 s 由式(16)和式( 17)实时

算出, 限幅水平取值方法与上一实验相同, 固定 T  0= 0� 1,

0�3, 1� 4.辅助变量 �2
I ( n)的初值取 10.模拟结果连同作为比

较的线性 RLS 模拟结果一同在图 2 中给出. 结果表明,时变

限幅函数的 NRLS 性能较线性 RLS 和上一实验中的 NRLS

都有明显提高.

5 � 结论

� � 本文提出了非线性 RLS 的改进分析方法. 模拟结果表明

新的分析方法较通常分析方法更精确.基于新的分析方法, 导

出了一个时变广义限幅函数. 使用时变广义限幅函数的

NRLS 能更快收敛且达到更小的均方误差.
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