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� � 摘 � 要: � 本文研究了 Volterra自适应滤波的解耦问题.通过对 Volterra滤波器的伪线性组合结构的提出和分析,

得到了一个新的关于均方误差MSE 的表达式, 并将Volterra自适应滤波问题描述为一个约束优化问题, 从而导出了满

足最小均方误差(MMSE)指标的具有分块对角型输入相关矩阵的全解耦 Volterra标准方程, 据此设计了一种全解耦的

Volterra自适应滤波器,给出了滤波器权向量的自适应修正公式. 仿真结果验证了本文方法的有效性.
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A Fully Decoupled Volterra Adaptive Filter

WEI Rui�xuan,HAN Chong�zhao
( School of Electronics and Information Engineering , Xi� an Jiaotong University, Xi� an , Shanxi 710049, China )

Abstract: � The decoupling problem for Volterra adaptive filter is discussed in this paper. By proposing and analyzing the pseu�

do�linear combination structure of Volterra filter, a new MSE( mean square error) expression can be obtained. Because the Volterra

adaptive filter problem can be described as a constrained optimization one, a fully decoupled Volterra normal equation with block�diag�

onal input correlation matrix satisfying the MMSE( minimum mean square error ) criterion is educed. Then a fully decoupled Volterra

filter is designed and the adaptive regulating formulation for the weight vectors of the filter is given out. Simulation results indicate that

the proposed method in this paper is efficient.
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1 � 引言
� � 基于Volterra级数模型的非线性系统自适应滤波是研究

过程建模、自适应噪音均衡等的一种重要方法[ 1, 2] . 此类研究

的一个共同的基本出发点是把 Volterra 级数模型看作一个伪

线性算子,由此导出的滤波算法在自适应过程中无法避免各

阶非线性因素之间的较强耦合,从而影响了算法的收敛性能.

本文通过提出并分析 Volterra滤波器的伪线性组合结构, 应用

约束优化理论的分析方法,研究了自适应过程的解耦问题,提

出了一种全解耦的 Volterra自适应滤波算法.

2 � Volterra自适应滤波

� � 由于 SISO 连续时不变非线性因果系统的输出响应 y ( t )

可用Volterra泛函级数表示为[ 5] :
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因而在对这类非线性系统进行滤波分析时, 可将系统用

截断的Volterra级数模型描述为:
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此式即为 N 阶 Volterra滤波器. 称 yn ( k )为滤波器在 k 时

的第 n 级输出, { hn( m1 , m2, #, mn) | m1, m2, #, mn= 0, #, M

- 1}为第 n 阶 Volterra核序列或第 n 阶脉冲响应序列, N 为

Volterra滤波器的最高阶次, M 为 Volterra 核的记忆长度. 自适

应滤波的任务就是在线调整各阶核序列, 使滤波器的均方误

差( MSE)达到最小. 由于Volterra 滤波器是一个多维卷积序列

之和, 因此,通过构造 Volterra输入观测向量和核向量,就可将

Volterra滤波器描述为一个伪线性算子,从而直接类比线性系

统 LMS(最小均方) 自适应滤波算法[ 3] , 即可得到一种基于

LMS 方法的全耦合的Volterra自适应滤波器, 滤波器权向量的

修正公式为:

H V( k+ 1) = H V( k) + � ( k ) XV( k )

其中: H V= [ hT1 | h
T
2 | #| hTN ]

T ; XV( k)为输入观测向量;  ( k )为

残差; �为学习因子, 它控制着自适应滤波过程的稳定性和收

敛速度. 这种滤波器满足最小均方误差(MMSE)指标的标准方

程为: RVH V= PV . 这是一种全耦合形式的标准方程, 它的输入

自相关矩阵 RV 具有如下形式:

RV= E {X V( k) X
T
V( k ) } =

R1, 1 # R 1, N

! � !

RN, 1 # RN , N

PV= E { d( k )X V( k ) } = [ PT
1 � PT2 � # � PTN ]

T
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� � 由于这种全耦合滤波器使用同一残差对各阶权系数进行

同步的修正,从而造成了各阶非线性因素之间的较强耦合,导

致了算法递推复杂且收敛慢,对较强非线性和较大噪音干扰

甚至难以收敛,而且, 使得学习因子的稳定的取值范围较小.

为此,文[ 4]应用约束优化问题的分析方法研究 Volterra 自适

应滤波过程,提出了一种部分解耦的 Volterra 自适应滤波器,

在它的标准方程中,输入自相关矩阵是一个分块下三角形矩

阵.

3 � 全解耦 Volterra自适应滤波器

3 1 � Volterra滤波器的伪线性组合结构

由于Volterra级数的时域核具有对称性, 即对于任意的 n

% N,均有:

hn( m1 , m2 , #, mn) = hn ( m&1, m&2, #, m&n )
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的任意重排

因此,在第 n 阶脉冲响应序列中,仅有 CnM+ n- 1个元素是

不重复的.这样对于 Volterra 滤波器的第 n 阶级数, 在任意 k

时刻, 可以根据对称性分别重构长度为 Cn
M+ n- 1的输入向量

X n
k 和脉冲响应向量H n , 则滤波器在 k 时的第n 级输出 y n ( k )

就是这两个向量的内积: y n ( k ) = ( H n)
TXn

k . 据此可将 Volterra

滤波器的第 n 阶级数看作为一个伪线性系统.由于Volterra级

数的对称核是唯一的,因此对于 Volterra 滤波器来讲,向量 H n

( n= 1, 2, #, N )也是唯一确定的, 所以 Volterra 滤波器具有唯

一确定的伪线性组合结构: N 阶 Volterra滤波器是一个线性子

系统和 N- 1个伪线性子系统的唯一组合. 记 Volterra 滤波器

在 k 时的期望输出为dk ,实际输出为 y k, 第 n 阶Volterra伪线

性子系统的输出为 ynk , 再记  nk ( n = 1, 2, #, N ) 为第 n 阶

Volterra子系统在 k 时的误差输出,并定义:
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其中, y
n*
k 为第n 阶子系统的核向量达到真实值H

*
n 时它所

产生的输出.上式建立了各阶 Volterra子系统在滤波过程中的

一组关系式.根据这组关系, 可为MSE 导出一个新的表达式.

3 2 � 全解耦 Volterra 标准方程

将各阶Volterra子系统均用线性组合器网络构造[ 6] , 任意

第 n 阶子系统的脉冲响应向量H n 即为其网络的权向量,则 k

时的输出为 ynk= (H n )
TXn

k .假设在 k 时刻自适应过程已使前N

- 1 个子系统的权值收敛于其真值,而仅有第 N 阶子系统的

权值未达收敛,则 N 阶 Volterra滤波器的输出误差可表示为:

 k= dk-  
N

n= 1

ynk= dNk - yNk =  Nk

如果把Volterra滤波器满足最小均方误差( MMSE)指标的

自适应滤波问题, 看作是一个在低阶 Volterra 子系统满足

MMSE 的条件下使高阶子系统再满足 MMSE 的约束优化问

题,就可为 Volterra自适应滤波问题建立一个约束优化形式的

描述.以 2 阶 Volterra滤波器为例, 考虑到第一阶子系统是一

个真正的线性子系统, 按照线性系统的结论[ 3] , 我们强制它满

足 MMSE 的条件是: R1, 1H 1= P1, 其中: R1, 1= E {X
1
k ( X

1
k )

T
} ,

P1= E { d1
kX

1
k } . 这里, 设输入信号和期望信号是平稳的,并假

设在短时间内 yn *k 为平稳的, 则 d1
k 亦为平稳的. 从而 2 阶

Volterra滤波器满足 MMSE 指标的自适应滤波问题可以描述

为:

min
(H

1
, H

2
)
� MSE � � s . t. � R1, 1H 1= P1

基于上面的分析, 在同样的假设条件下,可为 2 阶 Volter�
ra滤波器建立一个新的MSE 表达式为:

MSE = E{ (  k )
2} = E{ ( 2k)

2}

= E{ ( d2
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2- 2d2
k (X

2
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2} - 2(P 2)
TH 2+ ( H 2)

TR2, 2H 2

对于上述约束优化问题, 通过引入一个 Lagrange 乘子向

量, 即可将其转化为无约束优化问题进行求解. 按照无约束优

化问题的分析方法对其求解, 即可得到 2 阶 Volterra滤波器满

足 MMSE 指标的标准方程为:

R1, 1

R2, 2

H 1

H 2

=
P1

P2

其中:
R j , j = E{ X j

k (X
j
k )

T } , � � j= 1, 2

P j= E{ djkX
j
k} , � � � j = 1, 2

以上式为基础, 对于任意 N 阶 Volterra 滤波器, 使用同样

的分析方法, 从低阶到高阶逐次分析, 即可得到 N 阶 Volterra

滤波器满足 MMSE 指标的标准方程为:

R1, 1

R2, 2

�
RN, N

H 1

H 2

!

HN

=

P1

P2

!

PN

其中:
Rn, n= E{ Xn

k (X
n
k )

T} , n= 1, 2, #, N

Pn= E { dnkX
n
k} , � � � n= 1, 2, #, N

在上述标准方程中 ,Volterra输入相关矩阵具有分块对角

形式, 因此称它为全解耦的 Volterra 标准方程, 它说明设计一

种全解耦的 Volterra自适应滤波器是可行的.

3 3� 全解耦 Volterra自适应滤波器

根据上述分析, 设计了全解耦的 Volterra自适应滤波器,

该滤波器的结构如图 1 所示, 自适应滤波过程按照实时在线

循环的方式组织. 图中的进阶开关用于控制滤波过程的进度,

误差信号  * n
k 表示低阶 Volterra子系统的权值固定在最佳值

后所得到的误差输出信号. d 1( k )= d1
k. 采用 LMS 方法按照全

解耦原理对滤波器的权向量进行自适应修正, 各阶权向量的

修正公式为:

H n( k+ 1) = H n ( k )+ �n 
n
kX

n
k , n= 1, #, N

3 4� 全解耦滤波器的收敛性
考察任意第 n 阶子系统的权向量的收敛性. 在滤波过程

中,权向量按照梯度下降原理进行修正, 即: H n ( k + 1) =

H n( k) + �n ( - ! n ( k ) ) , n= 1, #, N . 这里 , ! n ( k )是 k 时的
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图 1 � 全解耦Volterra自适应滤波器的结构图

真实梯度, 在实际的修正公式中,则采用的是瞬时估计梯度.

记 k 时权向量H n 的偏差为: Vn ( k) = H n( k ) - H *
n , 则可导出:

! n ( k )= ∀( MSE) /∀H n ( k )= 2Rn, nVn ( k )

由于 Rn, n是正定对称矩阵,可令: Rn, n= Q∀nQ
- 1, V #

n ( k )

= Q- 1 Vn ( k ) , 则推得: V#
n ( k ) = ( 1 - 2�n∀ n )

kV #
n ( 0) , 其中

V #
n (0)是 V #

n ( k )的初值, ∀n 是由Rn, n的特征值组成的对角

阵,所以, 当学习因子满足条件:

0< �n< 1/ #n- max , n= 1, 2, #, N

时,全解耦滤波器在均值意义下是收敛的. 这里 #n- max是Rn, n

的最大特征值.

4 � 仿真算例

� � 期望信号由如下非线性过程产生:

y ( k )= 0 62u( k) - 0 25u( k- 1) + 0 64u( k- 2)

+ 0 60u2
( k) - 0 12u( k- 1) u( k- 2)

输入信号和叠加在输出端的扰动均是方差为 1 的标准白

噪声序列,采用二阶 Volterra 滤波器进行自适应滤波 ,滤波器

记忆长度为 5.分别使用文[ 4]的部分解耦自适应滤波(PDAF)

( a) SNR= 20dB时自适应滤波的学习曲线

图 2 � ( b) SNR= 5dB时自适应滤波的学习曲线

方法和本文提出的全解耦自适应滤波(FDAF)方法进行自适

应滤波, 仿真实验分别考察了 SNR= 20dB 和 SNR= 5dB 时两

种方法的学习曲线, 图 2给出了仿真结果.其中两种解耦方法

的学习因子均为: �1= 0 03, �2= 0 006.仿真实验的结果显示
了本文的方法在提高滤波过程的收敛速度和精度方面是有效

的.

5 � 结论

� � 本文为非线性滤波建立了一种具有全解耦结构的 Volter�

ra自适应滤波器,在与部分解耦自适应滤波器有着相同的学

习因子取值范围的情况下, 提高了滤波过程的收敛速度和精

度, 改善了滤波器对较强干扰的适应能力, 仿真实验验证了本

文方法的有效性. 本文的研究对于非线性过程的自适应建模、

控制、噪音均衡、在线故障监测等都是有意义的.
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