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� � 摘 � 要: � 本文首先通过引进一种序列的重排技术将 m( m � 2) 维离散 Fourier 变换 ( m�D DFT)转化为一系列的

一维广义离散 Fourier变换( GDFT)的多重和.然后引入一维离散W 变换( DWT)以及多维多项式变换( MD�PT)计算该多

重和以减少冗余的算术运算,从而得到了高效的多维 DFT 算法, 该算法与常用的行�列 DFT 算法相比, 乘法仅约为行�
列法的 1/ 2m , 而加法仅约为行�列法的( 2m+ 1) / 4m .对于 2 维 DFT的计算, 本文方法同单纯的多项式变换方法相比,

乘法与加法分别减少 50%与 40% 左右.另外, 本文算法计算结构简单, 易于编程实现, 通过数值实验验证了本文算法

的高效性.
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Abstract: � This paper first presents a conversion of the m�dimensional discrete Fourier transform(MD�DFT ) into a multiple sum

involving a number of one�dimensional generalized discrete Fourier transforms ( 1D�GDFT�s) by reordering the input data. An one�di�

mensional discrete W transform ( DWT) and multidimensional polynomialtransform ( MD�PT ) are then used to compute the m�D DFT

so that the number of arithmetic operations needed is reduced.The number of multiplications and additions required by the proposed

algorithm is only 1/ 2m and ( 2m+ 1) / 4m times that of the usually used row�column DFT algorithm. Besides, compared with the poly�
nomial transform for 2�D DFT developed by Nussbaumer, the multiplications and additions needed by the proposed algorithm are re�

duced by 50% and 40% , respectively. The numerical experiments show that the proposed algorithm is not only simple in computational

structure and but also highly efficient.
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1 � 引言
� � 离散Fourier 变换( DFT )一直是数字信号处理与图像处理

中的重要工具, 正是快速 Fourier 变换( FFT )的出现极大地促

进了上述学科的快速发展. 对于在图像处理中有较广泛应用

的多维 DFT, 例如二维与三维 DFT[ 1, 2] , 人们通常使用行�列法

进行计算.由于多维离散变换的行�列算法的运算量是相当大
的,因此, 研究高维 DFT 的快速算法是必要的.对于 2�维 DFT ,

1981年 Nussbaumer[ 3, 4]曾提出用一维多项式变换( 1D�PT)与一
维DFT 相结合来计算二维 DFT, 该方法与行�列 DFT 算法相

比,运算量尤其是乘法有较大幅度的减少. 但由于文[ 3]中算

法是通过一维 DFT, 一维 PT 以及递归计算相结合来得到的,

因此算法运算结构比较复杂,这给程序优化与编程实现带来

一定难度. 因而该 算法很难推广到更高维 DFT 的计算. 另一

方面, 在信号处理应用中我们有时候有必要计算更高维的

DFT [ 2] ,基于此, 本文首先提出对高维 DFT 的输入重新排序使

之变为一系列的一维广义离散Fourier 变换( 1D�GDFT ) 的多重
和, 然后利用 Z Wang[ 5]提出的第二类离散W变换( DWT�II)算

法计算( GDFT ) , 从而大大减少了算法所需的乘法次数. 为了

减少多重和的冗余加法, 引进多维多项式变换( MD�PT)去计

算该多重和, 通过应用MD�PT, 所需的加法次数也有较大幅度
的减少. 根据上述讨论,本文在第二节讨论了一类 GDFT 的离

散W变换( DWT)算法; 第三节研究了多维 DFT 到多个一维

GDFT的转换; 第四节则引入多维多项式变换( MD�PT)以减少

加法次数; 第五节为计算复杂性讨论以及与已有算法在理论

与计算机上运算时间上的比较;最后给出了结论.
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2 � 一维 GDFT的 DWT算法

� � 为了讨论问题方便,首先引入多维离散 Fourier 变换( MD�
DFT) ,一维广义离散 Fourier变换( 1�D GDFT)以及一维离散W

变换( 1�D DWT)的定义.

定义 1� 序列 xn
1
, n
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,  , n

m
的 m�维离散 Fourier 变换 ( m�D

DFT)定义为[1, 2]

X k
1
, k

2
,  , k

m
= !

N
1
- 1

n
1
= 0 !

N
2
- 1

n
2
= 0
 !

N
m
- 1

n
m
= 0

x n
1
, n

2
,  , n

m

∀ exp{- !
m

i= 1

2 niki�
N i

j } ,

k i= 0, 1,  , Ni- 1, i= 1, 2,  , m , j = - 1 � (1)

为简单计,本文只考虑信号处理中的常见参数 Nm= 2 t , N i=

Nm

2
l
i
, i= 1, 2,  , m - 1, m � 2, l i� 0 的情形.

定义2 � 序列 xn 的一维广义离散 Fourier变换( 1�D GDFT )

定义为[1, 10]

� � Xk( �,  ) = !
N- 1

n= 0
xnexp -

2( n+ �) ( k+  )�j
N

,

k= 0, 1,  , N- 1� � (2)

其中,�与 分别称之为时间与频率参数. 通常取 �,  = 0 或

1
2

[ 1,10]

. 在本文中, 只考虑( �,  ) = (
1
2
, 0)的情况, 并设 XGk

= Xk(
1
2
, 0) .

定义 3 � 实序列 x n 的一维离散 W 变换 ( 1�D DWT)定义

为[5]

Wk= !
N- 1

n= 0
xncas

( 2n+ 1) k�
N

, k= 0, 1,  , N- 1 (3)

其中 cas( z ) = sin( z ) + cos( z ) . 对于长 N = 2 t 的 1�D DWT, 如

果我们采用 Z Wang[ 6, 7]所提出的快速算法, 则所需的乘法 MW

与加法AW次数分别满足

MW=
1
2
Nt-

1
2
N , AW=

3
2
Nt-

3
2
N , � N � 4 (4)

下面讨论如何用一维 DWT 来计算一维 GDFT的问题.

因为一个复序列的一维 GDFT ( 1�D GDFT )很容易通过两

个实序列的一维 GDFTs( 1�D GDFTs)与 2N 次实加来得到, 因

此为简单计我们只讨论 1�D GDFT的输入序列 xn 为实序列的

情形.

对于 k= 0, 1,  , N- 1, 利用三角函数的性质,从式 (3)得

到
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分别用式(3)与式(5)直接相加减,不难得到
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将上式与式(2)比较, 可得到由式( 2)定义且 ( �,  ) = (
1
2
, 0)

时的 1�D GDFT 实部与虚部分别满足

ReXGk=
1
2
( Wk- WN - k) , ImXGk=

1
2
( Wk+ WN - k) (6)

利用式(3)之定义 ,看到 Wk 为斜周期序列, 即 WN= - W0. 式

( 6)表明一个长N 的一维实序列GDFT ( 1�D GDFT)可以通过一

个同样长度的实序列 DWT( 1�D DWT)以及式(6)中的 N 次实

加得到 (注意: 在式 ( 6) 中可用 ReXGN - k = - ReXGk 与

ImXGN- k= ImXGk 来减少加法次数) .因而一个长 N 的复序列

之 1�D GDFT 可以通过两个长度 N 的实序列 1�D DWT 以及

2N 次实加得到.

3 � m�维 DFT到一维 GDFT的转换

� � 现在讨论如何将一个 m�维 DFT 转换成一系列一维

GDFTs的问题. 作转换的目的是为了减少多维变换所需的冗

余运算, 其原理非常简单.事实上, 在定义 1的 m�维 DFT 表达

式中, 当 n i, ki = 0, 1,  , Ni - 1; i = 1, 2,  , m 时, !
m

i= 1

2 niki�
N i
所能取得的不同值个数远超过Nm , 而另一方面, 式( 1)

定义的 m�D DFT 变换核 K = exp{ - !
m

i= 1

2niki�
Ni

j } = exp{ -

! m
i= 12

l
i
+ 1kink�

Nm

j }只能取到 Nm 个不同值,这一事实表明: 当用

常见的行�列法计算多维 DFT 时, 会出现同一个变换核的值

在不同的求和层次反复与不同的变换系数相乘的情形, 作转

换的目的即相当于将含有同一变换核值的系数合并到一起以

减少冗余乘法, 即作最简单的变换: bc1+ bc2+  + bcN = b( c1

+ c2 + cN )以减少冗余乘法.本文所需要的序列转换基于下

面的命题:

命题 1 � 设 r ( qi) # (2nm + 1) qimodNi , i = 1, 2,  , m- 1,

集合 A = { ( n1, n2 ,  , nm) : 0 ni  Ni - 1; 1 i  m }与 B =

{ ( r ( q1) , r ( q2 ) ,  , r ( qm- 1 ) , nm) : 0 qi  N i- 1; 1 i  m -

1; 0 nm Nm- 1} , 则 A= B .

证明:很显然 , B ! A , 因此要证 A = B , 只需证明对于不

同的序列 q 1, q 2,  , qm- 1, 集合 B 中的元素不同即可.或者反

过来, 设( r ( q1) , r ( q2 ) ,  , r ( qm- 1) , nm) = ( r ( p 1 ) , r ( p 2) ,  ,
r ( pm- 1) , n�m) ,则

r ( qi )= r ( p i ) , i = 1, 2,  , m- 1; nm= n�m
根据 r ( qi )的定义, 我们得到(2nm+ 1) qi # (2nm + 1) p imodN i,

因此(2 nm+ 1) ( qi - pi ) # 0 mod Ni , i = 1, 2,  , m - 1. 由于

2nm + 1 与 Ni 为互素的, 我们得到 p i# qi mod N i, 即有 qi= p i.

上述讨论表明 A= B .

由命题 1,按式(1)定义的 m�维 DFT可以等价地表示为
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因为 2r ( qi ) # 2( 2nm+ 1) qi mod 2N i 以及函数 exp的周期

为 2�j , 因此 exp { - !
m- 1

i= 1

2r ( qi ) ki
N i

�j } = exp { - !
m- 1

i= 1
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等式代入式(7)之右端有
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定义 N 1N 2 Nm- 1个长 Nm 的一维广义 DFT( 1�D GDFT)如下:
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其中, p = 0, 1,  , Nm- 1.由于 0 qi  Ni- 1, i = 1,  , m- 1,

根据第二节的讨论,看到 1�D GDFT Yq
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m
的 1�D DWT 来计算.另

外,由于式(8)中和式含括号部分满足
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将式(9)代入(8)右端又有
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注意到 Yq
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1
,  , q

m- 1
( p ) , 只要

N 1N 2 Nm- 1个一维 GDFT� s Yq
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被求出, 则希望得到的 m�维 DFT 输出 MD�DFT Xk
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m
可

以通过式( 10)的加法得到.如果算法到此结束, 后面的计算复

杂性分析表明 ,与常用的基- 2 行�列 DFT 算法相比 ,乘法次

数已经大幅度减少.但同时也要看到, 式(10)中的多重求和其

加法运算量是相当大的, 这一点对于较大的 N i 尤其如此. 下

一节引入多维多项式变换(MD�PT )的目的正是为了降低式
( 10)中所需的加法次数.

4 � 式( 10)的MD�PT算法

� � 现在研究式(10)多重和的( m - 1)维多项式变换算法. 为

此,设 X (1)
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利用文[ 10]中建立起来的多维多项式变换理论, 可以直

接验证式( 12)构成一个( m - 1)维的多项式变换, 因而可以用

多项式序列 Qq
1
, q

2
,  , q

m- 1
( z )的( m - 1)维�PT 来计算[ 10] . 从而

得到多项式序列 X ( 1)
k
1
, k

2
,  , k

m- 1
( z ) , 另一方面, 该多项式序列

的系数为 X ( 1)
k
1
,  , k

m
.因此当多项式序列 X ( 1)

k
1
, k

2
,  , k

m- 1
( z )通过

多维多项式变换求出后, 由式 (11)作 Nm 次复数乘法即可得

到所求的 MD�DFT Xk
1
, k

2
,  , k

m
.

5 � 计算复杂性讨论

� � 从第四节的算法推导可以看出, 算法主要由一系列 1�D
GDFT以及一个( m - 1)�维多项式变换(MD�PT )组成. 为了估

计总的运算次数, 取在数字与图像处理中经常使用的长度,

N 1= N 2= N 3=  = Nm 且N = Nm
m . 当用本文提出的方法计算

1�D GDFT 时, 由于 N 1N 2 Nm- 1个长为 Nm 的复序列的 1D�
GDFT�s 需要 N log2Nm- N 次实乘与 3N log2 Nm- N 次实加(见

式 ( 4 ) ) , 而一个 ( m - 1 )�维多项式变换 ( MD�PT ) 仅需
2N log2Nm

m- 1次实加[ 10] . 另外, 如果将一次复乘视为 4 个实

乘, 2个实加的话, 则本文算法所需的实乘 RM 1与实加 RA 1 分

别为

RM1= N log2Nm+ 3N, RA 1= N[ (2m+ 1) log2 Nm+ 1] (13)

而利用行�列 DFT 方法的实乘 RM2 与实加 RA 2 分别满足

RM2= 2mN log2Nm- 2mN, RA 2= 4mN log2Nm- N (14)

由式(11)与( 12)不难得到 RM 1 %
1
2m

RM2 以及 RA 1 %
2m+ 1
4m

RA 2.由于在引言中曾经指出, Nussbaumer 在 1981 年曾提出用

一维多项式变换( 1D�PT )与一维 DFT相结合计算二维 DFT, 因

此还对本文算法与文[ 3, 4]中算法的运算量进行了比较, 此时

取 m= 2, N 1= N 2= N, 则文[ 3, 4]中算法所需实乘 RM3 与实

加 RA 3 分别满足

RM 3= 2N log2 N 1- 2N+ N 1, RM 3= 8N log2N 1- N + 2N 1

(15)

式(15)的结论也可参见文[ 10] . 比较式 (13)与 (15) , 不难得到

本文算法与文[ 3, 4]的方法相比其乘法减少 50% 而加法减少

40%左右.

表 1 中列出了用 Visual C+ + 6∀0 for Windows 98 软件平

台在 P�II 450微机上对于本文算法,行�列法以及文[ 3]中多项

式变换方法计算二维 DFT 的时间比较. 一般说来, 本文方法

所需时间约为行�列法的 1
4
, 约为文 [ 3]中方法的

1
2
, 这说明

本文方法的理论结果与计算机上运行时间一致性.
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表 1 � 实序列 2维�DFT 运算时间比较(单位:秒)

长度 N 1 ∀ N 2 本文算法时间 行 & 列法时间 文[3]中算法时间

27 ∀ 28 0∀09093 0∀26789 0∀18315

28 ∀ 29 0∀18045 0∀59940 0∀30001

29 ∀ 29 0∀78813 2∀60083 1∀41250

29 ∀ 210 1∀60461 5∀61614 2∀31252

210 ∀ 211 7∀31871 27∀07923 13∀41771

212 ∀ 212 66∀89200 260∀87881 128∀94125

6 � 结论

� � 本文提出了用多维多项式变换( MD�PT)计算多维 DFT 的

快速算法.与常用的行�列 DFT算法相比, 实乘次数约为行�列

法的 1/ 2m , 而实加次数约为行�列法的( 2m+ 1) / 4m .特别地,

对于二维 DFT 的计算,本文算法所需的实乘与实加次数与已

有的 PT算法相比分别减少 50%与 40% 左右. 另外, 本文算法

结构简单,易于程序实现.
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