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  摘  要:  多小波是近几年小波理论研究的一个重要方向, 但在图像压缩中还没有成功的例子;本文综述了多小

波的重要性质,对几个常用多小波作了预处理;图像压缩应用实验结果表明平衡处理比预滤波效果好, 尤其是 Opt2recl

多小波能精确重构,无边界失真, 在一定的压缩比下可达到很高的峰值信噪比 PSNR.
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Abstract:  Some important performances of multiwavelets are summarized, and pre2processing of several multiwavelets are pro2

posed. An image compression example is given, with satisfactory effects. The results show that the multiwavelet transform of Opt2recl

has non2boundary distortion, and can obtains high peak signal2to2noise ratio (PSNR) .
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1  引言
  近十年来,小波在图像处理中的应用已经非常广泛 ,在这

方面的研究重点之一是如何选择好的小波基. 由于图像本身

的特点,再加上人眼的视觉特性, 要求小波基能同时拥有许多

好性质[1] ,例如正交性、对称性、短支集、高消失矩等 ,对单小

波来说却是不可能的[2] .目前, 有关小波理论发展的一个非常

重要的方向 ) ) ) 多小波理论研究引起了人们广泛的关注, 并

在最近两年内取得了较大的进展. 1994 年, Goodman 等人基于

r 阶的多分辨分析, 建立了多小波的基本理论框架[ 3] ;同年,

Geronimo, Hardin 和Massopust利用分形插值, 成功地构造了正

交、短支集、实对称和二阶逼近的多尺度函数 5 ( t)= [ U0( t) ,

U1( t) ] T ,称为 GHM多小波[4] . 1996 年以后,更多的对称、正交

多小波被构造出来[ 5,6] , 多小波的理论研究也取得了突

破
[5~ 7]

, 为多小波的实际应用奠定了基础.

尽管多小波理论研究取得了不少实质性的结果 ,但将它

们应用于图像处理中却非常困难, 现在还没有见到这方面成

功的例子;其根本原因是: ¹大多数构造的多尺度函数不满足

低通特性(即 H( 0)= Ir ) ;º如何将一维信号转换为多小波需

要的向量输入流.通常的解决办法是对初始采样序列进行适

当的预滤波处理[8] ;遗憾的是, 现有的预滤波器却破坏了多小

波的正交性和对称性.基于低通特性, Lebrun和 Vetterli提出了

多小波的平衡改进方法[ 9] ,避免了预滤波.

本文在综述了多小波的重要性质后,对几个常用多小波

作了预处理;图像压缩应用实验结果表明平衡处理比预滤波

效果好, Opt2rec1、Chui2和 Jiang2 等多小波在图像压缩中都取

得了较好的结果, 尤其是精确重构 Opt2rec1 多小波, 无边界失

真, 在一定的压缩比下可达到很高的 PSNR, 比正交单小波

Daubechies24 的效果好.

2  多小波及其性质

  定义 1 一组函数集 7 = (W1 , , , Wr )
T , ( r> = 1)称为 r

阶正交多小波, 如果其伸缩和平移 7 j, k= (W1 (2 - jx - k) , , ,

Wr (2- jx- k) ) T , ( j, k I Z)形成 L2( R )的一组正交基.

为了概念清楚, 我们称 r= 1 时 7 为单小波, r> 1 时 7

为多小波. 与单小波一样, 生成正交多小波 7 相应的多尺度

函数 5 = ( U0, , , Ur )
T 仍然满足 r 阶的多分辨分析[5] ,于是存

在 r @r 的矩阵Hk 和Gk,使 5 和 7 满足矩阵尺度方程:

5 ( x)= E
kI Z

Hk5 (2x - k) (1)

7 ( x) = E
kI Z

Gk7 (2x - k) (2)

或在频域上表示:

5̂ ( X)= H( X/ 2) 5̂ ( X/ 2)  7̂ ( X)= G( X/ 2) 7̂ ( X/ 2)

其中 H 和G 分别是{Hk}和{Gk}的矩阵频率响应:

H( X) = (1/ 2) E
k

Hke- jkX   G( X)= ( 1/ 2) E
k

Gke- jkX
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  若Hk= 0 r , Gk= 0 r , k< 0 或 k> N, N I Z+ (这里0 r 代表 r

@r 的零阵) ,则称 { 5 , 7 }是紧支的, 此时{H, G}是 FIR 多滤

波器组.

性质 1 设多尺度函数 5 ( x)产生 r 阶多分辨{ Vr}, 且满

足(1) , 7 是对应的多小波, 相应的矩阵频率响应是 H 和G,

若 5 ( x)是紧支正交的,则:

B 5̂ ( X) = [ F
]

n= 1

H( exp( - iX/ 2
n
) ] u;这里, u = 5̂ (0)是 H

( 0)的右 12特征向量.

CH 满足正交条件:

E
j

H jH
T
j+ 2 k= 2Dk, 0I r ,  k I Z (3)

7 是正交的,当且仅当 G 满足如下正交条件:

E
j

HjG
T
j + 2 k= 0,  E

j

GjG
T
j+ 2k= 2Dk, 0 Ir , k I Z (4)

D若 R 是任意的正交矩阵, 则:�5 ( x ) = R5 ( x)和 �7 ( x )

= R7 ( x)仍然是正交的多尺度函数和多小波, 对应的矩阵频

率响应时:�H ( X) = RH( X) RT 和�G( X)= RG( X) RT

B和C的证明同单小波, D的证明是显然的.

性质 2 设多尺度函数 5 ( x )= ( U0, , , Ur )
T 产生 r 阶多

分辨分析{ Vr},且满足( 1) ,若 suppU0= , = suppUr= [0, N ] ; Ui

( 0F i F r )是对称的或反对称的,则 Hk= SrHN - kSr ; Sr 是 r @ r

的对角阵, Sr ( i , j )=

1,

- 1,

0,
 

i = j 且Ui 是对称的

i = j 且Ui 是反对称的

   其它
该性质是文[7]中定理 1的简单推广.

定义 2 一个正交多小波称为 1 阶平衡多小波, 当且仅

当其低通综合HT 保持向量 u1 不变, 即: HTu1= u1, u1= ( , ,

1, 1, 1, , ) T. 由性质 2可知, 定义 2等价于 5̂ (0)= (1, 1) T.

3  几个多小波在图像压缩中的预处理
  只考虑 r= 2 的情况.选择以下几个多小波.

(1) N= 1, U0 是对称的, U1是反对称的, U0和 U1 都在[0,

1]上有支撑;可直接计算出:

 H 0=
1
2

1 0

- 3/ 2 1/ 2
 H1=

1
2

1 0

3/ 2 1/ 2

 G0=
1

2

- 1/ 2 - 3/ 2

0 - 1
 G1=

1

2

1/ 2 - 3/ 2

0 1
由于所构造的多小波对应滤波器的长度是 2, 因而在分解后

能精确重构 ,无边界失真效应, 在应用时避免了边界延拓;我

们称该小波为Opt2rec1. (2)N = 2, 文[ 6]中的多小波, U0 是对

称的, U1 是反对称的, U0 和 U1都在[ 0, 2]上有支撑, 具有 2 阶

消失矩,满足 Hermite插值条件;称该小波为 Chui2. (3)GHM多

小波[ 4] , U0 在[0, 1]上有支撑, U1 在[ 0, 2]上有支撑, U0 和 U1

是对称的,具有 2 阶消失矩. (4)N = 2, 文[5]中的( 2H ( X) , 2G

( X) ) T, 考虑到小波应具有高阶逼近性[ 6] ,我们取 cosH0= - 1/

2, sinH0= - 3/ 2,这样 U0是对称的, U1是反对称的, U0和 U1

都在[0, 2]上有支撑, 具有 2阶消失矩;称该小波为 Jiang2.

分析这些多滤波器组{H, G}, H( 0)的右 12特征向量 u X

Ir ,这样低频信息就不能被保持 (即不满足低通特性 ) ;而 G

(0) X 0 r ,使得大多数平滑信号不能被 G 滤掉(即不满足高通

特性) ;因而在使用时, 必须要作预处理.

对 Opt2rec1, Chui2和 Jiang2 多小波, 因为满足性质 2 的条

件, 故采用平衡改进.由于在信号去躁、图像压缩等许多应用

中, 我们希望高频的细节部分除边缘点外,大多数为零,即 G

要有好的高通特性. 设 R是正交阵, 考虑一阶近似,有:

[1, 1] RTG(0) R= [0, 0] ,再与低通特性相结合: [1, 1] RTH(0)R

= [1, 1] ,计算出 R1=
1
2

1 - 1

1 1
, 或者 R2=

1
2

1 1

1 - 1
都

满足要求, 称这样的 R 为平衡器. 此时具有良好低通高通特

性的多小波滤波组是{�H , �G}= {RHRT , RGRT }. 改进后并不影

响原小波的其它性质, R5 ( x )仍是对称的, R7 ( x)具有弱意

义上的对称(�W1关于�W2 对称) . 但选择 R1 还是 R2 要根据生

成滤波器组的频率响应来决定.低通频率响应公式是:

PA( X) : = E
N

k= 1

�Hk ( A, 1) exp( - ikX)+ �H k( A, 2)exp( - ikX)

高通频率响应公式 qA( X)同上(将 �H 换成�G) , A= 1, 2. 经

计算我们发现, Opt2rec1 和 Chui2 选择平衡器 R1, 而 Jiang2 选

择 R2(见图 1) .

对 GHM多小波,由于两个分量尺度支集不相等 ,不满足:

Hk= SrHN- kSr ,采用平衡处理的效果并不好(实验结果也证实

了这一点) , 决定用预滤波方法;我们将几个预滤波器作了比

较, 发现重复信号法和[ 8]中的 Xia 方法均不适合图像压缩,

前者不利于压缩, 后者的重构图像质量太差(与文[10]的结果

一致) ;较好的预滤波器是[ 10] : Q0=
11186 0

0 018432
.

图 1  Jiang2多小波选用不同平衡器的频率响应

4  实验结果
  为了解决向量输入流问题,仍需要对采样数据 s作等值

向量分流, 再作向下y 2采样.

定义如下块矩阵(对 GHM则不作用 R) :

Cj= ( 1/ 2)

#

RH 0RT RH 1RT RH 2RT , 0 , 0

0 0 RH0 RT RH1 RT RH2RT 0 ,

, , 0

0 0 0 0 RH 0RT RH 1RT
lj
2

@lj

Dj 的定义同上, 只不过将 H0 和 H1 换成 G0 和 G1. lj = M/

2j - 1 , M 是原始数据长度.于是有如下的分解公式:

  v1= C1* s   w1= D1* s

v2= C2* v1   w2= D2* v1, , ,

vj = CjCj- 1 , C1* s   wj = DjCj- 1 , C1* s
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重构公式是: vj- 1= ( Cj) Tvj + ( Dj) Twj

二维图像的多小波分解重构是将上面的公式先对行作

用,再对列作用. 用上面给出的多小波作预处理( GHM是对图

像分别按行、列预滤波, 再向下y 2采样)后, 对 Lena图像( 256

@256)进行 3 层小波分解,标量量化后,对低通部分使用阈值

t ,将阈值内的元素赋值为零;反量化后重构图像(图 2) . 用以

下公式来估计压缩比:

CN=
8

1
4

( ew1) +
1
16

( ew2) +
1
64

( ew3 )+
1
64

( ev3)

图 2  多小波对Lena 重构图像(局部)

表 1  小波分解的低通能量及所占整个图像能量的比例

小波

能量集中 第一层分解

LL1的能量

第二层分解

LL2的能量

第三层分解

LL3的能量

Opt2rec1( R 1 平衡)

N = 1

110138e+ 009

( 98183% )

919972e+ 008

(97146% )

917988e+ 008

( 95152% )

Daubichies单小波

N = 3

110103e+ 009

( 98159% )

919264e+ 008

(97116% )

916145e+ 008

( 94195% )

Chui2( R 1平衡)

N = 3

110016e+ 009

( 98140% )

914484e+ 008

(96189% )

814301e+ 008

( 94118% )
Jiang2( R2 平衡)

N = 2

919045e+ 008

( 97130% )

912346e+ 008

(94172% )

811228e+ 008

( 90172% )

GHM(未预滤波)

N = 3

915377e+ 008

( 93108% )

912500e+ 008

(91121% )

817936e+ 008

( 88175% )

GHM(预滤波)

N = 3

110351e+ 009

( 95155% )

110069e+ 009

(93191% )

915706e+ 008

( 91145% )

其中 ewj表示第j 层分解的高通部分每点的灰度占用比特数的

熵, ev3是第 3层低通部分每点所用比特数的熵.我们计算了各

层分解后,其低通能量占整个图像能量的比例(表 1) , 这里的

能量定义为:每点灰度值的平方和;给出了不同压缩比下各恢

复图像的峰值信噪比 PNSR, 与单小波 Daubechies24 作了比较

(见图 3) ,结果表明:几个平衡多小波都获得了满意的结果,

Chui2由于满足插值条件, 主观效果更好一些; Opt2rec1多小波

的能量集中性较好, 又没有边界效应,在一定的压缩比下可获

得非常高的 PNSR, 主观效果也非常好;适用于对图像质要求

比较高的压缩.

图 3  多小波与Daubechies24压缩与峰值信噪比比较

如果将 Opt2rec1 多小波分解和 Huffman 编码、零树编码、

分层预测编码等编码技术相结合,必将会取得更大的压缩比.

由于预滤波只对初始采样信号作了预处理,不能根本改

变滤波器本身的特性, 所以在图像压缩中平衡多小波的效果

好于预滤波处理, 所以对多小波应先考虑其平衡性.
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