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　　摘　要 : 　划分系数是聚类有效性检测中常用方法之一.针对划分系数存在的严重不足 ,本文从一个新的角度对

划分系数进行修改.结合数据的模糊划分得到的总变差 ,提出了二个新的聚类有效性标准.实验结果表明 ,本文提出的

方法具有良好的分类性能.
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Abstract :　Partition coefficient is a common method for clustering validity test. Based on the serious limitation of partition coef2
ficient ,modified definitions are given through a new point of view. Two new clustering validity functions are proposed using partition

coefficient combined with total variation in fuzzy2partition. Experimental results show that the new methods have good classification per2
formance.
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1　引言
　　模糊 c2均值聚类算法[1 ]是非监督模式识别中的一个基

本方法 ,在应用模糊 c2均值聚类算法时 ,一个事先需要确定

的参数是数据集的分类数 c.确定数据集的分类数问题属于

“聚类有效性问题”,目前已提出了各种各样的有效性标准 [2 ] .

“划分系数”是 Dunn[3 ]引入的 ,用于度量数据的模糊划分的模

糊性程度. 将划分系数应用于聚类有效性的判决归功于

Bezdek ,特别是 Gunderson[4 ]应用划分系数对星域数据进行了

成功的分类 ,使得划分系数成为模糊聚类中的第一个实用的

聚类有效性标准. 划分系数具有良好的数学性质 ,但正如

Bezdek在其专著[1 ]中指出的 ,划分系数具有随类数增加而单

调递减的趋势 ,缺乏与数据集的几何结构的直接联系. Traw2
vaest[5 ]对划分系数进行了更为深入的分析 ,指出划分系数作

为有效性检测标准 ,存在不尽人意之处.在文[6 ]中 ,通过模糊

集理论中的可能性分布对划分系数进行了讨论.本文 ,将从一

个新的角度对划分系数进行修改.实验结果表明 ,这种修改是

令人满意的.

2　划分系数

　　模糊聚类问题可表述成下面的数学规划问题

问题 FCL minJm ( U , V) = ∑
n

i =1
∑

c

j =1

um
ij d2

ij (1)

使得　∑
c

j =1

uij = 1 ,1 Φ i Φ n (1 a)

uij Ε 0 ,1 Φ i Φ n ,1 Φ j Φ c (1 b)

∑
n

i =1

uij > 0 ,1 Φ j Φ c (1 c)

这里 X = { x1 , x2 , ⋯, xn} < Rs是数据集 , n是数据集中样

本的个数 , c是聚类中心数 (1 < c < n) , m 是权重因子 ( m >

1) , dij = ‖xi - Vj‖是样本点 xi 和聚类中心 Vj的欧氏距离 , Vj

< Rs (1 Φ j Φ c) . uij是第 i 个样本属于第 j个聚类中心的隶属

度 , U = [ uij ]是一个 n×c矩阵 , V = [ V1 , V2 , ⋯, Vc ]是一个 s

×c矩阵. Bezedk[1 ]给出求解上述数学规划问题的循环迭代

法 :模糊 c2均值聚类算法.在应用模糊 c2均值聚类算法时 ,必

须事先给定数据的分类数. 为了确定数据集的分类数 ,

Bezedk[1 ]提出如下标准.

定义 1　对于给定的分类数 c和隶属度矩阵 U ,划分系数

定义为 : F( U ; c) =
1
n ∑

n

i =1
∑

c

j =1

u2
ij .

划分系数具有如下良好性质

定理 1　对于 1 < c < n ,有

(1) 1
c

Φ F( U ; c) Φ1 ; (2) F ( U ; c) = 1当且仅当 U 是硬

划分 ;
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(3) F( U ; c) = 1/ c当且仅当 U = [1/ c ].

从上述性质可见 ,划分系数是一个判定分类模糊性程度

的标准.分类越分明时 , F ( U ; c)的值越大 ;分类越模糊时 , F

( U ; c)的值越接近于 1/ c.记Ωc 为所有分类矩阵的“最优”有

限集 ,如果存在 ( U 3 , c 3 )满足 F ( U 3 ; c 3 ) = max
c

{ max
Ω

c

F ( U ;

c) } ,则 ( U 3 , c 3 )是最佳的有效性聚类 , c 3是最佳的分类数.

3　新标准的提出

　　对于模糊 c2划分矩阵 U = [ uij ] ,文[8 ]给出如下定义.

定义 2　对于给定的模糊 c2划分 , uij‖xi - Vj‖叫样本 xi

到第 j个类的模糊偏差.

定义 3　对于给定的模糊 c2划分 ,σj = ∑
n

i =1

u2
ij ‖xi - Vj ‖

2

叫第 j个类的变差.

定义 4 　对于给定的模糊 c2划分 , J ( U ; c) = ∑
c

j =1

σj =

∑
c

j =1
∑

n

i =1

u2
ij‖xi - Vj‖

2叫 X的总变差.

上述定义是独立于模糊聚类算法的.当 m = 2时 ,模糊 c2
均值聚类算法中的目标函数 J2 ( U ; V)就是 X的总变差 J ( U ;

c) .单独用 J ( U ; c)或 Jm ( U ; V)来定义聚类有效性函数是不

可行的 ,这一点在文 [1 ]中已经指出.应用 J ( U ; c)来定义聚

类有效性标准 , Fukugama和 Sugeno[7 ]作了初步尝试 ,但正如文

[2 ]所指出的 ,这种定义有太多的弊病. 1991年 , Xie和 Beni[8 ]

把 J ( U ; c)看成数据集的“紧致性”的一种表示 ,应用“紧致

性”和“分离性”提出了一个有效性标准.如果将划分系数 F

( U ; c)和 J ( U ; c)对比一下 ,可以看出 , F( U ; c)和 J ( U ; c)的

差异在于后者应用到了数据的几何结构信息 ,前者仅用到了

数据的模糊隶属度信息.为此 ,本文的设想是将 F( U ; c)和 J

( U ; c)结合在一起来考虑定义有效性标准.换句话说 ,希望将

数据的模糊划分信息和数据的几何结构信息溶合在一起来定

义有效性函数.

一个应当注意的事实是 ,应用模糊 c2均值聚类算法是有
条件的.一般地 ,模糊 c2均值聚类算法适用于每类样本数相
差不大且每类离差相差不大的团状数据.有关这一方面的理

论分析在文[9 ]中有所涉及.文 [9 ]指出 ,当每类离差相同时 ,

基于模糊最大分类相关原则的模糊聚类算法就是常见的模糊

c2均值聚类算法.因此 ,在定义有效性标准时 ,应将模糊 c2均
值聚类算法适用条件的信息考虑进去.但迄今为止 ,所有的有

效性标准 ,并未充分考虑这方面的约束.为此 ,本文定义中加

入了这方面的信息.实验结果表明 ,这样做是有效的.

对于给定的数据集 X = { x1 , x2 , ⋯, xn} ,记 X的中心V0 =

∑
n

i = 1
xi/ n ,用 J0表示所有样本到 V0的距离之和 ,即 J0 = ∑

n

i = 1
‖xi

- V0 ‖2 . F ( U ; c)的最大值代表最佳分类信息 , J ( U ; c)的最

小值尽管不能完全代表最佳分类信息 ,但也对最佳分类有所

体现.由于 F( U ; c)和 J ( U ; c)相差很大 ,因此给 J ( U ; c)除

以 J0来抑制 J ( U ; c) .

对于未标识的数据集 ,如果事先对数据结构一无所知 ,从

理论上说若分成 C个类 ,假设每类的样本数相差不大常常是

可行的.用∑
n

i =1

uij表示隶属于第 j个类的样本数 ,给出的第一

个有效性标准为 :

F1 ( U ; c) =
min

c

j = 1
( ∑

n

i = 1
uij)

max
c

j = 1
( ∑

n

i = 1
uij)

[ F( U ; c) + 1 -
J ( U ; c)

J0
]

其中
min

c

j = 1
( ∑

n

i = 1
uij)

max
c

j = 1
( ∑

n

i = 1
uij)
可看作是对 F( U ; c) + 1 -

J ( U ; c)
J0
进行了“加

权”处理.作为 F1 ( U ; c)的一种对偶表示 ,给出第二个有效性

标准 :

F2 ( U ; c) =
min

c

j = 1
( ∑

n

i = 1
uij)

max
c

j = 1
( ∑

n

i = 1
uij)

[1 - F( U ; c) +
J ( U ; c)

J0
]

和 F( U ; c)一样 ,满足 F1 ( U 3 ; c 3 ) = max
c

{ max
Ω

c

F1 ( U ; c) }的

( U 3 ; c 3 )或 F2 ( U 3 ; c 3 ) = min
c

{ min
Ω

c

F2 ( U ; c) }的 ( U 3 ; c 3 )是

最佳的有效性聚类 , c 3是最佳的分类数.

4　实验结果

　　在文[2 ]中 , Pal和 Bezdek讨论了权重因子 m 对模糊 c2均
值聚类有效性的影响 ,指出 m 的取值范围可选为 [115 ,215 ].

限于篇幅本节只给出对 1个人造数据和著名的 IRIS数据的

测试结果.为了方便 ,我们限制最大分类数 cmax = 10且选择权

重因子的三个典型值 m = 115 , m = 210和 m = 215.

　图 1　立方体数据的分布图

立方体数据 :由均值分别

为 (1 ,0 ,0) , (0 , 1 , 0) , (0 , 0 , 1)和

(1 ,1 , 1) ,各维方差均为 015 的

正态分布生成的空间数据. 每

类 100 个样本 ,共计 400 个样

本 ,图 1给出该数据的分布图 .

从表 1 可见 , F1 ( U ; c) 和 F2

( U ; c)均得到正确的分类数.

　表 1 ( a) 　立方体数据的 F1 ( U ; C)值

C
F1 ( U ; C)

m = 115 m = 210 m = 215

2 11152993 11076358 11023000

3 11135512 11121638 11053268

4 11291692 11158688 11056196

5 11179919 11084703 11006726

6 11024113 11083308 01999051

7 01986384 11032254 01984579

8 01983898 11046326 01974065

9 01968812 01976083 01951899

10 01933325 01923435 01951798

　表 1 ( b) 　立方体数据的 F2 ( U ; C)值

C
F2 ( U ; C)

m = 115 m = 210 m = 215

2 01828840 01920776 01976609

3 01764117 01859187 01943372

4 01598439 01806755 01934392

5 01669587 01874620 01983519

6 01773608 01882019 01993092

7 01795057 01928738 11008534

8 01806947 01920952 11020768

9 01801473 01987338 11044430

10 01831453 11044356 11045220

　　IRIS数据 :该数据由 4维空间的 150个样本组成 .每一个

样本的四个分量分别表示 IRIS的 petal length ,petal width ,sepal

length ,sepal width. IRIS数据共有三个种类 setosa ,versicolor ,vir2
ginica ,每一个种类有 50个样本.第一个种类与其它二类完全

分离 ,第二个种类与第三个种类之间有交叉.该数据常被用来
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检验聚类算法和聚类有效性函数的性能.从表 2可见 , F1 ( U ;

c)和 F2 ( U ; c)均得到正确的分类数.

　 表 2 ( a) 　IRIS数据的 F1 ( U ; C)值

C
F1 ( U ; C)

m = 115 m = 210 m = 215

2 01987234 11091523 11159510

3 11238752 11330863 11314881

4 01897578 01897012 01935421

5 01959150 11033372 11088798

6 01585749 01686708 01784882

7 01761896 01679003 01698931

8 01803652 01759790 01747958

9 01642296 01748209 01733225

10 01614769 01596651 01625613

　表 2 ( b) 　IRIS数据的 F2 ( U ; C)值

C
F2 ( U ; C)

m = 115 m = 210 m = 215

2 01413710 01457456 01548304

3 01265415 01392102 01529262

4 01378866 01656594 01821406

5 01407629 01651380 01765746

6 01652085 11011438 11092701

7 01538791 11076820 11263044

8 01537468 11008241 11211516

9 01669986 11037999 11248869

10 01760171 11324377 11473211

5　结论

　　本文通过将划分系数和总变差结合在一起 ,并进行加权

处理的方式定义了二个有效性标准.实验结果表明 ,这样做是

可行的.文[2 ]中报道了划分系数和 X2B 指标对 IRIS数据的

分类结果.和本结果相比 ,本方法具有明显的优势.应该指出

的是 ,在定义有效性函数时溶入“样本数”信息是行之有效的.

这一点 ,在其它工作中也有所体现.
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