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　　摘　要 :　本文对基于随机二部图的复损码进行了深入的研究.提出了给定度分布对的复损码成功译码时可接受

最大损失δ的一上界 ,通过对此上界的详细分析提出了求解复损码度分布对的一种算法.这就从理论上说明了具有如

上算法选取度分布对的复损码 ,应该优于文[2 ]所给度分布对的复损码.而且证明了具有某一确定度分布对的复损码

能以线性时间可编码和可成功地译码.
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Abstract :　A detailed study of loss2resilient codes based on random bipartite graphs are made in this paper. We propose the up2
per bound on the maximum tolerable loss fractionδfor which the decoding of the loss2resilient code with a given degree distribution

pair is successfull. The algorithm to find the degree distribution pair of loss2resilient codes is presented by making a detailed analysis of

this upper bound. This result shows that codes constructed from degree distribution pair obtained by the algorithm above should perform

better than the degree distribution pair given in [2 ] . Moreover ,we prove loss2resilient code with the definite degree distribution pair

can be both encoded and decoded successfully in linear time.
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1　引言
　　近年来 ,ARQ(Automatic Repeat reQuest)技术和分层恢复等

新技术可有效地提高数据传输的可靠性和避免网络拥塞的出

现 ,但可能导致大的时延.克服这一缺点的办法是利用编码的

方法[1 ] ,即把要传输的 k比特的原数据编码为 n ( n > k)比特

的数据后发送出去 ,若接收方接收到足够量的数据 ,则运用适

当的译码方法就可恢复 k比特的原数据 ,称这种码为前向纠

错 (FEC , Forward Error Correcting)码[1 ] ,或称复损码 (Loss2Re2
silient Code) [2 ] .通常在接收到的编码数据流中数据的位置是

已知的 ,所采用的信道模型是删除信道 [3 ] ,此信道中每个编码

符号丢失的概率均为 p ,且在传输中编码符号的丢失是相互

独立的.若取MDS码为一 ( n , k)复损码 ,则利用接收到的任意

k比特的数据均可重构原数据.标准的 MDS码类由 RS码来

给定的 ,RS码的编码和译码的时间复杂度分别为 O ( n log n)

和 O ( n log2 n log log n) [4 ] ,但是这类码不能与删除信道的信

道容量很接近. Elias已证明删除信道的信道容量为 12 p ,而且

随机线性码可在删除信道下以任意的速率 R ( R < 1 - p)传

输 ,其编码和译码的时间复杂度分别为 O ( n2)和 O ( n3) [3 ] .于

是一方面得到基于 RS码的 MDS码具有较低的编译码复杂

度 ,但是不能与删除信道的信道容量任意接近 ;另一方面有随

机线性码可与删除信道的信道容量任意接近 ,但具有高的编

译码复杂度.

为了解决这个问题 ,文[2 ]利用级联码的方式给出了一种

能以任意接近删除信道信道容量的速率进行传输的线性时间

复损码 ,但没有证明编译码的线性时间性.本文证明了给定度

分布对的复损码成功译码时可接受最大损失δ的一上界 ,通

过对此上界的详细分析提出了求解复损码度分布对的一种算

法.而且证明了具有某一确定度分布对的复损码能以线性时

间可编码和可成功地译码.从而得到了一既具有线性时间编

译码复杂度又能以任意接近删除信道信道容量的速率进行传

输的复损码.

2　复损码的构造及其编译码的思想和复杂度

　　定义一有 n个信息比特和βn个校验比特的码 C ( B ) ,使

得它们分别与给定二部图 B (左边集有 n 个结点 ,右边集有

βn个结点)的两结点集中的结点相对应.
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　　C( B)型码的编码方式为每个校验比特等于二部图 B 中

此校验比特的所有邻接比特的和 (如图 1) .若称二部图 B 中

左边的结点为变量结点 ,右边的结点为校验结点 (如图 2) ,则

C( B)型码的删除错误译码算法为[2 ] : (1) [初始化 ]初始化校

验结点为 0 ,把非删除错误变量结点的值加到校验结点的当

前值上 ,同时去掉这些变量结点和由这些变量结点引出的所

有边 ,并令 i = 1 ,称所得的 B 的子图为 Gi ; (2) [恢复变量结点

的值 ]在以上所得子图 Gi 中寻找一度数为 1的校验结点 ,将

此校验结点的值传给它唯一的邻接变量结点 �,于是恢复了

结点 �的值 ,然后将结点 �的值加到其所有邻接校验结点的
当前值上 ,同时去掉从变量结点 �引出的所有边 ,称所得的

Gi的子图为 Gi + 1 ; (3) [终止条件 ]令 i : = i + 1对 (2)所得的

子图重复进行 (2) ,直到其所得的子图中找不到度为 1的校验

结点 ,或所有的变量结点均已恢复.若所有的变量结点均已恢

复 ,则称此删除错误译码算法可成功译码.

图 1　用二部图 B 定义从信息比　图 2　码 C( B)中用比特 x1 ,

特到校验比特的一个映射 x2和 c1来求解 x3

若级联 C( B)型码 C( B0) , C( B1) , ⋯, C( Bm)和传统复损

码 C( C( B i)有βin个信息比特和βi + 1 n个校验比特 , C ( B i)的

校验比特即 C( B i + 1)型码的信息比特) ,与码 C ( B i)对应的二

部图 B i的左边和右边分别有βin个和βi + 1 n个结点 ( i = 0 ,1 ,

⋯, m) ,并取 m使得βm + 1 n≈ n ,最后一级码 C是一有βm + 1

n个信息比特和码率为 1 -β的传统纠删码 (如柯西码[5 ]) .于

是 ,得到一有 n个信息比特和

∑
m+1

i =1

βin +βm + 2 n/ (1 -β) = nβ/ (1 -β)

个校验比特的码率为 1 -β的复损码 C( B0 , B1 , ⋯, Bm , C) .

从复损码 C( B0 , B1 , ⋯, Bm , C)的构造知其编码思想由

C( B)型码的编码方式易得 ,其译码思想为 :若码 C的译码算

法可恢复其所有损失 ,当然译出 C ( Bm)的所有校验比特 ,由

此就能恢复 C( Bm)的所有信息比特 ,如此逐步递推译码直到

用 C( B0)的校验比特来恢复原来的 n个信息比特.

Luby[2 ]等人用微分方程为工具 ,将译码过程模型化后给

出了给定度分布对可接受最大损失的一个分析性条件.具体

地 ,定义二部图 B 的一条边的左边 (右边)度数为图 B 中此边

左边 (右边)邻接结点的度数 ,并用λi和ρi分别表示左边和右

边度数为 i的边的比率.设二部图 B 左边和右边结点的最大

度数分别为 dv和 dc ,令λ= (λ2 ,λ3 , ⋯,λd
v
) ,ρ= (ρ2 ,ρ3 , ⋯,

ρd
c
) ,称偶对 (λ,ρ)为码 C( B)的一度分布对 ,若设码 C ( B)度

分布对的生成函数表示为λ( x ) = ∑
d
v

i =2

λix
i - 1和ρ( x ) =

∑
d
c

i =2

ρix
i - 1 ,则有 :

引理 1[ 2] 　对于度分布对为 (λ,ρ)的随机二部图 B ,码 C

( B)的所有校验位的值已知且其删除错误的产生是随机的 ,

若对于所有的 x∈(0 ,1 ]有ρ(1 - δλ( x) ) > 1 - x (δ∈(0 ,1) ) ,

则码 C( B)的删除错误译码算法能以大概率恢复所有信息比

特的δ部分损失.

文[2 ]对二部图 B 提出了一度分布对 (λ,ρ) ,即选定正整

数 d后取λ( x) =
1

H( d) ∑
d

i =1

xi

i
和 e ( x) = eα( x - 1) ,其中 H( d) =

∑
d

i =1

1
i

,选取α使得αeα/ ( e
α - 1) = aR ,而二部图 B 左边和右

边结点的平均度数 aL 和 aR 满足 R = 1 - aL / aR ( R为码 C ( B)

的码率) ,并给出如下结论 :

引理 2[ 2] 　设 C ( B )型码中二部图的度分布λ( x)和ρ

( x)如上选取 ,若δΦβ 1 -
1
d

,则对 Π x∈(0 ,1 ]有ρ(1 - δλ

( x) ) > 1 - x.

引理 3[ 5] 　某一有限域上的柯西码为 MDS码 ,而且具有

平方时间的编译码复杂度.

因此有如下定理 :

定理 1　设复损码 C( B0 , B1 , ⋯, Bm , C)为由级联如上选

取度分布对的 m + 1个码 C ( B j) ( j = 0 ,1 , ⋯, m)和传统复损码 C

(一般取柯西码)所得的复损码 ,则对 Πε> 0 ,复损码能 C( B0 ,

B1 , ⋯, Bm , C)以线性时间可编码 ,同时具有能以大概率从 (所

有比特的)β(1 -ε)部分的随机损失中恢复其所有信息比特

的线性时间译码算法.

证明　(1)证明此复损码恢复错误的能力.对 Πε> 0 ,若

取 C为柯西码 ,由引理 3知 C为MDS码 ,从而 C能从 (所有

比特的)β(1 -ε)部分的随机损失中恢复其所有信息比特.由

引理 2和引理 1知对于如上选择的度序列 ,在所有校验比特

已知时 ,其对应的 C( B)型码的译码算法能以大概率从 (信息

比特的)β(1 -ε)部分的随机损失中恢复其所有信息比特.于

是逐步递推译码即知此复损码能以大概率从 (所有比特的)β

(1 -ε)部分的随机损失中恢复其所有信息比特.

(2)证明此复损码的编译码复杂度.由复损码 C ( B0 , B1 ,

⋯, Bm , C)的编码方式和译码算法知码 C ( B j)的编码时间与

二部图 B j的边数成正比 ,其译码时间至多与 B j 的边数成正

比 ,下证复损码 C( B0 , B1 , ⋯, Bm , C)能以线性时间进行编码

对码 C( B j) ( j = 0 ,1 , ⋯, m) ,由二部图 B j 左边结点的平

均度数 aL = H( d) ( d + 1) / d知 B i的边数为

Ei =βi naL =βinH( d) ( d + 1) / d

因此 , C( B0) , C( B1) , ⋯, C( Bm)级联码的编码时间与下式成

正比

nH( d) ( d + 1)
d

+
βnH( d) ( d + 1)

d
+ ⋯+
βmnH( d) ( d + 1)

d

= (1 +β+β2 + ⋯+βm ) nH( d) ( d + 1)
d

=
n

1 -β
( 1 - βm + 1 )

H( d) ( d + 1)
d

柯西码 C的码长为 nβm + 1 +
nβm + 2

1 -β =
nβm + 1

1 -β ,由引理 3知
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柯西码 C 能以平方时间可编码. 而且注意到 nβm + 1

1 -β

2

≈

( n) 2

(1 -β) 2 =
n

1 -β·
1

1 -β,因此 ,由复损码 C ( B0 , B1 , ⋯, Bm , C)

的构造知它能以线性时间可编码.译码情况的证明类似.

由定理 1可见 :通过如上级联得到的复损码能以线性时

间进行编码和成功译码 ,而传统的复损码的编译码时间至少

为平方时间数量级的[5 ,6 ] ,于是 ,如此选择度分布对的复损码

的编译码时间可大大降低.这就是要采用级联的方式构造新

的复损码的原因.

3　复损码可接受最大损失的上界和其度分布对的

求解算法模型

　　对给定的度分布对 (λ, p) (它所对应的随机二部图为

B) ,Luby[7 ]等人利用新的概率分析工具 ,对与译码过程相关

联的“与或 ( And2Or)树”进行了分析后 ,得出与引理 1的条件

等价的条件 ,即对 Π x∈(0 ,δ]有δ·λ(1 -ρ(1 - x) ) < x ,以此

条件为工具可得码 C( B)的删除错误译码算法成功译码时可

接受最大损失δ的一上界.

引理 4　设 B 是度分布为λ( x)和ρ( x)的随机二部图 ,则

B 的左边和右边结点的平均度数 aL 和 aR分别为

　　　aL = 1/∫
1

0
λ( x) dx , aR = 1/∫

1

0
ρ( x) dx.

证明　设二部图 B 有 E条边 ,且 B 的左边有 n个结点 ,

则有

aL =
E
n

=
E
∑

i Ε2
λi E/ i

=
1
∑

i Ε2
λi / i

=
1
∫1

0λ( x) dx

因此 aL = 1/ ∫1
0λ( x) dx.同理可证 aR = 1/ ∫1

0ρ( x) dx.

对于正整数 u 和实数 x Ε 0 ,令 g ( x) = ux , g″( x) = ux

(ln u) 2 Ε 0 ,即 g ( x)为 x ∈[0 , ∞)上的下凸函数 ,故对于满足

∑
m

i = 1
ai = 1的任意非负实数 ai 及 Πβi Ε 0 ( i = 1 ,2 , ⋯, m ; m 为正

整数)有 g ∑
i

aiβi Φ∑
i

aig (βi) ,取βi = i得如下引理 :

引理 5　对于非负实数 ai ( i = 1 ,2 , ⋯, m)以及实数 u >

0 ,若∑
m

i = 1
ai = 1 ,则∑

m

i = 1
aiu

i Ε u
∑
m

i = 1
ia

i　　.

由引理 4和引理 5可得如下上界 .

定理 2　设λ( x)和ρ( x)为一随机二部图 B 的度分布 ,

aL 和 aR为二部图 B 左边和右边结点的平均度数 ,若对实数δ

∈(0 ,1)及 Π x∈(0 ,δ]有δ·λ(1 -ρ(1 - x) ) Φ x ,则δΦ
aL

aR
(1

- (1 -δ) a
R) .

证明　由λ( x)为[0 ,1 ]上的严格单调递增函数知它的逆

函数λ- 1 ( x)唯一存在且为严格单调递增函数 ,于是对 Π x ∈

(0 ,δ] ,条件δ·λ(1 - ρ(1 - x) ) Φ x 等价于条件 1 - ρ(1 - x)

Φλ- 1 ( x/δ) ,对上式两边从 0到δ求积分并利用 ∫1
0λ

- 1 ( x)

dx = 1 - ∫1
0λ( x) dx后有

∫
1

0
ρ( x) dx -∫

1 -δ

0
ρ( x) dx) Εδ∫

1

0
λ( t) dt

由引理 4即得

δΦ
aL

aR
- aL∫

1 -δ

0
ρ( x) dx =

aL

aR
1 -∫

1 -δ

0
ρ( x) dx/∫

1

0
ρ( x) dx

令 B ( x) = ∫x
0ρ( t) dt/ ∫1

0ρ( t) dt ,在引理 5中取 ai为 B ( x)中

xi的系数和 u = 1 -δ,由 B ( x)的定义和引理 4可知 ai 为二

部图 B 中度为 i的右边结点的比率 ,从而有 aR = ∑
i

iai ,由引理

5得 B (1 -δ) Ε (1 -δ) a
R ,因此δΦ

aL

aR
(1 - (1 -δ) a

R) .

定理 2中为了得到满足条件δ·λ(1 - ρ(1 - x) ) < x ( Π x

∈(0 ,δ])的δ的最优上界必须要求引理 5中等式成立 ,而引

理 5中等式成立当且仅当除了某一 ai = 1之外 ,其它 aj = 0 ( j

= 1 ,2 , ⋯m , j≠i) ,这就意味着ρ( x)只有唯一的非零系数 ,即

二部图 B 的右边结点只有唯一的一个度数 (即图 B 为右边正

则的二部图) ,这启发我们在寻找最优度分布对 (λ,ρ)时先选

定右边正则的二部图 ,然后设计与其相匹配的最优的左边度

分布.这就从理论上说明了具有如上方法选取度分布对的复

损码应该优于文[2 ]所给度分布对的复损码 ,因为对于给定的

码率这样的复损码允许较大的信息损失.于是 ,对于码率为 R

的码 C( B)可得二部图 B 的右边度分布ρ( x) = xa - 1 ( a为图

中右边结点的度数)已知时 ,求解满足条件δ·λ(1 -ρ(1 - x) )

< x ( Π x ∈(0 ,δ])的左边度分布λ( x) = ∑
d
v

i = 2
λix

i - 1的算法 (而

且使可接受的损失率δ尽量大一些) ,此算法把 (0 ,δ]区间离

散化 ,对充分大的正整数 N ,取 xi = iδ/ N ( i = 1 ,2 , ⋯, N)有

问题模型 :

min　∑
N

i =1

[ xi -δ·λ(1 - (1 - xi)
a - 1) ]

s. t . δ·λ(1 - (1 - x1) a - 1) < x1

δ·λ(1 - (1 - x1) a - 2) < x2

⋯

δ·λ(1 - (1 - xN) a - 1) < xN

λ2 +λ3 + ⋯+λd
v

= 1

∑
d
v

i =2

iλi = a (1 - R) - 1

λi Ε 0 , i = 2 ,3 , ⋯, N , a Ε 2

(1)

定理 3　适当选择δ(可取小一些的δ,δ∈(0 ,1) )时线性

规划 (1)的解一定存在.

证明　由 0 Φλ( x) Φ1知总可以选取小一些的δ使得对

所有 x∈(0 ,δ]有δ·λ(1 - ρ(1 - x) ) < x ,当然也可取到小的

δ使线性规划 (1)的约束条件满足 ,在满足 (1)的约束条件的

δ中取最大的δ便可使线性规划 (1)的目标函数最小.

已知二部图 G的右边度分布ρ( x) = xa - 1时 ,求左边度分

布λ( x) = ∑
d
v

i = 2
λix

i - 1的算法 (同时使可接受损失δ尽量大)为 :

(1)令 low : = 0 , high : = 1 ,δ= ( low + high) / 2 ;

(2)判断线性规划 (1)的约束条件是否满足 ;

(3)若线性规划 (1)的约束条件满足 ,则令 low : =δ,δ=

( low + high) / 2 ,转向 (2) ;否则令 high : =δ,δ= ( low + high) /

2 ,转向 (2) ;
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(4)如此进行 ,直到找到某一个大的δ使线性规划 (1)有

解为止.

4　结束语

　　本文研究了基于随机二部图的复损码的编译码算法思

想.证明了若以某种方式选定随机二部图边的度分布对 ,则此

复损码能以线性时间可编码 ,且具有能以大概率从 (所有比特

的)β(1 -ε)部分的随机损失中恢复其所有信息比特的线性

时间译码算法.同时对给定度分布对证明了此复损码成功译

码时可接受最大损失δ的一上界 ,最后 ,通过对此上界的详

细分析提出了求解复损码度分布对的一种算法 ,而且证明了

此算法的可行性.这对复损码度分布对的设计有着重要的理

论指导意义.关于复损码的研究目前主要有如下几个方面 :

(1)利用最优化理论的知识和上面给出的度分布对设计

算法 ,研究构造获得具体的最优度分布对 (λ,ρ)的方法 ,从而

构造良好性能的复损码 ;

(2)进一步从理论上分析并设计复损码的迭代译码算法 ,

同时寻找此译码算法稳定收敛的条件.
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