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基于 SURE无偏估计的自适应小波阈值去噪

曲天书 ,戴逸松 ,王树勋
(吉林大学南岭校区信息学院 ,吉林长春 130025)

　　摘　要 :　本文在 D.L. Dohono提出的小波阈值去噪的基础上 ,提出了一种新的阈值函数 ,与原来的分段阈值函数

相比 ,此函数具有明显优点 ,表达式简单易于计算 ,连续可微 ,易于求导.此函数的这些优点为实现信号的自适应去噪

提供了可能.本文应用此阈值函数 ,基于 SURE无偏估计 ,给出了一种自适应去噪方法.并用受污染的 blocks、bumps、

heavy sine、doppler等典型信号做实验 ,实验结果显示此方法能在最小均方误差 (MSE)意义上收敛 ,而且其最小均方误

差优于其他文献中的阈值去噪的方法.
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Adaptive Wavelet Thre sholding Denoising method Ba sed on SURE Estimation

QU Tian2shu ,DAI Yi2song ,WANG Shu2xun
( Jilin Univercity , Information Department , Changchun , Jilin 130025 , China)

Abstract :　This paper presents a novel adaptive denoising method based on wavelet shrinkage method. First ,we present a new

class of thresholding function that has continuous derivative while the derivative of standard soft2thresholding function is not continu2
ous. The new thresholding function makes it possible to construct an adaptive algorithm whenever using the wavelet shrinkage method.

Second ,by using the new thresholding function ,we present an adaptive method based on SURE Risk. At last ,several numerical exam2
ples are given ,the result shows that the proposed method is very effective in adaptively finding the optimal solution in mean square er2
ror (MSE) sense. It also indicates that this method gives better MSE performance than other wavelet shrinkage methods.
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1　引言
　　在对含噪信号进行去除噪声的应用中 ,一般大多利用噪

声的一些先验知识对含噪信号在最小均方误差意义上进行估

计. 1995年 ,D.L. Dohono 在小波变换的基础上提出了阈值去

噪的概念[1 ] ,由于此方法在 Besov空间上可得到最佳估计值 ,

而任何其他线形估计 (包括核估计、近邻估计以及局部多项式

估计)都达不到与此相同的估计效果.因此 ,阈值去噪的方法

引起了国内外很多学者的注意.除斯坦福大学的 D. L. Donoho

和 I. M. Johnstone 继续对此方法进行了较深入的理论研究

外[2 ] ,耶鲁大学的 R. R. Coifman[3 ]、德克萨斯大学的 Xiao - Ping

Zhang、M. D. Desai[4 ]等都对此方法做了进一步研究和应用 ,在

国内西北工业大学的潘泉、戴冠中等 [6 ] ,上海交通大学的李冲

泥、胡光锐[7 ] ,北京理工大学的梅文博 [8 ]都拓宽了此方法的应

用前景.但是由于此方法的所采用的阈值函数是分段函数 (见

图 1中曲线 a所示) ,其函数连续但导数不连续 ,在具体应用

中不便于进行运算处理 ,限制了它的进一步应用.本文提出了

一种新的阈值函数 (见图 1中曲线 b所示) ,它具有与原函数

相同的功能 ,但它连续且具有无穷阶导数 ,便于进行各种数学

处理 ,为阈值的自适应选择提供了可能.本文用此函数取代原

阈值函数基于 SURE无偏估计提供了一种自适应阈值去噪的

方法 ,并通过实验验证了此方法的有效性和优异性.

图 1　新旧阈值函数比较　　　　图 2　新阈值函数

2　小波阈值去噪

　　假设 X = [ x0 , x1 , x2 , ⋯, xN - 1 ] T 为含噪信号的观测值 ,

即 : xi = si + ni 　　　i = 0 ,1 ,2 , ⋯, N - 1 (1)

si是信号在 i时刻的真实值 , ni 是独立分布的高斯白噪

声 (i . i . d) N (0 ,σ) ,我们的目的就是根据观测值 X找出信号 S

的估计值 Ŝ ,使 Ŝ 与 S的最小均方误差 (MSE)最小 ,用均值取

代数学期望可得 :

ξ( Ŝ , S) =
1
N
‖Ŝ - S‖2 =

1
N ∑

N - 1

i =0

( ŝi - si)
2 (2)
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　　D.L. donoho提出的小波阈值噪声消除方法在最小均方误

差意义上是有效的并且可达到较好的视觉效果 ,它主要的理

论依据为属于 Besov空间的信号在小波域内其能量主要集中

与有限的几个系数中 ,而噪声的能量却分布于整个小波域内 ,

因此经小波分解后信号的系数要大于噪声的系数 ,因此采用

阈值的办法可把信号系数保留 ,而使大部分噪声系数减少至

零.此方法可按以下三个步骤实现 :

(1)对观测信号 X应用离散小波变换 (DWT) ,得出各尺

度小波系数 cdjk ( j = 1 ,2 , ⋯, J) , J 为小波分解的尺度数.在这

里需注意 ca0 k是尺度函数系数 ,不参加阈值运算.

(2)应用非线形阈值函数 (如软阈值函数 :ηs ( x , tj ) =

sgn ( x) ( | x - tj| ) + )处理各尺度小波系数 ,基于所选择的阈值

t = [ t1 , t2 , ⋯, tJ ] T得出各尺度小波系数的估值.

(3)在各尺度小波系数的基础上应用离散小波反变换

( IDWT) ,得到信号 S的估值 Ŝ .

在上述方法中 ,小波变换和小波反变换的基常采用正交

小波基 ,此时根据 Parseval公式 ,可得 :

ξ( Ŝ , S) =
1
N ∑

N - 1

i = o

( ŝi - si)
2 +

1
N ∑j , k

( ĉdj , k - cdj , k) 2 (3)

3　一种新的阈值函数

　　目前获得广泛应用的阈值函数是 D. L. Donoho 使用的软

阈值函数 ,其表达式如下所示 :

ηs ( x , t) =
0 ,

sgn ( x) ( | x - t| ) ,
　　

| x| ; t

| x| : t
(4)

图 1中曲线 a为此式的图形表示 ,可以看出它虽连续 ,但

它的导数不连续 ,而在实际应用中 ,经常需要连续的一阶导数

甚至高阶导数进行运算处理 ,因此此函数的应用具有一定的

局限性 ,基于以上考虑 ,本文提出一种新的函数如下所示 :

ηN ( x , t) = x - t +
2 t

1 + e211 x/ t (5)

图 1中曲线 b为此函数的图形表达 ,图 2为此函数分别

对应不同 t 值时的曲线表达 ,从图形中可以看出本函数可实

现与原软阈值函数相同的功能 ,即本函数也可起到阈值去噪

的作用 ,同时由于本函数表达式简单且具有无穷阶连续导数 ,

便于进行各种数学处理 ,因此与原函数相比具有明显的优越

性和广阔的应用前景.本文把它应用于含噪信号的去噪过程

中 ,基于 SURE无偏估计 ,可实现自适应小波阈值去噪.

4　基于 SURE无偏估计的自适应去噪

　　目前自适应滤波器去噪的算法中最常用的是最小均方误

差算法 ,即 LMS算法. LMS算法的依据是最优化方法中的最

速下降法 ,即下一时刻的阈值 t ( k + 1)应等于现时刻的阈值

t ( k)加上一项比例于负的均方误差函数的梯度值Δt ( k) ,即 :

t ( k + 1) = t ( k) - μ·Δt ( k) (6)

其中μ为步长 ,Δt ( k)为 :

Δt ( k) =
5ξ( k)
5 t ( k)

(7)

因此推导此算法的关键是求出Δt ( k) ,可设一个关于观

测值 X的函数 g ( X) ,其表达式为 :

g ( X) = ŝ ( X) - X (8)

在这里 , ŝ ( X)为基于观测值 X对信号 s 的估值 ,因此

g ( X)属于从 RN 到 RN 的映射 ,且 g ( X)可微 ,根据 SURE无偏

估计[5 ]可得 :

　　ξ( Ŝ , S) = E〈‖̂s ( X) - s‖2〉

= N + E〈‖g ( X) ‖2 + 2 ¨ X·g ( X)〉 (9)

其中 ¨ X·g ( X) = ∑
N - 1

i =0

( gi/ 5 x ( i) )

SURE是上述均方误差的无偏估计 [5 ] ,表达式为 :

ξ( Ŝ , S) = N + ‖g ( X) ‖2 + 2 ¨ x·g ( X) (10)

则 ,均方误差ξ的梯度表达式为 :

Δt ( k) =
5ξ( k)
5 t ( k)

= 2∑
N - 1

i =0

gi·
5 gi

5 t ( k)
+ 2∑

N - 1

i =0

52 gi

5 x ( i) 5 t ( k)
(11)

由式 (8)可得 :

gi =η( tk , xi) - xi

因此 ,

Δt ( k) = 2∑
N - 1

i =0

gi·
5η( tk , xi)

5 t ( k)
+ 2∑

N - 1

i =0

52η( tk , xi)

5 x ( i) 5 t ( k)
(12)

此时如采用 Donoho 使用了分段函数软阈值函数做为阈

值函数 ,由于其导数不连续 ,无法进行自适应迭代 ,因此只能

根据观测值{ x0 , x1 , ⋯, xN - 1}选择软阈值 ts , [1 ]

ts = arg min
t∈{ y0 , y1 , ⋯, y

N - 1}
ξ( Ŝ , S) (13)

从这里可以看出 ,由于 ts 是基于有限序列 { x0 , x1 , ⋯,

xN - 1}得出的软阈值 ,因此它不是最佳阈值.如果采用本文提

出了的算法 (见式 (5) ) ,它具有无穷阶连续导数 ,可基于式
(12)进行自适应迭代运算动态寻求最佳阈值 ,由式 (12)可得 :

　　5 g ( i)
5 t ( k)

=
5ηN ( tk , xi)

5 t ( k)
= - 1 +

2
1 + e211 x ( i) / t ( k)

+
412 x ( i) e211 x ( i) / t ( k)

t ( k) 1 + e211 x ( i) / t ( k) 2 (14)

和

　　 52 g ( i)
5 x ( i) 5 t ( k) =

52ηN ( tk , xi)

5 t ( k) 5 x ( i)
=

8182 x ( i) e211 x ( i) / t ( k)

t2 ( k) 1 + e211 x ( i) / t ( k) 2

-
17164 x ( i) e412 x ( i) / t ( k)

t2 ( k) 1 + e211 x ( i) / t ( k) 3 (15)

把式 (14) (15)带入式 (12) ,再带入式 (6)即可得出自适应

迭代算法.

如采用正交小波基 ,则根据式 (3)可把均方误差分解到小

波系数的各个尺度中 ,再针对每一尺度的小波系数及其估值

应用上述自适应迭代公式 ,则式 (6)可用下式表达 :

tj ( k + 1) = tj ( k) - μjΔtj ( k) , 　　j = 1 ,2 , ⋯, J (16)

式中 tj为尺度为 j时的小波系数阈值 , uj为尺度为 j时自适应

迭代步长 ,Δtj为根据尺度为 j时小波系数及其估值的最小均

方误差的梯度 ,即 :

Δtj ( k) =
5ξj ( k)

5 tj ( k)
(17)

这样就可求出每一尺度小波系数的最佳估值 ,其具体步

骤如下 :

(1)对观测信号 X应用离散小波变换 (DWT) ,得出各尺

度小波系数 cdjk ( j = 1 ,2 , ⋯, J ) ,其中 ca0 k是尺度函数系数 ,不

参加阈值运算.
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(2)引用本文提出的阈值函数处理各尺度小波系数 ,得到

各尺度小波系数的估值 ,然后根据式 (17)得出 Δtj ( k) ,则

tj ( k + 1) = tj ( k) - ujΔtj ( k) .

(3)用各尺度小波系数估值做离散小波反变换 ( IDWT) ,

得到信号的估值 Ŝ ,输出 Ŝ .

(4)采样下一次观测信号 X ,重复步骤 (1) - (4) .

5　仿真实验

　　在这个实验中我们采用 Donoho所采用的四个典型信号

(Blocks、Bumps、HeaviSine、Doppler)作为实验信号 ,数据总长度

定为 2048个 ,输入信噪比 (SNR)为 7.采用 db8作为小波基 ,小

波分解的尺度数定为 6 ,在自适应迭代过程中阈值的初值 t0

采用 D. L. Dohono 在软阈值算法中给出阈值[1 ] , t0 =

2log n/ n ,收敛条件定为Δt ( i) / t ( i) < 1e - 6.图 3、图 4、图

5、图 6分别为四种信号各自的实验结果 ,其输出信噪比分别

提高到 25. 7417 ,27. 8945 ,30. 2711 ,26. 3453.为便于比较 ,本文

采用最小均方误差 (MSE)作为判定标准 ,用几种文献中采用

的方法和本文的方法进行比较 ,其结果如表一所示 ,其中 O2
riginal为原始信号 ,Waveshrink为 Donoho 提出的软阈值方法 ,

但其阈值为全局阈值 , Sureshrink为 Donoho 提出的软阈值方

法 ,其阈值各尺度独立 ,ADPSure 采用本文提出的阈值函数 ,

其阈值各尺度独立.

图 3　Blocks　　　　　　　　　图 4　Bumps

图 5　HeaviSine　　　　　　　　图 6　Doppler

从表 1中可以看出 ,采用本文提出的阈值函数 ,其结果优

于传统的软阈值方法 ,并且由于此函数法具有无穷阶导数 ,因

此为此方法的深入发展和广泛应用提供了可能.

表 1　几种算法的均方误差比较

Blocks Bumps HeaviSine Doppler

Original 019866 110038 110591 019669

WaveShrink 019080 110471 010952 013207

SureShrink 013366 012846 010612 011372

AdpShrink 012933 011088 010497 011168

6　结论

　　本文提出了一种新的阈值函数 ,基于它与原阈值函数在

功能上的相似性 ,本文用它取代了原阈值函数应用于小波阈

值去噪的实现 ,而与原阈值函数 (Donoho 提出的软阈值函

数[1 ])相比 ,此函数最大的优越性是克服了原函数的分段性及

导数不连续的弱点 ,它具有连续的无穷阶导数 ,因此可以用自

适应梯度下降法寻求最佳阈值 ,本文基于 SURE无偏估计 ,给

出了这种自适应算法 ,实验结果显示此算法优于其他文献中

的阈值去噪的方法.另外 ,此函数优越的数学特性为它获得更

广阔的应用前景提供了可能.
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