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� � 摘 � 要: � K Singhal与 J Vlach的 NILT (数值 Laplace反变换) 技术是端接线性负载传输线分析的一种有效方法. 本

文利用这一 NILT技术,导出了传输线的时域离散模型, 由此可进行端接任意负载传输线的瞬态分析. 这一模型毋须象

通常的频域方法那样对传输线作有理逼近,因而不存在由此带来的数值问题, 而计算量与它们相当.文中分别给出了

均匀与非均匀传输线的处理,并用实例作了验证.
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Transmission Line Model for Transient Simulation

Derived Using the NILT Technique

GUO Yu�shun
( Hangzhou Institute of Electronics Engineering, Hangzhou, Zhejiang 310037, China )

Abstract: � K Singhal & J Vlach� s NILT ( Numerical Inversion of Laplace Transform) method is an efficient approach to the

transient analysis of lossy transmission lines terminated with linear loads. This technique is utilized in this paper to derive a discrete�

time model for transmission lines.The model thus obtained can be easily implemented in general circuit simulators, so that the transient

simulation for arbitrary loaded transmission lines can be readily accomplished. Unlike the prevailing frequency domain methods em�

ploying the moment�matching technique, no rational approx imation is required in this method and numerical problems thus aroused

such as stability and preserving of the passivity are avoided. Both uniform and nonuniform lines are dealt with. Numerical exper iments

carried out by implementing the model into the circuit simulator SPICE have been performed and the results demonstrate the validity

and efficiency of the method.
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1 � 引言
� � 对一般含传输线的电路进行瞬态分析, 主要的方法是设

法获得传输线的时域离散等效模型 ,然后将这一模型实现在

如SPICE这样的数值电路模拟器中.目前已有多种方法来获

得这样的模型.最普遍的做法是从传输线的频域特性描述出

发,通过有理逼近如 AWE、PVL、PRIMA[ 2~ 4]等算法, 或通过电

报方程的 Chebyshev展开[ 5] , 将在时域中用偏微分方程描述的

分布参数系统近似为用常微分方程描述的集中参数系统, 再

用数值积分获得这一离散等效模型 .也可在时域中通过对电

报方程的离散, 如沿特征线的离散[ 6] , 直接对方程中时间变

量[7]或时�空变量的离散[ 8] ,来获得这种模型 .

本文给出了获得这种模型的一个新方法.这一方法利用

了K Singhal与 J Vlach 的 NILT 技术, 从含初始电压电流分布

的传输线频域解出发,导出其在某一时间点的等效模型 .与目

前采用有理逼近的频域方法相比,这一方法的最大特点 ,是不

需要对无理的传输线特性函数作有理逼近, 也就不会出现任

何数值上的困难(如稳定性/无源性的破坏) , 而模型的计算量

与它们相当. 文[ 1]的 NILT 技术是分析端接线性负载传输线

的有效方法, 通过本文的工作, 说明这一 NILT 方法也可用于

端接非线性负载传输线的分析. 下面我们先指出这一 NILT 技

术可用来导出任一动态元件的时域离散等效模型, 然后将这

一过程用于传输线, 分别给出均匀与非均匀传输线的离散模

型, 最后用实例说明模型的应用效果.

2 � 导出动态元件离散模型的 NILT方法

� � 设 v( t )的拉氏变换为 V ( s ) . 文献[ 1]给出的 NILT 方法如

下:

v ( t) = -
1
t  

M

i= 1

K iV (
z i
t
) (1)

z i , K i 分别是 ez 的 Pade 逼近的极点与留数, M 是极点个数.

当 Pade逼近为( M, N )阶时, 上式给出的 v ( t)有 M+ N 阶精

度,
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即与其Taylor 展开的前 M+ N+ 1 项相符.这一技术最初用于

线性电路的瞬态分析, Nakhla等对其在线性传输线电路分析

中的应用作过广泛研究[ 9~ 12] . 在这些应用中 , 先要在 s 域中

的M 个复频率点上求解电路方程,再按式( 1)计算时域响应.

下面说明这一 NILT 技术还可用来导出各种线性动态元

件的瞬态分析离散模型.先以简单电容为例说明方法的思想.

考虑电路瞬态分析过程中两个相邻的时间点 tn、tn+ 1, 对应的

电容电压电流分别为 vn、vn+ 1, in、in+ 1. 设已完成对 tn 点的分

析,将此时的状态视作初始状态, 则在 s 域中有

V ( s )=
I ( s )
sC

+
vn
s

(2)

假定 i ( t)在( tn, tn+ 1)间是线性的, 则

I ( s) = (
1
s
-

1

hs2
) in+

1

hs2
in + 1 (3)

h= tn+ 1- tn. 对式(2)作 NILT:

vn+ 1= -
1
h  

M

i= 1

K i
h
Czi

(
h
z i

-
h

z 2i
) in+

h

z 2i
in+ 1 +

hvn
z i

= -  
M

i= 1

K i

z 2i
-

K i

z 3i
!
hin
C

-  
M

i= 1

K i

z 3i
!
hin+ 1

C
-  

M

i= 1

K i

z i
!vn (4)

由于对 M+ N 阶的NILT, 有[ 1]

 
M

i= 1

K i

zmi
= -

1
( m - 1) !

, m= 1, 2, ∀, M+ N+ 1 (5)

因此只要在式(4)中应用高于二阶的 NILT, 就有

vn+ 1=
h
2C

( in+ in+ 1)+ vn (6)

此即梯形公式.类似地若假定 i( t)在 ( tn, tn+ 1) 间是常数, 可

导出 Euler公式, 而对 tn+ 1之前的多个点作高次插值 ,将得到

高阶公式.

上述结果与通常的数值积分公式相同. 但对一般的动态

系统, NILT给出的模型具有更高的精度. 为此考察如下一阶

系统

x#+ �x= u (7)

用NILT方法导出的模型 .以 tn 作为起始时间,在频域中有:

X ( s ) =
x n+ u( s)

s+ �
(8)

因此

x n+ 1= -
1
h  

M

i= 1

K i

zi / h+ �
xn+ (

h
z i

-
h
z 2i
) un+

h
z 2i
un+ 1 (9)

而精确模型是

xn + 1= e- �hx n+ ∃
h

0
e- �( h - �) u( �) d�

= e- �hx n-
1
�
(e- �h-

1- e- �h

�h
) un+

1
�
(1-

1- e- �h

�h
) un+ 1

(10)

式(9)的第一项=

- xn  
M

i= 1

K i/ z i
1+ h�/ z i

= xn -  
M

i= 1

K i

z i
+ h� 

M

i= 1

Ki

z 2i
- ( h�) 2  

M

i= 1

K i

z 3i
+ ∀∀

若NILT的阶为 p= M+ N, 则上式=

xn 1- h�+
( h�) 2

2!
-

( h�) 3

3!
+ ∀+

( - h�) p

p !
+ O( ( h�) p + 1 )

(11)

这是 xne
- h�的p 阶解. 不难证明式(9)的其余两项也分别是式

(10)中对应项的 p 阶解. 可见这时 NILT 给出的模型精度是 p

阶的.

注意上述高阶模型是单步的,而通常在电路模拟中只有

多步公式 (Gear 算法 )才能获得高阶模型, 除非采用 Runge�

Kutta 算法.但 Runge�Kutta算法是非线性显式的, 稳定区域有

限, 而很高阶的 NILT 仍是绝对稳定的[ 1] . 这样我们得到了一

种动态系统离散化的新方法, 下面用它来导出传输线的离散

模型.

3 � 传输线的瞬态模型

3�1� 均匀传输线
分布有初始电压电流 v0 ( x )、i 0( x )的均匀传输线的电报

方程是:

dV ( x , s )
dx

= - ( R + sL) I ( x , s ) + Li0 ( x )

dI ( x , s )
dx

= - ( G+ sC ) V( x , s ) + Cv0( x )

(12)

其解为

V( x ) + Z0 I ( x )= e-  x ( V1+ Z0 I 1) +∃
x

0
[ Li0( u) + Z0Cv0( u) ]

!e-  ( x- u) du

V( x ) - Z0 I ( x )= e-  ( l- x) ( V2+ Z0 I 2)- ∃
l

x
[ Li0 ( u)

- Z0Cv0( u) ] e
-  ( u- x) du (13)

其 中 Z0 = Z0 ( s ) = R+ sL
G + sC

,  =  ( s ) =

( R + sL ) ( G+ sC) . 分别令 x= 0, l ,可得:

V1= Z0 I1+ e-  l( V2+ Z0I 2) -∃
l

0
[ Li0( u)- Z0Cv 0( u) ] e

-  udu

V2= Z0 I2+ e-  l( V1+ Z0I 1) -∃
l

0
[ Li0( u)+ Z0Cv 0( u) ]

!e-  ( l- u) du (14)

l是传输线长度, V1, I 1, V 2, I 2分别是始端与终端电压电流的

拉氏变换.

同样考虑两个相邻的时间点 tn、tn+ 1,视 tn 时的状态为初

始状态, 记 in ( x ) = i( x , tn ) , vn ( x )= v( x , tn) ,则有

V1= Z0 I1+ e-  l( V2+ Z0I 2) -∃
l

0
[ Lin( u)- Z0Cvn ( u) ] e

-  udu

V2= Z0 I2+ e
-  l

( V1+ Z0I 1) +∃
l

0
[ Lin( u)+ Z0Cvn ( u) ]

!e-  ( l- u)
du (15)

仍假定 i1 , i2在相邻时间点间是线性的 ,因此

I 1 ( s )= (
1
s
-

1

hs2
) i1, n+

1

hs2
i1, n+ 1, I 2 ( s ) = (

1
s
-

1

hs2
) i2, n+

1

hs 2
i2, n+ 1

ik, n= ik ( tn) , ik, n+ 1= ik( tn+ 1) , k= 1, 2. 对式(15)应用 NILT ,有

v1, n+ 1= -
1
h  

M

i= 1

K iV1(
z i
h
) = z h1 i1, n+ 1+ zh2 i2, n+ 1+ wv 2, n+ 1

+ e1, n+ 1
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v2, n+ 1= -
1
h  

M

i= 1

K iV2(
zi
h
) = zh2 i1, n+ 1+ z h1 i2, n + 1+ wv1, n+ 1+ e2, n+ 1 (16)

这里

zh1= -  
M

i= 1

K iZ0(
z i

h
)
1

z
2
i

, � z h2= -  
M

i= 1

K ie
-  ( z

i
/ h) lZ0(

z i

h
)
1

z
2
i

, w = -  
M

i= 1

K i e
-  ( z

i
/ h ) l 1

z 2i
,

e1, n + 1= -
1
h  

M

i= 1

K i

Z0(
zi
h
) (

h
z i

-
h

z 2i
) i1, n+ e-  ( z

i
/ h) l(

h
z i

-
h

z 2i
) v2, n+ Z0(

z i

h
) i2, n

-∃
l

0
[ Lin( u)- Z0(

zi
h
) Cvn( u) ] e

-  ( z
i
/ h ) udu

,

e2, n + 1= -
1
h  

M

i= 1

K i

Z0(
zi
h
) (

h
z i

-
h

z 2i
) i2, n+ e-  ( z

i
/ h) l(

h
z i

-
h

z 2i
) v1, n+ Z0(

z i
h
) i1, n

+∃
l

0
[ Lin( u)+ Z0(

zi
h
) Cvn( u) ] e

-  ( z
i
/ h ) ( l- u) du

(17)

其中 vk, n= vk ( tn) , vk, n+ 1= vk( tn+ 1) , k= 1, 2. 式(16)即是传输

线的瞬态分析离散模型. 当 �= LCl  h 时, 上述模型还可

简化, 式( 16) 中的 w , z h2及 e1, n+ 1 , e2, n+ 1中的第二项均可忽

略.这些项代表线一端电压电流对另一端的影响,因传输延

时,一端的电压电流要经过 � 秒之后才会对另一端产生影

响,当 � h 时,这些项变换到时域中后近似为零.

模型应用时首先按式(16)进行传输线对电路方程贡献的

装配,然后从电路方程求得整个电路的解. 装配时需用数值方

法计算式( 17)中的积分项,为此可将传输线分成若干段并假

定线上的电压电流是分段线性的,这样积分便可算出. 完成当

前时间点的分析后,再从式(13)用 NILT求出线上各分段点的

电压电流, 即传输线当前的状态, 以便下一时间点分析时使

用.

对均匀耦合传输线, 由于存在如式( 13)、( 14)的解析解,

上述过程可直接应用,这里不再赘述. 下面考虑非均匀线.

3�2 � 非均匀传输线

这时电报方程式 (12)中 RLCG 为随 x 变化的参数, 方程

不再存在解析解,为此要用数值方法. 通常的做法是将其中对

x 的微分离散化, 这一离散可采用多种方式. 简单的如将线均

匀分段后用差分近似微分, 复杂一些可采用文献 [ 8]的 com�
pact difference或沿线作 Chebyshev 展开[ 5] . 我们采用 Chebyshev

展开法.离散化后电报方程成为:

D 0

0 D

V

I
= - s

0 L

C 0

V

I
-

0 R

G 0

V

I
+

Li0

Cv0

(18)

其中

V= [ V0 � V1 � ∀ � VM]
T , I = [ I 0 � I 1 � ∀ � IM]

T ,

R=
l
2
diag{ R0 � ∀ � RM } , L=

l
2
diag{ L0 � ∀ � LM } ,

C=
l
2
diag{ C0 � ∀ � CM } , G=

l
2
diag{ G0 � ∀ � GM} ,

v0= [ v0, 0 � v 0, 1 � ∀ � v0, M ]
T , i0= [ i0, 0 � i0,1 � ∀ � i 0, M ]

T ,

D 的表达可参看文献[ 5] , 不在这里列出. 各参量的下标指线

上不同位置处相应参量的值, 如 Vk= V ( xk ) , v0, k = v0 ( xk ) ,

xk= (1+ cos(!k/ M ) )! l/ 2, xM= 0 是传输线的始端, x 0= l 是

传输线的终端, M 是 Chebyshev逼近的阶. 由式(18)可得到传

输线的频域模型,文献 [ 5]给出了一种方法. 本文不采用这一

方法, 而是先导出与均匀时式 (13)、( 14)对应的解, 再得出与

式(15)、(16)平行的模型. 为此,将 L、C 组成的矩阵对角化:

1 z0

1 - z0
!

0 L

C 0
!

1 1

y 0 - y0
= 2

-  0

0  
(19)

这里 z0= diag{ z 0,0 � z 0, 1 � ∀ � z 0, M } ,

 = diag{  0 �  1 � ∀ �  M}

z 0, k= L ( xk ) / C( x k) ,  k= L ( xk ) C( xk) ! l / 2, y 0= z - 1
0 , 1

是单位阵. 利用式(19)、( 18)可变换为:

D1 D2

D2 D1

V+ z0I

V- z0I
=

-  0

0  

s!1+ ∀ - #

- # s!1+ ∀

V+ z0I

V- z0I

+
 0

0 -  

v 0+ z0 i0

v 0- z0 i0
(20)

其中

D1=
1
2
( D+ z0Dy 0) , D2=

1
2
( D- z0Dy 0)

∀=
1
2
( RL- 1+ GC- 1) , #=

1
2
( RL- 1- GC- 1)

这一方程组的阶是 2( M+ 1) * 2( M+ 1) , 为了能与边界条件

一起求得解, 要从中去掉两个方程 .由于当线均匀无耗时, V

+ Z0I、V- z0I 分别是正向波与反向波, 且 D1= D, D2= 0, ∀

= #= 0,式( 20)分裂为两个独立的方程组:

D( V+ z0I) = - s ( V+ z0I) +  ( v0+ z0 i0)

D( V- z0I) = s ( V- z0I) -  !( v0- z0 i0)

(21)

这时显然应去掉正向波方程组中对应始端的最后一个方程与

反向波方程组中对应终端的第一个方程, 方可从中分别得到

正反向波如式( 13)的解.因此, 对式( 20)亦类似地去掉前半部

分方程组的最后一个方程与后半部分方程组的第一个方程,

并将其中与始端的 VM+ z 0, MIM 及终端的V 0- z 0, 0 I0 相关的项

移到右边, 这样得到:

( D1+ s + ∀ ) ( 1: M, 1: M) ( D2-  #) (1: M ,2:M + 1)

( D2+  #) (2: M+ 1,1:M ) ( D1- s - ∀ ) ( 2: M+ 1,2: M+ 1)

!
( V+ z 0I ) (1:M )

( V- z 0I ) (2: M+ 1)

=
- D1(1:M ,M + 1) - (D2-  #) (1:M ,1)

- ( D2+  #) ( 2: M+ 1, M+ 1) - D1( 2: M + 1, 1)

VM+ z0, MIM

V0- z 0,0I 0
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+
 (1:M , : ) ( v0+ z0 i 0)

-  (2: M+ 1, : ) ( v0- z0 i0)
(22)

各矩阵的下标( i: k , j : l )表示由其中 i 到 k 行、j 到 1 列组成

的子矩阵, 单独的: 表示全部行或列. 由此方程可得 Vk+ z 0, k

I k, k= 0, ∀, M- 1, 与 Vk- z 0, kI k, k = 1, ∀, M 的解, 将它们写

为:

Vk+ z 0, kI k

Vk- z 0, kIk
=

Hk ,11 H k, 12

Hk ,21 H k, 22

VM+ z 0, MIM

V0- z 0, 0 I 0

+
Fk, 11 Fk, 12

Fk, 21 Fk, 22

v0+ z0 i0

v0- z0 i0
,

k= 1, ∀, M- 1� � (23)

及

� �
VM- z 0, MIM

V0+ z 0, 0 I 0
=

HM ,1 HM, 2

H 0, 1 H 0, 2

VM+ z 0, MIM

V0- z 0, 0I 0

+
FM, 1 FM, 2

F 0, 1 F 0, 2

v0+ z0 i0

v0- z0 i0
, (24)

式( 23)、(24)就是与均匀时式 (13)、(14)对应的解. 同样将 tn

时的状态视作初始状态,对式( 24)作 NILT:

v1, n + 1- z 01i 1, n+ 1

v2, n + 1- z 02i 2, n+ 1
= Ĥ!

v1, n+ 1+ z 01 i1, n+ 1

v2, n+ 1+ z 02 i2, n+ 1
+ Wn (25)

其中 � Ĥ= -  
M

i= 1

K i

z 2i

HM, 1 HM, 2

H 0, 1 H 0, 2 i

Wn= -
1
h  

M

i= 1

K i (
h

z i
-

h

z2i
)

HM,1 HM, 2

H 0, 1 H 0,2 i

v 1, n+ z 01 i 1, n

v 2, n + z02i 2, n

+
FM ,1 FM ,2

F0,1 F0,2 i

vn+ z0 in

vn - z 0i n

矩阵的下标 i 表示式(22)当 s= z i / h 时的解. 式(25)即是非均

匀线的瞬态模型.

非均匀耦合线的处理完全与此类似,只需将上述过程中

有关的量用矩阵与矢量替代, 我们不再作详细推导. 模型应用

时也与均匀线的情形类似, 按式(25)进行电路方程的装配, 完

成一个时间点的分析后再用式( 23)求出各 Chebyshev 分点处

的电压电流. 与文献[ 5]的模型相比, 首先我们的模型是端口

模型, 不会增大电路规模,因此更为有效, 而文献[ 5]的模型中

牵涉线上各分点的电压电流;其次, 用NILT可得到高阶模型,

对精度有较高要求时更为方便.

4 � 数值例子

� � 下面我们给出两个例子来说明上述模型的应用效果.

例 1 � 电路如图 1 ( a )所示. 耦合线参数 R11 = R22 =

100∃ , R12= R21= 0, L 11= L22= 312nH , L12= L21= 100nH,

C11= C22= 108�4pF, C12= C21= - 19� 4pF, G11= G12= G21

= G 22= 0, 线长 0�3cm. 激励信号为上升/下降时间 0�2ns、宽

度 10ns 的脉冲. 用上述模型分析所得结果如图 1( b )、( c )所

示, p= 1、2 分别表示用一阶 ( M= 1, N = 0, K 1= - 1, z 1= 1)、

两阶( M= 2, N = 0, K 1= - 2i, z 1= 1+ i)NILT 的模型. 这一结

果是通过将模型实现在 SPICE2G5中得出的, 分析中最大时间

步长= 0�04ns.图中同时示出了用一个商用 SPICE 模拟得到的

结果, 可见两阶的 NILT 模型与之完全吻合.

图 1( a ) � 耦合线电路.二极管饱和电流 Is = 10- 6(A ) � � 图 1( b) � 用一阶模型分析的结果 � � 图 1( c ) � 二阶模型的分析结果

图 2( b) � 图 2( a)传输线源端与负载端的波形

� � 例 2 � 电路如图 2( a)所示,为端接电阻的如下非均匀传

输线

dV( x , s )
dx

= - ( R+ sL ) (1+ ax ) 2 I ( x , s )

dI ( x , s)
dx

= - sC! (1+ ax ) - 2 V( x , s )

参数 R= 0�35∃ / mm , Z0= L / C = 53∃ , 1/ LC = 2 % 108mm/

sec, 1+ al= 2, l = 96�8mm 为线长. 激励为上升时间 0� 1us 的
阶跃, 结果如图 2( b )所示 . p= 1、2、3 分别表示一、二、三阶( M

= 2, N= 1, K 1= 2- 5 2i, z 1= 2+ 2i)的 NILT 模型, 可见二、三

阶的结果几乎完全吻合. 分析中所用 Chebyshev 逼近的阶=

16, 时间步长 h= 12�1ns.
从上述两例可以看出, 用一阶的 NILT 模型结果有一定的

误差, 而两阶的 NILT 模型就能给出足够精确的结果, 这与通
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常电路模拟中只需使用两阶的数值积分公式(梯形公式)这一

原则一致.一般情况亦是如此, 我们已分析过的各例高于两阶

的模型结果差别均不大,虽然三阶的模型并不增加计算量(也

只需在一个复频率上计算) .

5 � 结论

� � 本文首先指出文献[ 1]的 NILT 技术可用来进行动态元件

的离散化.对基本的集中参数电容电感, 这样导出的结果与通

常的数值微分方法相同,但对一般的动态系统, 却可得到精度

更高的结果.将其用于传输线的离散化, 可十分方便地得到瞬

态分析所需模型.我们给出了均匀与非均匀传输线的的离散

伴随模型,及实现在 SPICE中的结果. 对更一般的参数随频率

变化的传输线,这一方法的应用也是可能的.
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