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　　摘　要 :　本文回顾了求解三维电磁场涡流问题的数值计算方法 ,其中最少变量数边界积分方程法 (Boundary In2
tegral Equations of Minimum Order Method)具有很多优点.但提出该方法的论文以及后续论文中的边界积分方程中存在一

些错误 ,本文给出了边界积分方程的极限推导过程 ,改正了这些错误.
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Abstract :　The methods to solve 32D eddy current problem are reviewed ,and the boundary integral equations of minimum order

shows many advantages among them. But its formulations in previous papers have some flaws. So ,the limiting procedure to obtain the

boundary integral equations (BIE) of minimum order is presented ,and the errors in the previous equations are corrected.
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1　引言
　　目前 ,在高速、高密度集成电路中 ,制约其速度提高的主

要因素已不是器件的门延迟 ,而是互连寄生效应引起的时间

延迟.随着工作频率的不断提高 ,互连电阻电感提取对高性能

电路设计的重要性已引起广泛关注 [1 ] .当前 ,三维寄生电阻电

感提取方法有两大类.第一类是体积元法 ,主要有电路模型

法[1 ]等 ,由于离散变量较多 ,难以模拟较完整的寄生电磁效

应.第二类是边界元法 [2 ] ,属边界离散化方法 ,离散变量少 ,能

模拟包括涡流在内的较完整电磁效应 ,具有模型精度高 ,离散

化变量数目少等优点 ,正逐渐受到重视.求解电磁场三维涡流

问题的数学模型有多种 ,本文指出最小阶边界积分方程法

(Boundary Integral Equations of Minimum Order Method) [3 ]是目前

涉及未知量最少的计算模型 ,可用于随频率变化电阻电感的

提取 ,并有望应用于大规模集成电路的互连寄生效应分析.

早期计算涡流问题主要采用有限差分法 [4 ,5 ] ,或者体积

分方程法 (Volume Integral Equation methods) ,后者分为模态解

法 (Modal Solution Method) [6 ]与耦合电路法 ( Coupled Circuit

Method) [7 ] .后来有限元法被用于求解二维问题 [8 ] ,并可在小

型计算机上求解相当复杂的二维涡流问题 [9 ] .但是 ,这些方法

都需离散整个求解区域 ,计算量较大. Fawzi 在七十年代初开

始用边界积分方程表示和求解二维涡流问题 [10 ] .在一系列经

典论文中 ,该方法应用于二维横电波、横磁波与波导问题 ,后

来又应用于旋转对称的几何形体上 [11 ] .

1978年 ,英国学者 Brebbia采用边界元素法涵盖此前的多

种边界型积分方程解法[12 ] .近二十年来 ,由于输入数据的简

单性、数值上的准确性以及几何上的很强适应性 ,边界元法得

到包括涡流计算在内的广泛应用 ,取得大量重要进

展[10 ,11 ,13～15 ] .除此以外 ,与有限元法相比 ,边界元法十分便于

求解无限大边界问题 ,并具有大规模并行计算的潜力.

边界积分方程法可以分为直接与间接方法两类.直接方

法以导体表面的电场强度与磁场强度作为积分方程中的未知

函数.此类积分方程见于许多论文中 [10 ,11 ,13～15 ] ,几乎毫无例

外地应用于二维问题.这些方法的优点是 :若感兴趣的是导体

表面的电磁场 ,则可直接得到而无须后处理.而对于三维问

题 ,这类方法的缺点是 ,方程涉及六个未知的向量分量 ,离散

化所得线性方程组的规模将会很大 ,从而给数值求解带来较

大困难.

Mayergoyz于 1982年提出一种间接边界积分方程法 ,使得

三维涡流问题更便于计算.在他的论文[16 ]中 ,导体内的磁场

强度用导体表面的虚拟电流密度向量表示 ,导体外的自由空

间磁场强度用导体表面的虚拟磁荷密度标量表示.从而 ,三维

涡流问题的边界积分方程仅包含四个未知分量.这一组边界

积分方程称为最小阶边界积分方程 (boundary integral equations

of minimum order ) .袁建生[3 ]进一步指出 ,导体表面的虚拟电
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流密度矢量可以简化为只包含两个切向分量 ,使未知分量的

个数进一步减少到三个 ,仅为直接边界积分方程法的一半.因

此 ,这是目前求解三维涡流问题所含未知量数目最少的算法.

但是 ,在Mayergoyz和后续研究的论文中 ,推导边界积分方程

的极限过程被忽略了.本文将补充这部分内容 ,以改正原边界

积分方程中的一些错误.

2　推导最少变量数边界积分方程

　　将整个求解空间分为一个不导电的充满空气的区域 (可

以无限大) ,以及若干导体区域.设每个区域的磁导率为常数 ,

并忽略位移电流与自由电荷的影响.电磁场为时谐电磁场.在

导体区域中任意一点 Q ,磁场强度可以表示为[3 ,16 ,17 ]

H+ ( Q) =
1

4π¨Q×∮S K( M , Q) J ( M) dSM (1)

K( M , Q) = e - (1 + i) kR
MQ/ RMQ , k = ωσμ/ 2

其中 i ,ω,σ,μ分别为虚数单位、角频率、电导率和磁导

率. J ( M)是该导体表面 S上M点处的虚拟电流密度向量 ,含

有两个切向分量. RMQ是点M与点 Q之间的距离.

可以在文[17 ]中找到式 (1)的证明.但点 Q 趋近 S 的极

限过程推导被忽略了 ,而这是得到边界积分方程的关键步骤 ,

下面给出详细推导过程.

　图 1　组合形体表面 Q附近情况

将任意导电区

域与一个具有很小

半径ε、以 S 上的 Q

点为中心的球体作

并运算 ,得到一个组

合形体.该组合形体

的表面可分为两部

分 : Sε和 S - . Sε是

球体表面的一部分 ,

突出在导体表面上 ,如图 1所示 .

假设导体表面 S在 Q点处是光滑的 ,当ε→0 , Sε将趋近
半球表面. S - 是 S被球体挖去一个洞形成的表面.在组合形

体中 ,式 (1)是成立的 ,因为 Q点位于内部.当ε趋近于 0 ,组

合形体及其表面将恢复为原始的导体形体及其表面.那么 ,导

体表面上一点 Q的磁场强度可以表示为

H+ ( Q) =
1

4πLimit
ε→0

¨Q×∮S
-

K( M , Q) J ( M) dSM

-
1

4πLimit
ε→0 ∮SεJ ( M) ×¨Q ( K( M , Q) ) dSM (2)

式 (2)右端第二项可化为

1
4π∮SεLimit

ε→0
{ J ( M) ×(

Qx - Mx

R3
MQ

,
Qy - My

R3
MQ

,
Qz - Mz

R3
MQ

)

　·e - (1 + i) kR
MQ·(1 + RMQk + iRMQk) } dSM

=
1

4π∮SεJ ( Q) ×Limit
ε→0

(
Qx - Mx

ε3
,

Qy - My

ε3
,

Qz - Mz

ε3
) dSM (3)

将式 (3) 变换到球坐标系中 ,其中 Q取为原点 , z方向取作导

体表面 S在 Q点的外法向.则式 (3)成为

1
4πJ ( Q) ×∫

2π

0
d<∫
π
2

0
Limit
ε→0

(
εsinθcos <
ε3

,
εsinθsin <
ε3

,
εcosθ
ε3

)ε2sinθdθ

=
1

4πJ ( Q) ×(0 ,0 ,π)

注意到矢量 (0 ,0 ,1)是导体表面 S 在 Q点的单位外法向

矢量 ,记作 n ( Q) .式 (2)变成为

　　H + ( Q) = -
1

4π∮SJ ( M) ×¨Q K( M , Q) dSM

+
1
4

J ( Q) ×n ( Q) , Q∈S (4)

在非导电区域 (自由空间)中 ,任意一点 Q处的磁场强度

可以表示为[3 ,16 ,17 ]

H - ( Q) = -
1

4π∫S
all

σm ( M) ¨Q ( 1
RMQ

) dSM (5)

其中 , Sall是所有导体表面的并集 ,σm ( M)是 Sall上 M 点处的

虚拟磁荷密度标量.与推导式 (4)类似 ,导体表面 Sall上任意一

点 Q处的磁场强度可以表示为

　　　H - ( Q) = -
1

4π∫S
all

σm ( M) ¨Q ( 1
RMQ

) dSM

+
1
4
σm ( Q) n ( Q) , Q∈Sall (6)

非导电区域中由已知电流密度产生的磁场强度记为 Hδ,

则式 (4)与式 (6)必须满足导体表面任意点 Q处的如下边界

条件

n ( Q) ×( [ H + ( Q) - H - ( Q) ] = n ( Q) ×Hδ( Q) (7)

n ( Q)·[μH + ( Q) - μ0 H - ( Q) ] = n ( Q)·μ0 Hδ( Q) (8)

其中μ是导体磁导率 ,μ0 是非导电区域磁导率.将式 (4)和

(6)代入边界条件 (7)和 (8) ,并考虑下面的矢量恒等式

n×( J ×n) = J ( n·n) - n ( n·J ) = J (9)

n·( J ×n) = 0 (10)

n×n = 0 , n·n = 1 (11)

可得到如下完整的边界积分方程

-
1
4

J ( Q) +
1

4πn ( Q) ×∮SJ ( M) ×¨ K( M , Q) dSM

-
1

4πn ( Q) ×∮S
all

σm ( M) ¨ ( 1
RMQ

) dSM = - n ( Q) ×Hδ( Q)

(12)

1
4
σm ( Q) +

μ
4πμ0

n ( Q)·∮SJ ( M) ×¨ K( M ,Q) dSM

-
1

4πn ( Q)·∫S
all

σm ( M) ¨ ( 1
RMQ

) dSM = - n ( Q)·Hδ( Q) (13)

与文[3 ,16 ,17 ]中的方程相比 ,自由项 J ( Q)和σm ( Q)的

系数应该是 1/ 4 ,而不是 1/ 2.

3　结论

　　最少变量数边界积分方程法是目前得到的变量数最少 ,

可用于计算三维电磁场涡流问题的物理模型 ,与边界元素法

相结合 ,将可能成为提取三维随频率变化电感与电阻的有效

方法.但原来的方程表达式中存在一些错误.因为过去的文献

中忽略了关键的极限推导过程 ,使得这些错误很久没有得到

纠正.本文补充了这一部分内容 ,并改正了这些错误 ,使这一

最为经济的计算方法在数学上更为准确.
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