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微分代数方法在静电电子透镜任意
高阶像差分析中的应用
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,
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,

姚振华
西安交通大学电子与信息工程学院

,

陕西西安 以

摘 要 微分代数是计算机数值分析领域中的一个非常有效的方法
,

它以非标准分析理论为基础
,

可以实现任

意高阶微分的准确计算 本文根据微分代数方法的基本原理
,

将其引人到静电电子透镜的任意阶像差分析的计算中

通过计算例子
,

可以看出微分代数方法的计算结果非常精确
,

精度仅受限于机器精度和算法误差 同时结合微分代数

方法可以很方便地计算到任意高阶像差的特性
,

给出了所研究的透镜 全部五阶像差的分布图形
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引言
随着高清晰度显示技术和现代电子束曝光技术的不断发

展
,

对关键的电子光学器件和仪器装置的光学性能提出了越

来越高的要求
,

对其中电子光学系统的像差分析及校正是其

中的焦点课题之一研究表明
,

为达到高分辨
、

小的光栅与拼

合失真及在特殊曲面上会聚等要求
,

都必须计算及校正系统

的五阶乃至更高阶的聚焦与偏转像差 虽然 目前许多求解像
差的方法如传统的逐次近似理论 ’〕

,

正则理论图
,

瓦。代数方

法 等简化了复杂系统高阶像差的推演和表述
,

但是在数值

计算及计算机实现上像差计算仍很复杂和繁冗 在 年第

四届国际带电粒子光学会议上
,

有学者报告了关于扫描探针

系统的五阶像差计算研究
,

已被评议为过于繁琐 本文采用的

微分代数方法
,

为带电粒子光学系统的高阶像差分析计算提

供了一个非常有效的工具

微分代数是以 所提出的
“

非标准分析
”

理论和

简正级数理论为基础川
,

结合计算机技术形成的一种崭新的
“

自动微分
”

技术囚
,

使得微分运算作为一种代数算子而实现

这样对于任意光滑的函数
,

无论是否能解析表达
,

在对其数值

运算求解的同时可将其任意阶导数
“

自动
”

求出
,

而没有截断

误差和舍人误差 基于这一特点
,

我们求解描述电子光学系统

的传递映射方程
,

即可得出该系统的任意高阶像差性质 此

外
,

利用微分代数方法
,

各个电子光学元件的传递映射方程很

容易级联

本文根据微分代数方法的基本原理
,

研究了它在静电电

子透镜高阶像差分析中的应用 针对一种轴上场分布具有解

析表达式的 型静电透镜
,

利用微分代数方法对其进行

了计算
,

计算的结果同解析解相比较
,

其数值精确度非常高

同时
,

基于微分代数还可以计算任意高阶像差的特性
,

文中也

给出了 型静电透镜的五阶像差分布图形

微分代数的基本原理

微分代数是以非标准分析和简正技术理论为基础的
,

非

标准分析的独特性之一就是在分析理论中引人了无穷小量和

无穷大量
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对于有 。个变量
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的任意一个光滑的 函数 、,
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, 、 ,

其 。一 阶导数在微分代数中可用
,

从 结构来表

示
,

这些导数以特定的顺序排列
,

记为 矢 量
, ,
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,
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毛 的序号

可 以证明 运算满足微分算子的乘法规则

日
·

撇
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肋
正是由于求偏微分 运算的存在

,

使得 结构被称为微分

代数 在微分代数中
,

微分的
“

微商极 限
”

定义与
“ 。一 ”

定义是

一致的

任意实数 在 从 结构中表示为
, ,

⋯
, ,

在微分代数

中存在一系列第一 个分量为
,

而 以后各分量不全为 的

矢量
, ,

⋯
, 、 ,

它们满足
, ,

⋯
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当 时

因此
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, 、 在 和任意正实数之间
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也就是说
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, 、 是
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无穷小
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量或称之为
“

微分
”

量 其中有一些特殊的
“

无穷小
”

量
,

它们对应于
, ,

⋯
,

的分量分别为
,

而

其它分量为
,

我们把它们称为
“

微分 单元
”

于毛意 一个 矢

量
,

它的第一个分量叫做
“

实部
” ,

而其它分量叫做
“

微分部
”

“

无穷小
”

量有一个重要的性质
,

即
“

幂零
”

性
,

就是对
。

从 中的
“
无穷小

”

量求高于 次的幂
,

其结果为零
,

公式表示为
, ,

一
, 、 , ,

⋯
, ,

当 时

数学基本函数 如三角函数
、

指数函数
、

对数函数等 都可
以通过级数展开推厂

‘

到微分代数中囚
,

而且由于微分代数中

的
“

无穷小
”

的幂零性
,

只需将级数展开有限项即可
,

而不会有

截断误差和舍人误差 例如

一。

微分代数在静电电子透镜高阶像差分析中的应

用

任何一个带电粒子光学系统的聚焦和成像等性质均可用

一个传递映射来描述
,

表示为

粥
,

占

其中 行是粒子轨迹的末坐标 包括位置和斜率
,

粒子的初

始坐标
,

代表系统的参量 井支 对应着系统的像差
,

粥

韶 称之为系统的灵敏度 除非极简单的情况
,

传递映射一般

是无法写出其解析式的
,

通常将 粥 沿着一条
“

参考轨迹
”

展开

为泰勒级数
,

线性项称为一阶高斯光学性质
,

三次方项称为三

阶像差
,

以此类推 随着映射展开的阶数越高
,

映射求解越精

确
,

但求解的复杂度也急剧变大
,

甚至到了难以使用的程度

而根据微分代数的原理可知
,

它可 以不推导像差的具体表达

式
,

而是只要计算
一

条
“

参考轨迹
” ,

即可 自动得出系统的高斯

光学性质和各阶像差系数的大小
,

其复杂度完全与计算阶数

无关
,

并且没有截断误差
,

计算精度仅受限于机器精度 因此

将微分代数方法引入求解像差的领域
,

将是一个很好的解决

方案

在直角坐标系
, , ,

中
,

电子在电场中的运动方程可

表达为

, , ,

子 】
, , 十 ,

势
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,
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,
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得 “‘
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由于
“

无穷小
”

量的幂零性 可将上述级数截断到所需的阶数
,

而不会引人截断误差 这样
,

就可以利用现有的算法如龙格一
库塔法

,

哈明预测校正法等编程计算式 表示的电子运动

方程
,

同时将算法中相应的量转化成微分代数量 运动方程求

解出后
,

该系统的高斯光学性质及各阶像差性质就随之得出
,

所得计算结果误差仅受限于机器精度和所采用的求解轨迹方

程算法的误差

为了清楚的展现微分代数在静电场高阶像差求解过程中

的正确性
、

有效性和简洁性
,

我们以一个例子说明 这里计算

的例子是以 坛 。 提出的 型静电透镜为例回
,

它是一

种被
一

泛研究的重要模型
,

其轴上电场分布具有 以下解析形

式
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在旋转坐标系统中
,

通过传递映射的概念
,

可将此静电透镜的

高斯性质表示为 ’
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,

实线为高斯图像
,

虚

线为高斯图像和五阶畸变的叠加

运用微分代数方法
,

就不需要如上繁琐的理论推导计算
,

在直接计算轨迹方程 的同时即可得到透镜的高斯光学性

质和各阶像差性质 应用我们课题组编写的电子光学微分代
数软件〔川

,

对于式 所示的静电电子透镜的轴上电位分布

取如下实际的参量 九
,

扩
, ,

计算的物平

面位于 勺 一 表 给出解析解和微分代数方法的计算

结果

画
︵三甲。︻澎

, 少 丝
一 ,‘

仁心

表 静电电子透镜的高斯性质的理论解和微分代数所得结果比较

城城 一 从从 矶矶

解解析解解 一 卯 一 一 男 肠肠 一 肠

微微分代数结果果 一 一 以以 一 叫么拓拓 一 肠

相相对误差差 川贾阵 一 一

卯
一

田
一

协。二
,

无 二
, 二 ,

与 二 一

从表中两种方法的相对误差大小可看出微分代数方法在

求解高斯性质时具有很高的精度
,

此外由前面所述
,

应用微分

代数方法在求出高斯性质的同时
,

还计算 了全部五阶像差系

数 下面给出 阮 静电透镜的全部五阶像差分布图形

应用微分代数方法和我们的电子光学微分代数软件
,

很

容易把高阶像差计算推广到七阶或更高阶像差的计算

结论

随着高清晰度显示技术和现代电子束曝光技术的不断发

展
,

五阶以至更高阶像差的研究与校正成为必需 利用微分代

数独有的特点
,

可以使得任意高阶像差的计算变得非常简洁
、

精确和有效 本文应用了微分代数的基本原理
,

将其引人到静

电电子透镜的任意高阶像差的分析计算中 通过计算具有解

析解的 阮 型静电电子透镜
,

可以看出微分代数的计算结

果非常精确
,

精度仅受限于计算机的机器精度和求解轨迹方

程的算法误差 同时结合微分代数方法可以很方便地计算到

任意高阶像差的特点
,

计算了这一透镜的全部五阶像差系数
,

给出了其五阶像差的分布图形 本文将微分代数方法引人到
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,勺︺,立‘静电电子透镜的像差分析计算中
,

并可进一步将其推广到其

它带电粒子光学系统的高阶像差计算即非线性传递性质的分

析中
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