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　　摘　要 :　在把离子伯恩斯坦波处理成对快阿尔芬波的响应下 ,导出了点火托卡马克等离子体的离子回旋混合共

振的二阶方程.数值求解这个二阶方程得到了快波电场 Ey的结构和在共振区快波的转换和反射等.结果与高阶方程

的计算很好地一致.计算还得到 ,只有在弱阻尼的情况下 ,α粒子吸收的功率才是重要的.
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Abstract :　By treating the heavily2damped ion Bernstein wave as a driven response to the fast Alfven wave ,we have derived a

second2order mode2conversion equation describing the wave2plasma interaction in ion cyclotron resonance heating in three2ion species

plasma. The structure of fast wave electron field Ey is derived from this numerically analytical solution of this equation and the mode2
conversion on the domain of resonance ,and reflection is also obtained. The results are in good agreement with those obtained from

higher order equations. The hot alpha particle power absorption is important only when the damping is weak.
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1　引言
　　核聚变研究的主要任务之一就是设法把等离子体加热到

10kev以上.这是实现聚变点火的基本条件之一.现在 ,用射频

(RF)波功率耦合成离子回旋频率范围的快阿尔芬波加热托

卡马克等离子体已经是一种公认的好方法.在托卡马克中 ,环

形磁场是沿等离子体径向变化的 ,所以我们可以调节射频波

使其在等离子体内部的某一点与离子回旋的某种谐频一致.

在共振点邻域 ,入射波 (即快阿尔芬波)将被模转换成离子伯

恩斯坦波 (慢波)而被吸收 ,或被反射或发生透射.这些现象既

包括耦合成离子伯恩斯坦波 (慢波)的模转换 ,也包括通过各

类离子的回旋阻尼和经过电子的朗道阻尼以及渡越时间阻尼

的耗散.这种静电离子伯恩斯坦波是强阻尼的 ,因此不能传出

共振区[1 ] .

当快波从低场一边入射时 ,入射波功率部分地被反射 ,一

部分被透射到另一边 ,其余的功率因模转换和电子朗道阻尼

及离子回旋阻尼而耗散.无论在等离子芯部的哪一边 ,快阿尔

芬波都可以近似地用冷等离子体模型描述.另一方面 ,模转换

和耗散发生在等离子的芯部 ,必须用更复杂的 Vlasov动力等

离子体模型描述.通常 ,模转换可能要用四阶或更高阶 (六阶)

的波方程描述[2～4 ] . Swanson已经求解了这样的高阶方程.但

是无论是解析上还是数值上所用的方法都过于复杂.其次 ,还

必须限于对各种粒子 ,其参量 :

λi = (1/ 2) k2
⊥ρ2

Li , i为粒子种类

必须小于 1的情形.其中ρLi = vi /Ωi 是拉摩尔半径 , vi 和Ωi =

qiB/ mic分别为粒子的热速度和回旋频率 , k⊥是波矢垂直于

磁场的分量.然而 ,在点火托卡马克等离子体中 ,高能α粒子

的温度达到 3. 5Mev ,它的λi 不再是小量.需要用简化的数学

方法描述 ,以便α将高能热粒子的效应包括在物理模型中.

为了简化 ,我们将用慢波的局域性质 ,把强阻尼的离子伯

恩斯坦波作为对快波的驱动响应来处理 ,我们就可以将描述

模转换的高阶方程简化成一个低阶方程 [5 ] .这个方程的数值

解是简单的 ,并且可以避免 Swanson[2 ]在解高阶方程中所遇到

的增长解困难.假定忽略慢波的传播将不会严重影响重要物

理量的结果 ,如反射系数和能量吸收分布等.

2　波传播方程的推导
　　我们考虑的磁场位型为 B = (0 ,0 , B0 ( x) ) .波是接近垂

直于磁场方向传播的.波矢的小的平行分量给出阻尼 (因它引

起离子热运动的共振被展宽) ,并假定波矢在 y 方向无分量

即 ky = 0 ,于是波矢 K为 K = ( k⊥ ,0 , k∥) ,其中 k⊥ > > k∥ , ⊥

和∥分别代表垂直和平行于外磁场 B .对于 N 次谐波加热 ,

定义 B0为共振点的磁场 ,即 :

ω= NΩi0

其中 qi 和 mi 分别为共振粒子的电荷和质量 ,ω是入射波的

角频率 , c是光速.

从麦克斯韦方程组中消除磁场和 Vlasov方程 (假设平面

波解)给出 :

k×( k×E) +ω2/ c2 K·E = 0 (1)

在λi ν 1 的粒子类型情况下 (符合托卡马克中多数粒子的
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情况) ,我们用关于麦克斯韦速度分布函数的介电张量的标准

公式 ,并采用各种近似 ,首先由于对快阿尔芬波来说 ,电场的

Z分量 Ez是可以忽略的 ,我们可以忽略介电张量元素 Ki
xz ,

Ki
yz , Ki

zx和 Ki
zy .甚至α在粒子存在下 ,这种忽略仍然成立 ,因为

热α粒子引起的任何 Ez 场仍将是很小的.因此 ,介电张量 K

可取成类似冷等离子体中波垂直传播的那种简单“块结构”形

式 :

K = ∑
i

ω2
pi

ωk∥vi
e - λ

i ∑
∞

n = - ∞
T( i)

n (2)

其中 :

T( i)
n =

n2 In (λi) Z (ζ( i)
n )

λi
in ( I′n (λi) - In (λi) ) Z (ζ( i)

n ) 0

- in ( I′n (λi) - In (λi) ) Z (ζ( i)
n )

n2 In (λi) Z (ζ( i)
n )

λi
+ 2λi ( In (λi) - I′n (λi) ) Z (ζ( i)

n ) 0

0 0 Ti
zz

(3)

式中没有包含 Ki
zz的精确形式 ,是因为感兴趣的是非零的 Ex

和 Ey ,其中 , vi = 2 kTi/ mi表示第 i 粒子的热速度 ,ωpi =

(4πq2
ini/ mi)是 i粒子的等离子体频率 , In 是第一类修正的

贝塞尔函数 , Z (ζ( i)
n ) =

1
π
·∫

+ ∞

- ∞

exp ( - z2)

z -ζ( i)
n

dz 是等离子体色散

函数 ,它的宗量为 :

ζ( i)
n =

(ω- nΩi)

k∥vi

(式中 n为整数 , ±1 , ±2 , ±3 , ⋯, i为离子种类)

假定磁场在共振点邻域是线性变化的 ,于是 :

B ( x) = B0 (1 - x/ R0) (4)

B0是恒定的 , R0 为等离子体的大半径.利用式 (4)的磁场形

式 ,得到 :

ζ( i)
n µ

Nk⊥

2λ1/ 2
i k∥

(1 -
n
N

) , n≠N (5 a)

ζ( i)
n µ

Nk⊥x

2λ1/ 2
i k∥R0

, n = N (5 b)

由于 λi k∥/ k⊥ν 1.方程 (5 a)意味着 n ≠N 时 ,ζ( i)
n µ 1 ,于

是 :

Z (ζ( i)
n )≈ -

1
ζ( i)

n
ν 1

显然 ,共振是很窄的.在这种情况下 ,我们仅在方程 (2)的求和

中只取 n = N的单个共振项就足够了.主要的非共振项可将

介电张量元素按λi 展开得到.由于按小宗量λi 的贝塞尔函

数展开有 I±n (λi)∝λn
i ,所以 n = ±1的项是最主要的 .这些项

假定与 x无关.Ωi 和λi按磁场的共振值 B0计算.

我们现在考虑点火等离子体的高次离子回旋频率的加

热.讨论含有氘、氚、氢和α粒子的情况.则有ω=ΩH0 = 2ΩD0

= 2Ωα0 = 3ΩT0 ,即氢离子的基频等于氘离子的二次谐频等于

α粒子的二次谐频等于氚的三次谐频.

从而可以得到氘、氚和氢粒子的介电张量[主要保留基频

项 ( n = ±1)和谐频项. (其中α粒子也只取到二阶谐振项

时) ]进而得到 :

KD
xx = -

1
3
ω2

PD

Ω2
D

+
ω2

PDvD

4ωk∥Ω2
D

k2
⊥Z

(ω- 2ΩD)

k∥vD
(6 a)

KT
xx = -

1
8
ω2

PT

Ω2
T

+
3ω2

PTv3
T

64ωk∥Ω
4
T
k4
⊥Z

(ω- 3ΩT)

k∥vT
(6 b)

KH
xx = -

1
4
ω2

PH

Ω2
H

+
ω2

PH

2ΩHk∥vH
Z

(ω- ΩH)

k∥vH
(6 c)

K
α
xx = -

1
3
ω2

Pα

Ω2
α

+
ω2

Pαvα

4ωk∥Ω
2
α

k2
⊥Z

(ω- 2Ωα)
k∥vα

(6 d)

KD
xy = -

2 i
3
ω2

PD

Ω2
D

+
iω2

PDvD

4ωk∥Ω
2
D

k2
⊥Z

(ω- 2ΩD)

k∥vD
(6 e)

KT
xy = -

3 i
8
ω2

PT

Ω2
T

+
i3ω2

PTv3
T

64ωk∥Ω4
T
k4
⊥Z

(ω- 3ΩT)

k∥vT
(6 f )

KH
xy = -

3 i
4
ω2

PH

Ω2
H

+
iω2

PH

2ΩHk∥vH
Z

(ω- ΩH)

k∥vH
(6 g)

Kαxy = -
2 i
3
ω2

Pα

Ω2
α

+
iω2

Pαvα

4ωk∥Ω2
α

k2
⊥Z

(ω- 2Ωα)
k∥vα

(6 h)

　　　　KD
xx = KD

yy , 　KH
xx = KH

yy , 　KT
xx = KT

yy ,

　　　　Kαxx = Kαyy , 　KD
xy = - KD

yx , 　KT
xy = - KT

yx ,

　　　　KH
xy = - KH

yx , 　Kαxy = - Kαyx (6 i)

在点火托卡马克中产生的α粒子有比等离子体中其它

离子高得多的能量.而且 ,它们的分布函数通常不是麦克斯韦

的.然而 ,作为一种粗糙的近似 ,我们仍假定α粒子是麦克斯

韦分布的 ,但是 ,计算α粒子对介电张量的贡献时 ,不能用小

的近似.这意味着粒子的介电张量的求和必须包括相当多的

项.实际上 ,求和到 n = ±12 项就足够了.于是 ,α粒子的介电

张量元素可以写成下面的形式 :

Kαxx =
ω2

pα

ωk∥vαλα∑xx
(7 a)

Kαxy =
iω2

pα

ωk∥vα∑xy
(7 b)

Kαyy = Kαxx +
2ω2

pαλα
ωk∥vαλα∑yy

(7 c)

Kαyx = - Kαxy (7 d)

其中 :

∑xx
= ∑

12

n = - 12

n2 e2λ
aIn (λα) Z

ω- nΩα
k∥vα

∑xy
= ∑

12

n = - 12

ne2λα[ I′n (λn) - In (λα) ] Z
ω- nΩα

k∥vα

∑yy
= ∑

12

n = - 12

e - λα[ In (λα) - I′n (λα) ] Z
ω- nΩα

k∥vα

利用方程 (1)的 x和 y分量 ,得到色散关系 :

k2
∥ -
ω2

c2 Kxx k2
∥+ k2
⊥ -
ω2

c2 Kyy +
ω4

c4 K2
xy = 0 (8)
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把式 (6) 、(7)代入色散关系式 (8)并对其左边进行逆傅里叶变

换 ,让 k⊥→id/ ( dx) ,用μω/ vA 代表全部共振项中的 k⊥.则得

到α粒子取到 12阶谐频下的二阶波方程

　　　
d2 Ey

dx2 +
μ2ω2

V2
A

Ey =
μ2ω2

V2
A

Ey

C1 -
1
4
ηHZ (ζ( H)

1 )

phβ1/ 2
H

+
1
4
μ2β1/ 2

D Z (ζ( H)
2 )

ph
+

81
128
ηTμ4β3/ 2

T Z (ζ( T)
3 )

ph
+
ηa

4 phμ2β3/ 2
D
∑xx

× -
1
4
μ2 C2

phC3
β1/ 2

D Z (ζ( D)
2 ) +
ηHZ (ζ( H)

1 )

μ2β1/ 2
H

+ (81/ 32)ηTμ2β3/ 2
T Z (ζ( T)

3 )

+

ηα - 2 phμ2 - 4 phC1 +μ2β1/ 2
D Z (ζ( D)

2 ) +
ηHZ (ζ( H)

1 )

β1/ 2
H

+ (81/ 32)ηTμ4β3/ 2
T Z (ζ( T)

3 )

8 p2 h2μ4β3/ 2
D

∑xx

+
ηαβ1/ 2

D

2 p2 h2 - 4 phC1 +μ2β1/ 2
D Z (ζ( D)

2 ) +
ηHZ (ζ( H)

1 )

β(1/ 2)
H

+ (81/ 32)ηTμ4β3/ 2
T Z (ζ( T)

3 ) ∑yy

+

ηα - 2 ph ( C2 + C3) - μ2β1/ 2
D Z (ζ( D)

2 ) -
ηHZ (ζ( H)

1 )

β(1/ 2)
H

- (81/ 32)ηTμ4β3/ 2
T Z (ζ( T)

3 )

4 p2 h2μ2β1/ 2
α

∑xy

+
η2
α

16 p2 h2μ6β3
α
∑

2

xx
+
η2
α

4 p2 h2μ2βα
2∑xx∑yy

- ∑
2

xy
(9)

式中 :

k2
D = 16 phΩ2

D/ vDvA ; k2
α=Ω2

DvA / phv3
α; k4

T = 32×64 phΩ4
D/ 81 v3

TvA ;μ2 = C2 C3/ C1 ; C1 =
1
3

(1 - ηH/ 8 h - 15ηT/ 16 h - 2ηα/ h) + p2 ;

C2 =
1
3

(1 +ηH/ 4 h - 3ηT/ 8 h - 2ηα/ h) - p2 ; C3 = 1 - 3ηT/ 4 h - 2ηα/ h + p2 = 2 C1 + C2 ; P =
k∥VA

ω ; VA =
CΩD

hωPD

方程 (9)是能量守恒方程.用 E 3
y 乘方程 (9)减去方程 (9)的复

共扼与 Ey的乘积 ,就能得到坡印廷流量的散度表达式 dSx/

dx.

另一方面 ,等离子体的吸收功率 :

Pabs =〈Re E·Re J〉= 1
2

Re ( J·E 3 ) (10)

其中电流密度 :

J = - iωε0 ( K - I) (11)

方程 (6) 、(7)已给出了介电张量元素 Kij , I是单位张量.即可

求出 : Pabs = - dSx/ dx也就是说 ,等离子体吸收的功率正好等

于波所损失的功率.

用方程 (6) 、(10)和 (11) ,可以导出每类粒子的功率表达

式.关于氘离子的二次谐波加热 ,功率吸收剖面可写成 :

PD
abs ( x) =
ε0ωμ2 c2β1/ 2

D

8 phv2
A

Im Z (ζ( D)
2 ) | E + | 2 (12)

类似地 ,我们可得到氢离子的基频波加热和氚离子三次谐波

加热的功率吸收公式 :

PH
abs ( x) =
ηHε0ωc

2

8 phv2
Aβ1/ 2

H
Im Z (ζ( H)

1 ) | E + | 2 (13)

PT
abs ( x) =

81ε0ωηTμ
4 c2β3/ 2

T

256 phv2
A

Im(ζ( T)
3 ) | E + | 2 (14)

关于α粒子的功率吸收剖面有下面的形式 :

Pαabs ( x) =
ηαε0ωc

2

8 phv2
Aμ2β3/ 2

D

Im∑xx
| Ex|

2 + | Ey|
2

+ 8μ4β2
α| Ey|

2 Im∑yy
+ 2 iβαμ2 ( E 3

x Ey - Ex E 3
y ) Im∑xx

(15)

其中 E + = Ex + iEy .利用方程 (1)的任一分量求出 Ex ,再计算

E + .由方程 (13) 、(14) 和 (15)看到 , PT
abs/ PD

abs≈β
3/ 2
Tβ

1/ 2
D , PH

abs/

PD
abs≈1/ (β1/ 2

Hβ1/ 2
D ) ,因此氚、氢离子的吸收功率不是非常重要

的.其次 ,由于α粒子有很高的温度 ,它将在很宽范围内发生

共振相互作用.于是α粒子的吸收可能会延伸到几个波长.

总吸收功率的计算公式为

PD
abs =∫

x
2

x
1

PD
abs ( x) dx (16 a)

PT
abs =∫

x
2

x
1

PT
abs ( x) dx (16 b)

Pαabs =∫
x
2

x
1

Pαabs ( x) dx (16 c)

3　数值结果
　　二阶微分方程 (9)不需要任何更精细分析就可以数值积

分.方程的积分通过共振区域 ,在远离共振的另一边 ,波场分

解成入射波和反射波.

我们用点火等离子体参数进行数值计算.计算的波电场

Ey示于图 1上.快阿尔芬波从低场边 (右手边)入射.可以看

到 ,快波通过共振区后 ,波的振幅明显减小了.这表明在共振

区 ,快波已部分地被氘、氚、氢和α粒子离子回旋共振阻尼 ,

或部分地模转换成静电离子伯恩斯坦波被吸收.

各种离子回旋共振吸收都依赖于 E + .先用方程 (1)的任

一分量计算出 Ex ,然后按 E + = Ex + iEy计算 E + .

结果给在图 2中 (从低场边入射) . | E + |的调制发生在共

振区的右边 ,因为在这个区域里存在入射波与反射波之间的

干涉.在左边 ,只有出去的波 ,调制是恒定的.

可以看到 ,在共振区模 | E + | 出现极大 ,意味着离子回旋

共振吸收将发生.由于多种离子效应 ,共振区 | Ey | 的结构远

比文献[5 ] 的结果复杂.利用积分方程式 (9)可以获得电场
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图 1　波电场 Ey的分部　　　　　　图 2　E +剖面

实线—实部 ;虚线—虚部　　 实线—模 ;

R0 = 410m; B0 = 310T　 虚线—虚部 ;

nD = nT = 418×1019m - 3 点划线—实部

nα= nH = 210×1018m - 3

TD = TT = TH = 410kev

　图 3　功率吸收剖面　　　　　　图 4　功率吸收剖面

k ∥R0 = 310　　 k ∥R0 = 1510

实线—α粒子 ; 　　 实线—α粒子 ;

虚线—D离子　　 虚线—D离子 ;

点划线—T离子

E + .再由式 (14) 、(15)和 (16)计算功率吸收剖面.用龙贝格

(Romberg)算法分别计算 k∥/ R0 = 310 , 1510 , 3010的情况.图

3 ,4 ,5表示出了相应的结果 .我们看到 ,随着阻尼的增加 ,吸

　图 5　功率吸收剖面 k ∥R0 = 3010

实线—α粒子 ;虚线—D离子 ;

点划线—T 离子 ;细点划线—H

离子

收剖面变得越来越

宽.在低阻尼情况下 ,

吸收剖面有更复杂的

结构. 这些结构的细

节依赖于吸收区中 |

E + | 的严格形式. 除

低阻尼外 ,氘离子吸

收能量为最多.α粒子

与波共振的空间区域

比氘离子共振宽许

多.即使在足够高的

阻尼下 ,氚离子吸收的能量也是很少的.

4　结论和讨论
　　在将强阻尼的离子伯恩斯坦波处理成快阿尔芬波的驱动

响应下 ,导出了描述 D2T聚变等离子体离子回旋混合共振加

热的波传播的二阶微分方程.求解这个方程是没有任何困难

的.快波的透射、反射系数和等离子体吸收都可以从这个二阶

方程得到.无论从解析上还是数值上都能证明二阶方程是能

量守恒的.

用波传播的二阶方程研究了聚变产物———高能α粒子

对离子回旋谐波加热的影响.假设高能α粒子具有麦克斯韦

速度分布.我们的结果表明 ,在低阻尼的水平下 ,α粒子的吸

收是主要的 ,而等离子体主体只吸收很少的能量.这时的快波

加热是不利的.在高阻尼情况下 ,氘离子吸收是主要的 ,而α

粒子只吸收很少的能量.我们也发现 ,对波能的吸收与α粒

子的温度和密度有较复杂的关系.尤其是在阻尼很小时 ,功率

吸收剖面呈现出迅速变化.

把描述快波模转换的高阶方程简化为二阶方程.在相同

的参数下 ,我们的结果和 Swanson求解高阶方程的结果很好

地一致.但是 ,简化的二阶方程不能使我们知道有多少功率是

因回旋共振而被局域阻尼的 ,和多少功率是经伯恩斯坦波耗

散的.此外 ,在这个研究中 ,我们还假设了热α粒子是麦克斯

韦分布的.然而 ,聚变产生的α粒子因于电子和离子碰撞而

慢化.因此慢化分布对α粒子是更加适合.

考虑了简并共振情形 ,即 D2T等离子体中氘离子的二次

谐频和氚离子的三次谐频是相同的.虽然 ,氚离子只吸收很少

的能量 ,但是它们在决定波结构中起重要作用.所以在能量沉

积剖面发生了显著变化.
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