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利用视线测量估计自由段弹道的方法研究
李　盾 ,周一宇 ,吕彤光 ,苗　雨

(国防科技大学电子科学与工程学院 ,湖南长沙 410073)

　　摘　要 :　本文主要研究空间预警系统利用星载红外传感器的视线测量估计弹道导弹自由飞行段弹道的问题.针

对目标运动的弱可观测性 ,提出了只约束位置的改进 Gauss2Newton方法 ,解决了弹道的最大似然估计问题 ,并利用

Monte Carlo仿真实验验证估计算法的有效性 ,且对估计误差进行了分析.
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Abstract :　Using line of sight (LOS) measurements from space2based infrared sensors ,ballistic trajectory estimation problem of

ballistic missile is studied in this paper. Taking into account poor target motion observability ,an improved position constrained Gauss2
Newton algorithm is proposed to solve maximum likelihood estimation problem of trajectory. Monte Carlo simulation verifies the effi2
ciency of this algorithm. And ,estimation error is analyzed.
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1　引言
　　弹道导弹在火箭发动机关机后进入自由飞行段 ,弹头在

重力作用下作惯性飞行 ,其理想弹道是以地心为一个焦点的

椭圆 ,满足 Keppler定律.此时 ,导弹运动轨迹可以用无摄的二

体运动方程来描述 ,这是一个过程噪声为零的确定性系

统[2～4 ] .在地心惯性坐标系 ( ECI)下 ,一旦关机后某参考时刻

的位置与速度确定 ,自由飞行段弹道就完全确定了.因此 ,对

弹道的估计就转化为对参考时刻运动状态的估计.

位于特定轨道的空间预警系统可以利用红外传感器的被

动观测 ,获取传感器到目标的视线 (LOS)测量信息 ,包括方位

与俯仰角 ,实现对自由飞行段弹道的有效估计 [1 ,3 ] .经典的方

法是 Laplace方法 ,但该方法对相对位置及数据更新率要求很

高 ,且估计精度较差[3 ] .文献 [5 ,6 ]中采用了非线性最小二乘

滤波的方法来进一步提高估计精度.由于没有距离信息 ,弹道

估计最大的问题来自于目标运动的弱可观测性 [3 ,5～7 ] ,体现

为 Fisher信息矩阵条件数极大. 若直接采用文献 [ 5 ]中的

Gauss2Newton方法求解 ,不仅对初始估计要求高 ,且由于弱可

观测性导致滤波极易发散.文献 [6 ]采用更稳健的 Levenberg2
Marquardt方法 ,比较复杂 ,且在非常不利条件下结果也并不理

想.通过对实际情况的分析 ,本文提出只约束位置的改进

Gauss2Newton方法求解问题 ,并采用仿真实验进行分析.

2　运动与测量方程
　　设目标在 ECI坐标系下位置为 r = ( rx , ry , rz ) T ,速度为

Ûr = ( Ûrx , Ûry , Ûrz)
T ,则 t 时刻运动状态记为 x ( t ) = ( r′( t ) ,

Ûr′( t) ) T .根据二体运动的微分方程有[4 ]

r̈ ( t) = - μ r ( t)

‖r ( t) ‖3 (1)

其中μ为地球引力常数 ,且μ= 31986012×105km3/ s2 .式 (1)是

个二阶的微分方程组 ,一旦确定了参考时刻 tr目标运动状态

的 6个分量 (即 6个积分常数) ,方程就完全确定了.记 tr时刻

运动状态为 xr = x ( tr) = ( r′( tr) , Ûr′( tr) ) T ,则目标运动方程记

为

x ( t) = f ( xr , tr , t) (2)

显然 f ( Ó)是非线性的 ,可以采用数值积分方法计算 ,也可以

直接采用文献[4 ]中的方法.

假定自由飞行段目标的红外辐射被 Ns 个星载红外探测

器依次观测到 ,共 M组视线观测 ,分别对应于 t1 , t2 , ⋯, tM 时

刻 ,且对应的卫星位置矢量分别为 sn
s

(1) ( t1 ) , sn
s

(2) ( t2 ) , ⋯,

sn
s

( M) ( tM) ,其中下标 ns ( k)对应 tk 时刻获得 LOS测量的卫

星 ,则测量方程为

　　z ( k) = h ( xr , tr , tk , sn
s

( k) ( tk) ) + w ( k) ,

k = 1 , ⋯, M ,1≤ns ( k) ≤Ns　(3)

其中 , z ( k)是二维矢量 ,表示 tk 时刻 LOS测量的方位角 a ( xr)

与俯仰角 e ( xr) . w ( k)是传感器的测量噪声 ,它是零均值的高

斯随机过程 ,且方差矩阵 Rk 已知.假定测量独立 ,且 Ns 个传

感器有同样的测量误差方差. h ( xr , tr , tk , sn
s

( k) ( tk) )简单记为

hk ( xr) ,将卫星位置矢量 sn
s

( k) ( tk )简单记为 sk = ( skx , sky ,

skz)
T ,则有

hk ( xr) =
ak ( xr)

ek ( xr)
=

arctan
rky ( xr) - sky

rkx ( xr) - skx

arcsin
rkz ( xr) - skz

‖rk ( xr) - sk ‖

, k = 1 , ⋯, M　(4)

其中 ak ( xr)应当转换到 [0 , 2π]中去 ,且卫星位置 sk 已知.方

差矩阵 Rk可以进一步写为
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Rk =

σ2
LOS

cos2 [ ek ( xr) ]
0

0 σ2
LOS

(5)

其中σ2
LOS是角测量误差方差.由此 ,对自由飞行段弹道的估计

就转化为利用测量集 ZM = { z ( k) , k = 1 , ⋯, M}对参考时刻 tr

状态 xr的估计 ,参考时刻 tr可以选为关机点时刻或关机后的

某一时刻.

3　参考时刻状态的估计
311　状态的最大似然估计

对 xr的估计可采用最大似然估计法.测量 zk ( xr)的条件

概率密度为

p[ z ( k) | xr ] = | 2πRk|
- 1

2 exp{ -
1
2

[ z ( k) - hk ( xr) ] TR - 1
K

[ z ( k) - hk ( xr) ]} (6)

测量集 ZM的似然函数为

ΛZM ( xr) = ∏
M

k =1

| 2πRk|
- 1

2 exp{ -
1
2

vT ( xr) v ( xr) } (7)

其中 v ( xr) =

R - 1
21 [ z (1) - h1 ( xr) ]

…

R - 1
2M [ z ( M) - hM ( xr) ] 2 M×1

(8)

令 J ( xr) = vT ( xr) v ( xr) ,则 xr的最大似然估计为

xML E
r = arg max

x
r
∈R6
ΛZM ( xr) = arg min

x
r
∈R6

J ( xr) (9)

显然 ,这是非线性最小二乘估计问题.

312　改进的 Gauss2Newton算法

理论上 ,求解式 (9)可以采用 Gauss2Newton方法 ,令

Γ( xr) = [ ¨ x
r
vT ( xr) ] T

　　　　=

Γ1 ( xr)

…

ΓM ( xr)

=

- R - 1
21 [ ¨ x

r
hT

1 ( xr) ] T

…

- R - 1
2M [ ¨ x

r
hT

M ( xr) ] T

2 M×6

(10)

其中 ¨ x
r

= [
9

9rx ( tr)
9

9ry ( tr)
9

9rz ( tr)
9

9 Ûrx ( tr)
9

9 Ûry ( tr)
9

9 Ûrz ( tr)
] T

如果给定初始估计 xML E
r , (0) ,则可通过迭代求解 xML E

r .设 xML E
r , ( n)为

第 n次迭代结果 ,则求解式 (9)的问题转化为求解一个二次

型的极小值.即

xML E
r , ( n) = arg min

x
r
∈R6

q ( n) ( xr) (11)

其中 q ( n) ( xr) =ωT
( n) ( xr)·ω( n) ( xr) (12)

而 ω( n) ( xr) = v[ xML E
r , ( n) ] +Γ( n) ( xr) ( xr - xr , ( n) ) (13)

则参考时刻状态 xr的最大似然估计为

xML E
r , ( n + 1) = xML E

r , ( n) - [ΓT
( n) ( xr)Γ( n) ( xr) ] - 1ΓT

( n) ( xr) v[ xML E
r , ( n) ]

(14)

在本文的弱可观测条件下 ,直接采用式 (14)不可行.主要

问题在于 , Fisher信息矩阵ΓT
( n) ( xr)Γ( n) ( xr)是一个病态矩

阵 ,条件数极大 (矩阵关于 22范数的条件数定义为最大与最
小奇异值之比 ,通常条件数小于 103 的矩阵为良态矩阵) ,矩

阵接近奇异 ,从而在求解 [ΓT
( n) ( xr)Γ( n) ( xr) ] - 1时得到的解

严重失真 ,致使迭代发散.因此 ,必须寻求更加稳健可靠的方

法.

文献 [6 ]采用了 Levenberg - Marquardt 方法求解式 (9) ,即

将式 (14)修正为

　xML E
r , ( n + 1) = xML E

r , ( n) - [ΓT
( n) ( xr)Γ( n) ( xr) +λI6 ] - 1

·ΓT
( n) ( xr) v[ xML E

r , ( n) ] (15)

其中 , I6是 6阶单位矩阵 ,λ为正的常数且根据一定规则不断

进行调整[6 - 8 ] ,λI6称为阻尼项.采用文献[6 ]中的 L2M方法能

够解决大部分问题 ,获得一致和有效的估计 ,但仍然存在不

足.一是采用的初始化方法较粗略 ,而且在某些很不利的条件

下 (如单个卫星观测)收敛很慢 ,并且可能收敛于鞍点 ,迭代仍

然无法进行下去 ;二是方法比较复杂 ,需要不断根据规则调整

阻尼因子λ.

令 xr = [ r′r , Ûr′r ] T ,且将 Jacobian矩阵Γ( n) ( xr)分块写成

Γ( n) = [Γp , ( n) 　…　Γv ( n) ] (16)

其中

Γp , ( n) = [ ¨ r
r
vT ( xr) ] T ,Γp , ( n) = [ ¨Ûr

r
vT ( xr) ] T

则 Fisher矩阵可写成

ΓT
( n) ( xr)Γ( n) ( xr) =

ΓT
p , ( n)Γp , ( n) ΓT

p , ( n)Γv , ( n)

ΓT
v , ( n)Γp , ( n) ΓT

v , ( n)Γv , ( n)

(17)

根据矩阵理论 ,式 (15)中将阻尼项加到对角线元素上可

以改善 Fisher矩阵的条件[8 ] .实际上 ,仿真实验表明 ,子矩阵

ΓT
p , ( n)Γp , ( n)和ΓT

v , ( n)Γv , ( n)各自的条件都比较好 ,其各自对角

线元素数量级相差很小 (仿真中ΓT
p , ( n)Γp , ( n)对角线元素约为

103量级而ΓT
v , ( n)Γv , ( n)对角线元素约为 107 量级) ,因而主要

是子块ΓT
p , ( n)Γp , ( n)与ΓT

v , ( n)Γv , ( n)对角线元素数量级的较大

差异导致了 Fisher矩阵条件数的急剧增大.

由此 ,本文提出了另外一种阻尼修正方法 ,即只修正子块

ΓT
p , ( n)Γp , ( n)的对角线元素来改善 Fisher 矩阵的条件 ,即将式

(17)右边修正为

ΓT
p , ( n)Γp , ( n) +αI3 Γ

T
p , ( n)Γv , ( n)

ΓT
v , ( n)Γp , ( n) ΓT

v , ( n)Γv , ( n)

(18)

由此将式 (15)变为
xML E

r, ( n + 1) = xML E
r, ( n) - [ΓT

( n) ( xr)Γ( n) ( xr) +αD ] - 1ΓT
( n) ( xr) v[ xML E

r, ( n) ] (19)

其中 D =
I3 03×3

03×3 03×3
(20)

而α是一个正的常数 ,可取成与ΓT
v , ( n)Γv , ( n)对角线元素大小

相当的量.

式 (15)中L2M方法实质是将式 (11)的最小二乘估计问题

转化为一个约束的最优化问题[8 ] ,第 n + 1次迭代值 rr , ( n + 1)

被约束于以 rr( n)为中心的超椭球内 ,即

xr , ( n + 1) = arg min
x
r
∈Ω

q( n) ( xr) (21)

其中 Ω= xr| xr∈R6 , ‖xr - xr , ( n) ‖≤δn (22)

Ω被称为由δn 确定的信赖域. 同样 ,本文中式 (19)也将式

(11)的最小二乘估计问题转化为一个约束的最优化问题 ,但

信赖域为Ω′,且
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Ω′= xr| xr∈R6 , ‖rr - rr , ( n) ‖≤δ′n (23)

可以证明[8 ] ,L2M方法能够收敛到稳定点 ,应用类似方法也可

以证明若 Fisher信息阵ΓT ( xr)Γ( xr)正定 ,则式 (19)的方法也

能够收敛到稳定点 ,不赘述.由于计算机字长的影响 ,在观测

条件很差的情况下 , Fisher信息阵ΓT ( xr)Γ( xr)不一定正定.

若 Fisher矩阵不正定 ,则可用 Cholesky强迫正定分解先修正

ΓT ( xr)Γ( xr)
[9 ] ,从而确保式 (19)中矩阵ΓT ( xr)Γ( xr) +αD

的正定性.

在本文的估计问题中 ,可以获得相对误差较小的位置 rr

初始估计 ,而对速度矢量 Ûr r初始估计的相对误差则很大 , G2N

迭代过程主要是更新速度矢量 Ûr r.仿真表明 ,对于位置矢量的

约束在滤波过程中起着主要作用.若固定位置 ,先利用式 (18)

中子块ΓT
v , ( n)Γv , ( n)对速度进行滤波 ,则在有利和不利的观测

条件下都可直接采用 G2N方法得到更好的速度滤波值. 因

此 ,一方面 ,若直接采用式 (15) L2M方法 ,则对位置和速度的

更新都增加了阻尼因子 ,虽然滤波器比较稳定 ,但在非常不利

的观测条件下 (如单星观测)算法效率很低.仿真表明 ,非常不

利的条件下虽然常数λ不断调整 ,L2M方法迭代过程仍常常

停止于鞍点.另一方面 ,式 (19)只对主要影响位置更新的子块

ΓT
p , ( n)Γp , ( n)加阻尼项 ,这样不仅改善了矩阵的条件数 ,保持了

算法的稳定 ,而且又减少对主要影响速度矢量更新的子矩阵

ΓT
v , ( n)Γv , ( n)的阻尼作用 ,从而提高了算法效率.此外 ,仿真表

明 ,由于对位置的约束较严格 ,一般地 ,若选定了正常数α,则

式 (19)的迭代总能稳定进行 ,不用反复调整.

313　Jacobian矩阵的求解

对Γ( xr)的求解关键在于子矩阵Γk ( xr)的求解 ,其中 1

≤k≤M.令式 (4)中

‖rk ( xr) - sk ‖=ρk ( xr) (24)

对式 (4)求梯度 ,则有

Γk ( xr) = - R - 1
2k [ ¨ x

r
h T

k ( xr) ] T

= R - 1
2k

sec ek ( xr)
ρk ( xr)

·[ ( ¨ x
r
rkx) sin ak ( xr) - ( ¨ x

r
rky) cos ak ( xr) ] T

sec ek ( xr)
ρk ( xr)

·[ ( ¨ x
r
ρk ( xr) ) sinek ( xr) - ¨ x

r
rkz ] T

2×6

(25)

其中 , ¨ x
r
rkx 、̈ x

r
rky和 ¨ x

r
rkz分别是 6×3矩阵 ¨ x

r
rT

k ( xr)中的 3

个列向量 ,而 ¨ x
r
rT

k ( xr)可以用数值方法得到 ,也可直接采用

文献[4 ]的方法得到.同理 ,可以求得 ¨ x
r
ρk ( xk) ,且有

¨ x
r
ρk ( xr) = [ ¨ x

r
rT

k ( xr) ]·
[ rk ( xr) - sk ]
ρk ( xr)

(26)

由此 ,根据式 (25)和 (26)可以得到子矩阵Γk ( xr) ,从而根据式
(10)得到 Jacobian矩阵Γ( xr) .

314　状态估计的初始化

本文采用了简单有效的初始化方法 ,适用于单个及多个

卫星观测情况.记式 (4)中

r ( tk) - sk =ρk uk , k = 1 , ⋯, M (27)

其中ρk 是目标到卫星距离 ,而

uk =
r ( tk) - sk

‖r ( tk) - sk ‖
(28)

显然也有 r ( tr) - sr =ρrur (29)

注意到 uk 已知 ,且 uk = [ cosek ( xr) cos ak ( xr) 　cosek ( xr)

sin ak ( xk) 　sin ek ( xr) ] T , k = 1 , ⋯, M.

利用常加速模型描述目标运动 ,任意时刻 tk 目标位置

rk ( xr)为

　r ( tk) = rr + Ûrr ( tk - tr) +
1
2

r̈r ( tk + tr)
2

k = 1 , ⋯, M , k≠r　　(30)

将式 (29)代入式 (30)并利用式 (27)得到

sk - sr = Ûrr ( tk - tr) +
1
2

r¨r ( tk - tr)
2 -ρrur -ρk uk

k = 1 , ⋯, M , k≠r(31)

在式 (31)两边同时使用 uk ( k≠r)进行向量叉乘 (即算子 ª) ,

可以消去ρk uk ( k≠r)项 ,得到

( tk - tr)·( uk ªÛrr) +
1
2

( tk - tr)
2·( uk ª r̈r) -ρr·( uk ª ur)

　　　　　　　　　= uk ª ( sk - sr) , k = 1 , ⋯, M , k≠r (32)

显然 ,当 M≥5时 ,可获得式 (32)的最小二乘解.式 (32)的线

性最小二乘问题矩阵条件数也比较大 ,必须采用 Golub的方

法[8 ]求解.利用式 (32)得到 r̈r、Ûrr和ρr ,将ρr代入式 (29)得到

rr ,由此得到的 xr初始估计值 xr , (0) .

理论上 ,对于单个卫星观测的情况可以采用式 (32)处理 ,

但是实际上此时可观测性非常弱 ,直接求解式 (32)得到的解

严重失真.可以采用更简单的方法直接得到ρr ,再得到 xr , (0) .

首先 ,可以根据先验知识确定‖rr , (0) ‖,而

‖rr , (0) ‖= reff + alt (33)

其中 , reff是地球半径 , alt 是目标的高度 ,一般为几十公里.由

于 reff很大 (约 6371km) ,因此 ,即使设定的 alt (例如可以设 alt

为关机点的大致高度)与真实值差几十公里 , ‖rr , (0) ‖估计

相对误差也较小 ,对于确定初始估计值来讲已经足够.根据几

何关系有

ρ2
r + 2 ( uT

r·sr)ρr + ‖sr‖2 = ‖rr , (0) ‖2 (34)

求解式 (34)取其中大于地球半径 reff的正根就得到ρr.代入式

(29)就得到 rr , (0) ,同样利用式 (27)～ (32)的步骤得到 Ûrr , (0) .

在仿真实验中 ,上述的初始估计方法取得了很好的效果.

315　状态估计误差的方差

令 xtrue
r 表示参考时刻 tr状态的真实值 ,则估计误差方差

的 Cramer2Rao下限为[2 ]

P - 1
CRLB = [Γ( xr) ] T[Γ( xr) ] x

r
= x

true
r

(35)

理论上 ,只有状态变量传递函数及测量方程 h ( Ó)均为

线性函数时 ,最大似然估计才严格无偏 ,且估计误差的方差可

以达到 Cramer2Rao下限 (有效) .本文中处理的是一个非线性

问题 ,在文中的假设条件下 ,最大似然估计只是一致和渐近有

效的[2 ] .因此 ,可以得到最大似然估计问题误差方差的近似表

达式

( PML E) - 1≈ [Γ( xr) ] T[Γ( xr) ] x
r

= x
MLE
r

(36)

4　仿真实验与结果分析
　　仿真实验条件同文献 [6 ] ,考虑单星观测 ( S1)和双星 ( S1
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和 S2)观测两种情况.目标是射程约 1000km的某弹道导弹 ,

参考点时刻 tr 目标在 ECI 坐标系中位置 rtrue
r = ( 3936142 ,

3936142 , 3214107 ) Tkm , 速 度 Ûr true
r = ( - 014028 , 011792 ,

012360) Tkm/ s.假定观测的低轨卫星轨道都为圆形 ,位于赤道

平面上 ,自东向西飞行 ,且海拔高度为 1000km.在 tr时刻 S1在

北纬 0°、东经 0°, S2 位于北纬 0°、东经 90°.观测时间窗取为

60s ,LOS测量的数据采样间隔 Ts 可改变 ,产生不同的测量次

数 M. LOS测量噪声均方根分别取为 5μrad、10μrad和 25μrad ,

分别进行 100次Monte Carlo仿真.

首先检验测量与估计值符合程度. 残差加权平方和

J ( xML E
r )近似服从自由度为 ( mnz - nx)的χ2 分布[2 ,3 ] ,其中 m

为测量次数 , nz为测量量个数 , nx为待估计的参数个数.给定

置信水平 1 - α(取 95 %) ,若估计值与测量值比较符合 ,则 N

次Monte Carlo仿真满足下列检验[2 ,3 ]

�J lb =
χ2

(2 M - 6) N (01025)

N
≤�J ( xML E

r ) =
1
N ∑

n

i =1

J ( i) ( xML E
r )

≤
χ2

(2 M - 6) N (01975)

N
= �J ub (37)

其中 , J ( i) ( xML E
r )表示第 i 次仿真的结果.将仿真结果列成表

1 ,其中 , TS 是观测时间间隔 (取样间隔) ,表中括号外是单星

观测 ,括号内是双星观测.在本文仿真条件下 ,单星由于可观

测性很差 ,个别情况残差稍大 ;而两颗卫星观测情况则完全满

足式 (27) .

表 1　实际测量与估计值符合程度检验

TS

( S)

M

(次)
�J lb

�J ( xML E
r )

σ= 5μrad σ= 10μrad σ= 20μrad
�J ub

10 6 5. 534 71575 (51033) 61667 (61135) 61569 (61198) 61698

6 10 121982 131969 (131037) 141344 (141771) 131607 (131051) 151056

5 12 161843 201060 (181159) 191087 (171203) 161848 (181354) 191195

4 15 221661 241430 (231834) 241750 (231003) 241869 (241418) 251377

3 20 321403 341738 (321415) 341148 (321838) 351243 (321714) 351635

2 30 511982 571406 (521069) 521609 (531283) 551954 (521834) 561056

　　其次 ,研究位置及速度估计误差.仿真实验位置及速度误

差的均方根及对应的 Cramer2Rao 下限分别见图 1～图 4.其

中 ,由于可观测性较差 ,单星观测估计误差较大 ,但基本能达

到 C2R限.在双星观测的情况下 ,仿真值与理论上的 C2R限符

合得非常好 ,几乎完全重合.比较图 1～4可看出 ,由于双星对

可观测性的极大改善 ,大大减小了估计误差.当LOS测量噪声

均方根为 10μard时 ,对参考时刻 tr目标位置估计误差 RMS约

为 0105km ,而速度估计误差 RMS约为 2m/ s.因此 ,采用双星

观测是比较理想的.从图中还可看出 ,减小观测时间间隔 (增

加观测次数)及 LOS测量误差都能提高估计精度 ,而 LOS测

量误差对估计精度影响更大.

图 1　单星观测对位置估计误差　图 2　单星观测对速度估计误差　图 3　双星观测对位置估计误差　图 4　双星观测对速度估计误差

5　结束语
　　本文主要研究空间预警系统利用星载红外传感器的视线

测量估计弹道导弹自由飞行段弹道的问题 ,该问题可转化为

对参考时刻运动状态的估计问题.由于目标运动的弱可观测

性 ,Fisher信息矩阵条件数很大 ,通用的 Gauss2Newton方法是

失效的.因此 ,本文一方面采用简单有效的初始估计方法 ,另

一方面提出了只约束位置的简单修正 Fisher矩阵的改进 G2N

方法 ,克服了单星观测情况下 L2M方法的不足 ,又比 L2M方

法更加简单 ,解决了弹道的估计问题.仿真实验表明 ,本文提

出的方法很稳健 ,对单星或双星观测的情况都有效 ,并能够获

得均方意义下的最优估计.
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