
关于 FCM算法中的权重指数 m的一点注记

于　剑1 ,程乾生2

(11北方交通大学计算机学院 ,北京 100044 ;21北京大学数学科学院信息科学系 ,北京 100871)

　　摘　要 :　模糊 c均值算法 (FCM)是经常使用的聚类算法之一.使用模糊 c均值算法时 ,如何选取模糊指标 m 一

直是一个悬而未决的问题.部分文献根据实验结果建议最佳的权重指数可能位于区间 [1. 5 ,2. 5 ] ,但大多数研究者使

用 m = 2.本文阐述了 FCM算法有效性与聚类有效性之间的理论联系 ,指出如果某个权重指数使得 FCM算法作为聚类

算法不能有效工作 ,则其不能作为最佳的权重指数.据此 ,我们进行了数据实验 ,数据实验结果说明了权重指数的最佳

取值未必位于区间[1. 5 ,2. 5 ] .
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Abstract :　The fuzzy c2means algorithm (FCM) is one of widely used clustering algorithms. It is an open problem how to select

an appropriate fuzziness index m when implementing the FCM. Some researchers have suggested that the best choice for m is probably

in the interval[1. 5 ,2. 5 ] based on their experimental results. In this paper ,we discovered the theoretical connection between the va2
lidity of FCM algorithm as clustering algorithm and clustering validity ,and pointed out that the weighting exponent m is not the optimal

if it makes the FCM not to work properly as a clustering algorithm. According to this analysis ,we carried on one experiment. The ex2
perimental result shows that the optimal weighting exponent in FCM algorithm could not always belong to the range [1. 5 ,2. 5 ] .
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1　引言

　　FCM算法是模糊聚类算法中的一种比较重要的算法 ,其

目标函数Jm含有的权重指数 ,对 FCM算法的聚类效果有重要

影响.但是至少在理论上 ,如何选取合适的权重指数是一个悬

而未决的问题.通过对聚类有效性函数的评估实验 ,文献 [ 2 ]

宣称是最佳的权重指数可能位于区间 [1. 5 ,2. 5 ] ,大多数研究

者使用 m = 2. (其原文为 :“the best choice for m is probably in

the interval[1. 5 ,2. 5 ] ,whose mean and midpoint m = 2 ,have often

been the preferred choice for many users of FCM”) . 2000年 ,文献

[1 ]根据他们的理论设计的实验得出的实验结果 ,作出了如下

断言 :“在实际应用中 m 的最佳取值范围为 [ 1. 5 ,2. 5 ] ,这与

Pal等的实验结论一致”.在下文中 ,我们将从算法的有效性出

发 ,来说明对于某些数据来说 , m 的最佳取值也可能不在区

间[1. 5 ,2. 5 ]之内.

2　算法的有效性和聚类有效性

　　所谓 FCM算法的最佳权重指数 mopt ,应该是指当权重指

数为 mopt时 , FCM算法此时的聚类效果要比权重指数取它值

为最佳.如何评价 FCM算法在不同的权重指数时的聚类效

果 ,属于聚类有效性问题.一般地 ,文献中使用聚类有效性函

数解决这一问题 ,FCM算法聚类效果最好时对应的权重指数

为最佳权重指数 mopt .本文选取划分熵作为聚类有效性函数.

注意到几乎所有讨论聚类有效性的文章 ,都是在假设算法是

有效的基础之上的.因此可以推断最佳权重指数 mopt至少满

足如下条件 :当权重指数为 mopt , FCM算法作为聚类算法应该

是有效的.这实际上是一个非常自然的结论.

但是 ,“FCM算法作为聚类算法是有效的”这一事实意味

着什么呢 ?为此 ,我们先引入文献中的几个著名结果与划分

熵的定义 ,所有的证明均可参考相关文献.

令 X = { x1 , x2 , . . . , xn}是数据集 , u = { uik}是划分矩阵 ,

V = { v1 , v2 , . . . , vc}为其对应的类中心 ,目标函数为 Jm ( u , v ,

X) = ∑
n

k =1
∑

c

i =1

( uik) m ‖xk - vi ‖
2 , 1 < m < + ∞. FCM算法即是

求出使目标函数 Jm 达到最小值的划分矩阵 u = { uik} c×n与类
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中心 V = { v1 , v2 , . . . , vc} ,其中 Π k ∈{ k| 1 Φ k Φ n} , Π i ∈{ i |

1 Φ i Φ c} , xk 属于模糊集合 Xi 的隶属度为 uik ,并满足如下条

件

∑
c

i =1

uik = 1 , uik Ε 0 ,0 < ∑
c

i =1

uik < n.

利用拉格朗日乘子法 ,可求得使 Jm ( u , v , X)达到极小值

的必要条件为[2 ] :

vi =
∑

n

k =1

( uik) mxk

∑
n

k =1

( uik) m

(1)

uik = ∑
c

j =1

‖xk - vi ‖2

‖xk - vj‖
2

1
m - 1

- 1

(2)

因此 ,模糊 c均值聚类算法的基本步骤为如下 :

Step 11固定聚类数 c ,权重指数 m ,最大迭代步数 T和一

个阈值ε,设目标函数 Jm ( u , v , X)的初始值为正无穷 ;

Step 21初始化模糊 c划分矩阵 u ,使其满足约束条件 ;

Step 31使用公式 (1)和计算 c个聚类中心 vi , (1≤i≤c) ;

Step 41计算新的目标函数 Jm ( u , v , X)值.如果它相对上

次目标函数数值的减少量小于阈值或者迭代步数大于 T ,则

算法停止 ;否则 ,用式 (2)重新计算划矩阵 ,返回第 3步.

定理 1[2 ] 　u =
1
c

Ζ vi =
∑

n

k = 1
xk

n
, Π i∈{ 1 ,2 , ⋯, c} ,

Ruspini (1969) [3 ]定义了下面的划分熵 :

Vpe ( u , c) = - ( 1
nlogac

) ∑
n

k =1
∑

c

i =1

uikloga ( uik) ,1 < a < + ∞

定理 2[2 ] 　当 1 < c < n ,

(1) 0 ΦVpe ( u , c) Φ1

(2) Vpe ( u , c) = 0 Ζ u硬划分 ;

(3) Vpe ( u , c) = 1 Ζ u =
1
c

定理 3[4 ]

(1) lim
m→+ ∞

uik = lim
m→+ ∞

‖xk - vi ‖
‖xk - vj‖

2/ ( m - 1) - 1

=
1
c

其中　1 Φ i Φ c ;1 Φ k Φ n

(2) lim
m→+ ∞

vi = lim
m→+ ∞

∑
n

k =1

um
ikxk

∑
n

k =1

um
ik

=
∑

n

k =1

xk

n

其中　1 Φ i Φ c

定理 4[2 ] 　 lim
m→+ ∞

Vpe ( u , c) = 1

由以上定理可以知道 ,当权重指数 m 变得很大的时候 ,

由于 FCM算法选出的聚类结果几乎总是数据集的中心 ,而不

管数据本身具有多么清晰的适合 FCM算法聚类的子类结构 ,

显然此时的 FCM算法已经不可用了 ,即此时的 FCM算法作为

聚类算法已经无效了.

反过来 ,如果存在一个适合于 FCM算法聚类的数据集

X ,有一个有限的权重指数 m ,使得对于 FCM算法选出的聚

类结果几乎总是数据集的中心 ,则此权重指数 m显然不会是

最佳权重指数或最佳权重指数的侯选值.因此 ,“FCM算法作

为聚类算法是有效的”这一事实至少意味着 FCM算法选出的

聚类结果不总是数据集的中心或 u =
1
c

.

下文中 ,将仿照[2 ]中的构造 Normal24的方法构造一个数

据Normal212 ,并用它测试对 FCM算法有效或无效的权重指

数.方法为 :选定一个较大的权重指数 m及 cmax ,如果对满足 2

Φ c Φ cmax条件的任意聚类数 c ,用 FCM算法对数据聚类得到

划分矩阵 u及类中心 V ,都使得 Vpe ( u , c) = 1成立 ,则有 u =

1
c

,可以判断此权重指数 m 不会是最佳权重指数或最佳

权重指数的候选值 ,然后逐步减小权重指数 m 的取值 ,直到

FCM算法对数据的聚类结果不再是数据集的中心.在本文中

的实验中 ,我们采用Matlab5. 3工具箱中提供的 FCM算法 ,其

中迭代步数为 200 ,阈值ε= 1e - 8.

3　实验数据、实验结果与实验分析

　　实验 1　数据为 Normal212 ,其构成如下 :分为 12类 ,每类

含有 150个样本 ,每个样本是一 12维数据 ,类 I 的中心是矩

阵 3×I12的第 I列 ,每类样本皆服从类中心为其均值 ,方差矩

阵为 0. 5×I12的多元正态分布.权重指数的变化范围为 [1. 4 ,

2. 6 ].

实验 1的结果如下 :当权重指数 m 从 1. 4以 0. 1的间隔

增到 2. 6 ,同时聚类数 c从 2增到 17时 ,根据 FCM算法出的

聚类结果得到的 Vpe ( u , c) = 1恒为 1 ,由前面的定理可以知道

FCM算法得出的聚类结果总是数据 Normal212的中心 ,因此 ,

对数据 Normal212来说 ,权重指数属于区间 [1. 4 ,2. 6 ]时 , FCM

算法已经失效了.但是可以看出 ,在几何上 ,数据 Normal212明

显有 12类构成 ,每类具有球型结构 ,应该是适合用 FCM来聚

类的.实际上 ,当 m = 1. 2时 ,FCM算法的聚类效果非常好 ,得

出了与期望值几乎一样的结果.现在 ,我们可以证明 ,当权重

指数属于区间[1. 4 ,2. 6 ]时 ,数据 Normal212的中心是 FCM算

法的一个稳定解.具体证明参考文献 [7 ,8 ] .为了更清楚说明

问题 ,我们构造了一个人造数据 CUBE2S.

实验 2　CUB E2S = { x ∈Rs | x = y + z , Π y ∈A , Π z ∈

B ,} ,这里

A = y = [ y1 , y2 , ⋯, yj , ⋯, ys ]∈Rs
yj = 0 or 1 ,

Π1 Φ j Φs

B = z = [ z1 , z2 , ⋯, zs ]∈Rs

ϖ41 Φ j Φs

such that zj = ±s ,

else zj = 0

显然 , CUB E2S 空间上由 2 s 个类组

成 ,每个类包含 2 s个点.

重复对数据 Normal212 的数值

实验 ,得到实验结果如表 1.

由表 1容易知道 ,实验 2 的更

加清楚说明了本文理论分析的正确

性 ,即对于有些数据来说 ,最佳权重

指数并不位于区间[1. 5 ,2. 5 ].

表 1　CUB E - S 的模糊

指标实验有效值

数据维数 m实验有效值
3 m < 3. 1
4 m < 2. 1
5 m < 1. 7
6 m < 1. 5
7 m < 1. 4
8 m < 1. 34
9 m < 1. 3
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4　结论

　　综上所述 ,我们可以得出如下结论 ,对数据 Normal212来

说 ,最佳权重指数并不位于区间 [ 1. 4 ,2. 6 ] ,这显然有助于人

们对于 FCM算法的理解与正确使用.实际上 ,上述结论并不

仅限于对数据 Normal212和 CUBE2S成立 ,更深入的结果与讨

论可见文[5～8 ] .

另外 ,我们注意到文[1 ]中两种计算最佳权重指数的方法

皆需依赖于数据与聚类数 ,以致于 FCM算法的初值.更重要

的是 ,文[1 ]中两种计算最佳权重指数的方法皆缺乏明确的理

论依据 ,基于模糊决策的方法甚至引入了新的参数 ,对于如何

确定新的参数文[1 ]并没有给出明确的理论说明 ,基于目标函

数拐点的方法 ,更仅仅是由于实验结果的暗示.而本文使用聚

类有效性函数来计算最佳权重指数可能存在的范围 ,显然理

论上消除了聚类数与 FCM算法的初值的影响 ,而且由于定理

124的成立 ,本文的方法理论上得以成立的理由是不言自明

的.但是 ,本文的计算量较大 ,因此 ,直接根据数据 ,理论上给

出一个合理的最佳权重指数可能存在的范围是一件非常有意

义的工作 ,我们目前正在做这方面的工作 ,目前的结果已经体

现在文[7 ,8 ]中.
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