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　　摘　要 :　本文提出了全相位数据空间的概念 ,并基于 DFT/ IDFT滤波导出了一种新型的零相位滤波器———全相

位 DFT(APDFT)数字滤波器.本文给出了它的脉冲响应与相应的 DFT滤波响应向量之间的正、反变换公式 ,证明了这

种滤波器的一些重要性质. APDFT方法兼有窗函数法和频率采样法的优点 ,是一种设计 FIR滤波器的新方法.理论分

析和模拟实验证实 ,其总体性能优于传统方法. APDFT数字滤波器除可用通常的卷积结构实现外 ,也可用一种直接频

域网络实现.本文给出了这种网络结构及其简化算法.这种网络具有实时自设计功能.它可以构成时变系统用于滤波

器传递函数实时可变的场合 ,可以方便地集成为一个长度和频响均可编程的通用零相位数字滤波器 ,而且还可用于实

现严格互补子带滤波.
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De sign and Implementation of All Pha se DFT Digital Filter
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Abstract :　This paper proposes a concept of all phase data space ,and based on the DFT/ IDFTfiltering brings about a new type

of zero2phase filter ,the all phase DFT (APDFT) digital filter. The paper gives the transform and inverse transform between its impulse

response and corresponding DFT response vector ,demonstrates some important properties of this filter. The APDFT method is a new

scheme for FIR filter design ,possessing concurrently the merits of the windowing and the frequency sampling method. It has the advan2
tage of the conventional methods in overall filter characteristics that have been verified by theoretical analysis and simulation experi2
ments. The APDFT digital filter can be implemented with common convolution structure ,and a direct frequency domain network as

well. This paper gives the architecture of the network and an associate simplified algorithm. This network has real2time self2design

function. It can constitute a time2variant system applied to the occasion that requires filter’s transfer function variable in real2time ,can

be easily integrated into a universal zero2phase digital filter with all of its length and frequency response programmable ,and can be

used to realize sub2band filtering with strictly complementary.
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1　引言

　　目前比较成熟的关于 FIR数字滤波器的设计方法有窗函

数法、频率采样法和等波纹逼近法 [1 ,2 ]
.等波纹逼近法能使特

定频带上的纹波均匀 ,但不能精确控制特定频率点上的响应 ,

而且设计过程复杂.频率采样法能精确实现采样点的频率响

应 ,但需要插入过渡点以改善纹波 ,截止频率不易控制 ,过渡

点也需要优化设计.窗函数法需要远大于滤波器长度的频率

采样点数 ,靠加窗截取单位脉冲响应改善纹波 ,不仅牺牲了过

渡带频率特性 ,也使频率采样点上的响应失去控制.若希望既

不插入过渡点 ,也不增加频率采样点 ,在改善纹波的同时 ,保

持采样点的频率响应不变 ,这是传统的滤波器设计理论难以

解决的问题.本文提出的全相位DFT(APDFT)方法为解决这一

问题提供了一条有效的途径.

2　全相位 DFT滤波的原理及其性质

2. 1　全相位数据空间

对于时间序列中的一点 x ( n) ,存在也只存在 N 个包含

该点的具有不同截取相位的 N维向量[3 ] :

X0 = [ x ( n) x ( n + 1) ⋯x ( n + N - 2) x ( n + N - 1) ] T

X1 = Z - 1 X0 = [ x ( n - 1) x ( n) ⋯x ( n + N - 3) x ( n + N - 2) ] T

　　　　　　⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

XN - 1 = Z - N + 1 X0 = [ x ( n - N + 1) x ( n - N + 2) ⋯x ( n - 1) x ( n) ] T

(1)
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其中 Z - j为延时算子.显然 , x ( n)是这些截取向量的交 : x ( n)

= X0∩X1 ∩⋯∩XN - 1 . 按照数据矩阵的常规表示法 ,定义

x ( n)的全相位数据矩阵为

X - N + 1 ,0 ( n) = [ X0 X1⋯XN - 1 ] (2)

其中全部列向量{ X� , �= 0 , 1 , ⋯, N - 1}张成 x ( n)的全相位

数据空间.

212　全相位 DFT滤波

对 x ( n)的全相位数据矩阵 X - N + 1 ,0 ( n)的每个列向量进

行相同的 DFT/ IDFT滤波 :

　　Y�( i) = ∑
N - 1

k =0

W - 1
N ( i , k) [ FN ( k) ∑

N - 1

j =0

WN ( k , j) X�( j) ]

= ∑
N - 1

j =0

HN ( i , j) X�( j) , 　　i , �= 0 ,1 , ⋯, N - 1 (3)

即

Y� = HN X� , 　�= 0 ,1 , ⋯, N - 1 (4)

其中

HN ( i , j) = ∑
N - 1

k =0

W - 1
N ( i , k) WN ( k , j) FN ( k) , i , j = 0 ,1 , ⋯, N - 1

(5)

WN和 W - 1
N 分别为 N ×N 的 DFT和 IDFT变换矩阵 , FN 是所

期望的 N维 DFT滤波响应向量.显然 ,对应点 x ( n)将分别得

到 N个不同的滤波值 : Y�( �) , �= 0 ,1 , ⋯, N - 1.为消除因截

取相位不同而引起的滤波值的歧义性 ,取这 N 个滤波值的均

值作为 x ( n)的滤波输出 ,即

y ( n) =
1
N ∑

N - 1

�=0

Y�( �) (6)

定义 1　x ( n)的全相位DFT滤波输出是全相位数据矩阵

所有列向量的 DFT/ IDF T滤波在该点输出的均值.

设全相位数据矩阵 X - N + 1 ,0 ( n) 的 DFT 滤波输出为

Y- N + 1 ,0 ( n) = [ Y0 , Y1⋯YN - 1 ] ,由式 (4) 、(6) ,显然有

Y- N + 1 ,0 ( n) = HN X - N + 1 ,0 ( n) (7)

y ( n) =
1
N

tr[ Y- N + 1 ,0 ( n) ] (8)

定理 1　x ( n)的全相位列率滤波输出正比于 x ( n)的全

相位数据矩阵 DFT滤波的迹.

213　全相位 DFT数字滤波器

由式 (1) 、(3) 、(6)

　　y ( n) =
1
N ∑

N - 1

�=0
∑
N - 1

j =1

HN ( �, j) x ( n - �+ j)

= ∑
N - 1

τ= - ( N - 1)

hN (τ) x ( n -τ) = hN ( n) 3 x ( n) (9)

其中

hN ( n) =

1
N ∑

N - 1

�= n

HN ( �, �- n) , n = 0 ,1 , ⋯, N - 1

1
N ∑

N - 1+ n

�=0

HN ( �, �- n) , n = - 1 , - 2 , ⋯, - N + 1

(10)

由式 (5)

HN ( �, �- n) =
1
N ∑

N - 1

k =0

FN ( k) ei nk
2π
N = fN ( n) (11)

其中 fN 是 DFT滤波响应向量 FN 的 IDFT.式 (11)代入 (10)得

hN ( n) =
N - | n|

N
fN ( n) = wN ( n) fN ( n) ,

n = 0 , ±1 , ⋯, ±( N - 1) 　(12)

其中 wN ( n)为三角窗函数

wN ( n) =
N - | n|

N
n = 0 , ±1 , ⋯, ±( N - 1)

0 其他
(13)

我们感兴趣的是 FN ( k)和 hN ( n)均为实数的情况.容易证明 ,

若 FN ( k)为实数 ,且对称于 N/ 2 ,即 FN ( k) = FN ( N - k) , k =

0 ,1 , ⋯, N - 1 ,则 fN 也为实对称 :

fN ( n) = fN ( N - n) = fN ( - n) , 　n = 0 ,1 , ⋯, N - 1 (14)

由式 (12)可知 ,此时 hN ( n)为实 ,且具有零相位特性 ,即

hN ( n) = hN ( - n) , 　n = 0 ,1 , ⋯, N - 1 (15)

至此 ,我们得到下面的定理.

定理 2 　当 DFT滤波响应向量 FN 为实对称时 ,全相位

DFT滤波可由一个零相位数字滤波器实现 ,称之为全相位

DFT数字滤波器 ,其单位脉冲响应 hN ( n)可用 FN 的 IDFT关

于原点对称延拓再用三角窗加权产生.即

hN ( n) =
N - n

N
IDFT[ FN ( k) ]

hN ( - n) = hN ( n)
　n , k = 0 ,1 , ⋯, N - 1 (16)

另一方面 ,由零相位数字滤波器的单位脉冲响应 hN ( n)求其

对应的 DFT滤波响应 FN ( k)的反变换公式可由式 (16)得到 :

FN ( k) = DFT
N

N - n
hN ( n) , n , k = 0 ,1 , ⋯, N - 1 (17)

例 1　取 F4 = [1
1
2

0
1
2

] T , ,则由式 (16)可得

　h4 = [ h4 ( - 3) h4 ( - 2) h4 ( - 1) h4 (0) h4 (1) h4 (2) h4 (3) ] T

= [
1
16

0
3
16

1
2

3
16

0
1
16

] T .

而[1
1
2

0
1
2

] T DFT
4

4 - n
[

1
2

3
16

0
1
16

] ,与式 (17)相符.

2. 4　全相位 DFT数字滤波器的性质

定理 3　全相位 DFT数字滤波器是零相位数字滤波器的

一个子集.一个长度为 (2 N - 1)的零相位滤波器是全相位 DFT

数字滤波器的充要条件是其单位脉冲响应 h ( n) ∈R满足

　
h ( n) / h ( N - n) = ( N - n) / n , h ( n) ≠0 , h ( N - n) ≠0

或者　h ( n) = h ( N - n) = 0

　n = 1 ,2 , ⋯, N - 1　(18)

证明　必要性由式 (14) 、(16)可直接看出.为证明充分

性 ,只需证明当式 (18)满足时存在实对称的 DFT滤波响应向

量 FN 即可 ,这一点由式 (17)容易得到.值得指出 ,式 (18)是应

用式 (17)的前提条件.

例 2　由例 1 ,显然 h4 (1) / h4 (3) = 3/ 1 , h (2) = 0 ,满足式

(18) .若任意改变一下 h4 ( n)的元素使式 (18)不满足 ,例如取

h′4 = [
1
16

0
2
16

1
2

2
16

0
1
16

] T ,则按式 (17)计算出来的 DFT滤波

响应向量 F′4不是实对称的 ,所以单位脉冲相应 h′4 ( n)所对

应的不是全相位 DFT数字滤波器.

定理 4　对于 M个子带 DFT滤波响应向量 FN , m , m = 1 ,
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2 , ⋯, M ,若∑
M

m =1

FN , m = [1 1⋯1 ] T = UN ,则它们所对应的全相

位 DFT数字滤波器是严格互补型子带滤波器.

证明　由式 (6)和 (3)易见 , M 个子带滤波输出之和等效

于以全 1向量 UN 作为 DFT滤波响应向量时的全相位 DFT滤

波输出.由式 (16) ,此时等效的全相位 DFT滤波器的单位脉冲

响应为 hN ( n) =δ( n) ,相当于全通滤波器.

例 3 　取 F4 ,1 = [ 1000 ] T、F4 ,2 = [ 0101 ] T 和 F4 ,3 =

[0010 ] T ,可得三子带严格互补滤波器 :

F4 ,1 = [
1
16

1
8

3
16

1
4

3
16

1
8

1
16

] T , 　F4 ,2 = [0
- 1
4

0
1
2

0
- 1
4

0 ] T ,

F4 ,3 = [
- 1
16

1
8

- 3
16

1
4

- 3
16

1
8

- 1
16

] T ,而∑
3

m =1

h4 , m = [0001000] T .

定理 5　长度为 2 N - 1的全相位 DFT数字滤波器的传递

函数在 2π/ N的整数倍频率点上的值等于其 DFT滤波响应向

量的值.

证明　全相位 DFT数字滤波器的传递函数为

　　H(eiω) = ∑
N - 1

n = - ( N - 1)

hN ( n) e - iωn = ∑
N - 1

n = - ( N - 1)

wN ( n) fN ( n) e - iωn

=
1
N ∑

N - 1

k =0

FN ( k) ŵN ω-
2π
N

k (19)

其中 ŵN (ω)是三角窗 wN (ω)的傅立叶变换 :

ŵN (ω) = ∑
N - 1

n = - ( N - 1)

wN ( n) e - iωn =
1
N

sin ( Nω/ 2)
sin (ω/ 2)

2

(20)

将式 (20)代入 (19)得

H(eiω) =
1
N2 ∑

N - 1

k =0

FN ( k) sin ( N (ω- 2πk/ N) / 2)
sin ( (ω- 2πk/ N) / 2)

2

(21)

H(eiω)在ω= 2πm/ N , m = 0 ,1 , ⋯, N - 1 ,的采样值为

H(ei2πm/ N) =
1
N2∑

N - 1

k =0

FN ( k) sin ( m - k)π
sin ( m - k)π/ N)

2

= FN ( m)

(22)

例 4　例 1中的单位脉冲响应 h4 ( n)所对应的传递函数

为 H (eiω) =
1
2

+
3
8

cosω+
1
8

cos3ω,在ω= 0 ,π/ 2 ,π,3π/ 2处

的采样值分别为 1 = F4 (0) , 1/ 2 = F4 (1) , 0 = F4 (2) , 1/ 2 =

F4 (3) .

推论　任何不属于全相位 DFT数字滤波器的零相位滤

波器都可由长度足够大的全相位 DFT数字滤波器实现逼近.

3　FIR滤波器的全相位 DFT设计方法

311　设计步骤

零相位滤波器可以作为全相位 DFT数字滤波器进行设

计.由定理 5可知 ,类似于传统的频率采样法 ,全相位 DFT法

也是基于频率采样点并能精确控制采样点频率响应的设计方

法.其设计步骤如下 :

(1)根据设计要求 ,选择理想的零相位 FIR滤波器的幅度

频率特性 Hg (ω) .由零相位条件 ,该幅频特性对于ω= 0 ,π,2π

皆呈偶对称.

(2)根据对截止频率精度和实现复杂度的要求 ,适当选择

全相位 DFT数字滤波器 hN ( n)的长度 M = 2 N - 1.

(3)在[0 ,2π]区间对 Hg (ω)等间隔采样 ,频率采样点为ω

= 2πk/ N ; k = 0 ,1 , ⋯, N - 1并令 DFT滤波响应为

FN ( k) = Hg (2πk/ N) (22)

(4)按式 (16)求出零相位滤波器 hN ( n) .

众所周知 ,简单地平移 hN ( n)即可得到因果线性相位滤

波器 :

h′N ( n) = hN ( n - N + 1) , n = 0 ,1 , ⋯, M - 1 (23)

可以看出 ,由于不需考虑频率采样点的相频特性 ,因此设

计过程比传统频率采样法[2 ]简捷.

3. 2　与传统频率采样法的性能比较

31211　理论分析　用传统频率采样法设计的线性相位数字

滤波器的传递函数为[2 ]

H(eiω) =
1
N ∑

N - 1

k =0
H ( K) sin ( N (ω- 2πk/ N) / 2)

sin ( (ω- 2πk/ N) / 2)
　e - j ( N - 1) (ω- 2πk/ N) / 2

(24)

是频率采样点 H ( k)与矩形窗谱函数 sin ( Nω/ 2)
sin (ω/ 2)

e - j ( N - 1)ω/ 2的

离散卷积.另一方面 ,由式 (21) 、(22)可知 ,全相位 DFT数字滤

波器的传递函数是频率采样点与三角窗谱函数的离散卷积.

显然 ,后者对于减小吉布斯效应是有利的.因此可以说 ,全相

位DFT法兼有频率采样法和窗函数法的设计优点 ,在滤波性

能的综合评价上将优于传统频率采样法.

3. 2. 2　设计实例 　图 1 示出了在相同频率采样点数 ( N =

17)的情况下 ,用两种方法设计的零相位低通滤波器 (截止频

率ωc =π/ 2)的频率响应曲线 ,其中虚线代表频率采样法 ,实

线代表全相位 DFT法.容易看出 ,无论是在过渡带宽度、阻带

衰减 ,还是在纹波的均匀度方面 ,全相位 DFT法都要优于频

率采样法.在频率采样点受限的应用场合这是有意义的 ,也就

是说 ,根据同样的频率采样点 ,用全相位 DFT法可以设计出

比频率采样法性能全面优越的滤波器 ,当然这时滤波器的长

度要增加约一倍.

图 1　在相同频率采样点下低通滤波器性能比较.

由图 1还可看出 ,与频率采样法不同 ,全相位 DFT滤波器

的纹波无论在通带还是阻带都不会产生过冲 ,这是由于其传

递函数是频率采样点与恒正的三角窗谱函数的卷积.这个性

质对于消除数字滤波器因吉布斯效应引起的过载失真 ,增大

数字处理的动态范围具有重要意义.

为了使设计方法的比较更加全面 ,图 2 示出了在相同滤

波器长度 ( M = 33)的情况下 ,用三种方法设计的零相位低通

滤波器 (截止频率ωc =π/ 2)的频率响应曲线.其中实线代表
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全相位 DFT法 ,频率采样点数 N = 17 ;虚线代表无过渡点的频

率采样法 ,点划线代表为改善纹波在截止频率处增加一个过

渡点的频率采样法 ,二者的频率采样点数均为 M = 2 N - 1 =

33.由图 2可见 ,在过渡带宽度方面 ,全相位 DFT法略大于无

过渡点的频率采样法而甚小于有过渡点的频率采样法 ;在纹

波方面 ,全相位 DFT法接近有过渡点的频率采样法而较无过

渡点的频率采样法有很大改进.因此 ,全相位 DFT法兼取了

有过渡点和无过渡点的频率采样法的优点 ,具有较好的总体

滤波性能.

图 2　在相同长度下的低通滤波器性能比较.

(实线代表全相位DFT法 ,虚线代表无过渡点的频

率采样法 ,点划线代表有过渡点的频率采样法)

4　全相位 DFT滤波器的直接频域实现

4. 1　直接频域网络结构

根据频率采样点 ,按照如前所述的设计步骤计算出单位

脉冲响应之后 ,全相位 DFT滤波器可以采用通常的时域卷积

算法即横向滤波器结构实现[1 ] .除此之外 ,全相位 DFT滤波

还可根据定义 1直接在频域实现 ,图 3示出了全相位 DFT滤

波器的直接频域网络结构[4 ] .除 DFT和 IDFT运算单元外 ,与

时域零相位横向滤波结构相比 ,图 3所示的直接频域网络结

构具有数目相同的延时器和乘法器单元 ,加法器单元减少一

倍.而 DFT和 IDFT可以用 FFT和 IFFT实现 ,这已是很成熟的

技术.

图 3　全相位DFT滤波器的直接频域实现网络结构

利用全相位数据空间相邻向量间的关系 ,图 3点划线内

的 DFT部分可以得到简化.设该 DFT部分在 j时刻的输入和

输出 (从右至左)分别为{ xj (0) , xj (1) , ⋯, xj ( N - 1) }和{ x̂j

(0) , x̂j (1) , ⋯, x̂j ( N - 1) } ,容易证明存在如下递推公式 :

　　̂xj + 1 ( k) = [ xj + 1 ( N - 1) - xj (0) + x̂j ( k) ]ej2πk/ N

k = 0 ,1 , ⋯, N - 1　(25)

这就是说 ,图 3点划线内的 DFT部分可以用 N 个一阶递归网

络实现.利用的共轭对称性 ,一阶递归网络的数目还可以减少

约一半.

4. 2　直接频域网络结构的优点

(1)改变图 3中的 DFT滤波响应 FN ( k) ,即频率采样点的

幅度 ,就能够实时地调节滤波器频率响应 ,因此使全相位 DFT

滤波器具有实时自设计功能.这对于需要实时切换或改变滤

波器频率响应的场合 ,例如频域自适应滤波、自适应编码等有

重要意义.

(2)若对位于图 3下部的输出延时链做抽头输出 ,则可方

便地调节全相位 DFT滤波器的长度.与特点 (1)相结合 ,直接

频域网络结构便于实现频响和长度均可编程的通用线性相位

数字滤波器.

(3)对于窄带滤波器 ,由于大部分 DFT滤波响应 FN ( k)

为零 ,图 3中相应的乘法器可以省掉 ,相应的实现 DFT的一阶

递归网络也可以省掉 ,滤波器结构可得到很大的简化.

5　结论和展望

　　(1)本文提出了全相位数据空间的概念 ,基于该空间的

DFT/ IDFT滤波导出了一种新型的零相位滤波器———全相位

DFT(All Phase Discrete Fourier Transform2APDFT)数字滤波器 ,证

明了它的若干重要性质.

(2)零相位 FIR滤波器可以作为全相位 DFT数字滤波器

进行设计.本文给出了 DFT滤波响应向量与等效滤波器单位

脉冲响应之间的变换公式.全相位 DFT方法是一种 FIR滤波

器设计新方法 ,是对传统频率采样法的改进.理论分析和模拟

实验表明 ,在总体滤波性能上它优于传统的频率采样法 ,广泛

适用于设计各种带宽以及各种频率特性的数字滤波器.

(3)这种滤波器除可用时域卷积实现之外 ,还具有直接频

域实现网络结构 ,本文给出了直接频域实现的简化算法.这种

结构具有实时自设计功能 ,可构成时变系统用于要求滤波器

传递函数实时可变的场合 ,例如频域自适应滤波等.同时 ,它

还便于集成为频响和长度均可编程的通用零相位数字滤波

器.

(4)这种滤波器便于实现严格互补子带滤波 ,在信号内

插、数据压缩和模式识别等领域都有良好的应用前景.
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