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关于样本容量、验前信息与 Bayes决策风险的若干讨论
张湘平 ,张金槐 ,谢红卫

(国防科学技术大学机电工程与自动化学院 ,长沙 410073)

　　摘　要 :　针对工程实际中所普遍存在的小子样问题 ,分析验前信息和样本容量大小对 Bayes决策的影响.将验

前费用和试验费用引入到损失函数中 ,研究样本容量大小、验前信息以及 Bayes决策风险三者之间的关系.并在给定

决策风险上限和总费用的条件下 ,理论上推导样本容量大小、验前信息的可信度、总费用以及 Bayes决策风险关系式 ,

从而为小子样条件下 ,找到验前信息可信度的保证下限提供了理论依据.
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Abstract :　Considering the problem of small samples in engineering ,we analyze the effect of a priori information credibility and

samples in Bayesian statistical decision. The relation of samples , a priori information and Bayesian statistical decision adventure is

studied by introducing a priori cost and testing into the Bayesian loss function. Under the condition of given the decision adventure

limitation and total cost ,two relation formula about samples , a priori information credibility ,total cost and Bayesian statistical decision

adventure have been deduced on theory. Therefore ,under the condition of small samples ,a kind of theorical method to find the bottom2
line of a priori information credibility is presented.
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1　引言

　　在工程实际中 ,小子样问题是普遍存在的.这其中 ,有些

限于条件 (如地震预报 ,历史上只留下少数记录) ;有些取样本

代价太大 (如导弹现场试验、地质勘探等 ,打一发弹或一口井

一般都需要几百甚至几千万人民币) ;有些很难找到样本 (如

不常见疾病的患者样本) .在这种情况下 ,经典的统计方法受

到了严重的挑战. Bayes方法作为研究小子样问题的一种有效

途径 ,多年来一直受到人们的重视 ,并且在许多领域都得到了

很好的应用 ,据近五年 (1997～2001) SCI文献检索 ,与主题词

Bayesian相关的文献记录就达 210余篇 ,表现出勃勃生机.

对于小子样条件下的 Bayes统计决策 ,我们所持的学术

观点是 :Bayes方法不是少用信息 ,而是把小子样条件下的统

计推断问题向验前信息方面转嫁 ,即 :通过获取和综合运用验

前信息来弥补样本信息的不足.然而 ,在工程实际中 ,无论是

获取样本信息 ,还是验前信息都是需要付出代价的 ,对于样本

信息 ,一般主要表现为做 n次试验的费用 ,而对于验前信息 ,

则主要表现为获取历史数据和做阶段性研制试验 (比如 ,仿真

实验、半实物仿真实验、物理仿真等)所需要的费用 ,以下为了

表叙方便 ,权且将这两种费用称为“试验费用”和“验前费用”.

因此 ,如何权衡“费用”与“风险”之间的关系是很重要的.

应该说 ,“费用”与“决策风险”之间的关系是很密切的 ,一

般认为 ,投入的费用 (包括 :“试验费用”和“验前费用”)越多 ,

则获得的样本信息越多 ,验前信息越可信 ,这时 ,Bayes决策风

险也就越小.但实际工程应用中的情况往往是这样 ,即 :任务

双方 (研制方和使用方)已事先确定了决策风险上限和总费

用.因此 ,我们的问题是 :在决策风险上限和总费用一定的条

件下 ,通过合理选定“试验费用”和“验前费用”分别与“样本容

量”和“验前信息”之间的近似函数关系 ,来间接得出样本容量

大小、验前信息以及 Bayes决策风险三者之间的关系 ,从而为

特小子样下 ,找到验前信息的保证下限提供理论依据.

2　损失函数的定义

　　如何选取损失函数 ,是决策理论在应用中的一个关键.在

很多实际场合 ,行为的优劣不一定都能确切地数量化.因此 ,

常常只能在满足一般的合理性的前提下 ,选择那些在数学上

比较实用且易于处理的较简单的函数作为损失函数.不失一

般性 ,我们选择常值损失函数来进行讨论.设有总体{ f ( x ,θ)
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,θ∈Θ} , f ( x ,θ)为总体的密度函数 ,考虑统计假设 :

H0∶θ∈Θ0 ∴ H1∶θ∈Θ1

其中 ,Θ=Θ0 ∪Θ1 ,Θ0 ∩Θ1 =Φ,Θ为整个参数空间 ,Φ表示

空集.于是 ,常值损失函数为 :

L (θ; ai) =
Cii ,θ∈Θi

Cij ,θ∈Θj

; i , j = 0 ,1 (1)

其中 , ai 表示采纳 Hi的行为 ( i = 0 ,1) .

关于式 (1)中常值 ( Cij , i , j = 0 , 1)的确定方法 ,一般可根

据具体应用情况而定 ,比如 ,在导弹落点精度评定中 ,它表示

使用效能.例如 ,对面目标射击 ,它们是用对典型目标 (一般用

圆域目标)发射一发弹之下的相对平均毁伤量来确定的 (它的

计算方法见文[1 ]) .有时 ,人们为了讨论问题方便 ,常采用最

简单的常值损失函数 ,即所谓“0—1”损失函数 ,也就是说 ,当

采取正确的行为时损失为 0 ,而采取错误的行为时损失为 1.

虽然 ,各种定义方法都有其合理的方面 ,但是 ,这些方法一般

都只考虑了未知分布参数性能的损失 ,而没有考虑验前费用

和试验费用的损失 ,这是一个具有一般意义的问题.鉴于以上

分析 ,我们将损失函数定义为 :

L (θ, ai) =
γ1 Cii +γ2 ( c1 + c2) ,θ∈Θi

s1 Cij + s2 ( c1 + c2) ,θ∈Θj

; i , j = 0 ,1 (2)

其中 , Cii ( i = 0 , 1)为采取正确行为时的性能损失 ,一般取为

0 ; Cij ( i , j = 0 ,1 ; i ≠j)为采取错误行为时的性能损失 ; c1 表示

试验费用 , c2表示验前费用 , c表示总费用 ,且 c1 + c2 = c ;γi

( i = 1 ,2)表示采取正确行为时的损失权系数 ,且γ1 +γ2 = 1 ;

si ( i = 1 ,2)表示采取错误行为时的损失权系数 ,且 s1 + s2 = 1.

值得指出的是 ,式 (2)中的“性能损失”和“费用损失”是通过权

系数来实现无量纲相加的 ,权系数γi ( i = 1 , 2)和 si ( i = 1 , 2)

应根据工程实际具体情况来定.下面 ,以导弹落点精度鉴定为

背景 ,来进行具体论述.

3　Bayes决策及风险表示

　　对于导弹落点精度鉴定 ,习惯上采用下列统计假设 :

H0∶σ=σ0 ∴ H1∶σ=ησ0 >σ1 ,η> 1

设 n次试射中的落点偏差为 (ΔXi ,ΔZi) , ( i = 1 ,2 , ⋯n) ,

其中ΔXi ,ΔZi 分别表示第 i 次射击的纵、横向落点偏差的坐

标 ,此处 :ΔXi～N (0 ,σ2) ,ΔZi～N (0 ,σ2) ,并记 :

ri = ΔX2
i +ΔZ2

i , i = 1 ,2 , ⋯, n

假定纵、横向落点互相独立 ,则 : ri～ Releigh分布.即 ri 的概率

密度函数为 :

p ( r) =
1
σ2 re - r

2

2σ2 , r≥0

记 r = ( r1 , ⋯, rn)为 n次射击的落点样本.

另外 ,不失讨论问题的一般性 ,令 Cii = 0 , ( i = 0 , 1)则式

(2)中定义的决策损失分别为 :

Kii =γ2 c

Kij = s1 Cij + s2 c i , j = 0 ,1 ; i≠j
(3)

于是
P( H1| r)

P( H0| r)
=

L ( r;σ1)

L ( r;σ0)
·

P( H1)

P( H0)
(4)

其中 : L ( r;σi ) = r1 ⋯rn (σ2
i )

- n e -
S

2
n

2σ2
i
, S2

n = ∑
n

i =1

r2
i , P ( H0 ) ,

P( H1)分别为 H0 , H1成立的概率 ,即验前概率.而由 Bayes的

决策不等式 :

P( H1/ r)

P( H0/ r)
ρ

accH0

accH1

K10 - K00

K01 - K11
=

s1 C10 + ( s2 - γ2) c

s1 C01 + ( s2 - γ2) c
(5)

其中 acc表示采纳之意 ,并且记
s1 C01 + ( s2 - γ2) c
s1 C10 + ( s2 - γ2) c

为λ,称之

为 Bayes决策的门限.

将式 (4)代入式 (5)不难获得 Bayes决策不等式 :

S2
n ρ

acc. H0

acc. H1

2η2σ2
0

η2 - 1
ln (Γ·η2 n) > J 3 (6)

其中 ,Γ=λ·
P( H0)

P( H1)
=λ·

P( H0)

1 - P( H0)
.

若设 t = S2
n为σ

2的充分统计量 ,则有 :

Ó决策的临界域为 : Z0 = { r : S2
n < J 3 } ,它是采纳 H0 的

域 ; Z1 = { r : S2
n > J 3 } ,它是采纳 H1的域.

Ó决策风险为 :

R =γ2 cP( H0)∫
Z0

1
σ2

0
k2 n ( t/σ2

0) dt + ( s1 C01 + s2 c) P( H1)∫
Z0

1
σ2

1
k2 n

　( t/σ2
1) dt + ( s1 C10 + s2 c) P( H0)∫

Z1

1
σ2

0
k2 n ( t/σ2

0) dt

　+γ2 cP( H1)∫
Z1

1
σ2

1
k2 n ( t/σ2

1) dt

=γ2 cP( H0) K2 n ( J 3 /σ2
0) + ( s1 C01 + s2 c) P( H1) K2 n

　·( J 3 /σ2
1) + ( s1 C10 + s2 c) P( H0) (1 - K2 n ( J 3 /σ2

0) )

　+γ2 cP( H1) (1 - K2 n ( J 3 /σ2
1) ) (7)

式 (7)中 , K2 n (·)为具有 2 n个自由度的χ2分布函数.

值得指出的是 ,以上方法与以往方法的不同之处就在于

将验前费用和试验费用引入到损失函数中 ,这样做的好处将

在 4节中说明 .

4　分析与评论

411　决策门限的合理性

以往由于没有将“验前费用”和“试验费用”引入到损失函

数中 ,所以 ,决策门限一般可由下式确定 :

Γ′=
C10

C01
·

P( H0)

P( H1)
=

C10

C01
·

P( H0)

1 - P( H0)
(8)

由式 (8)可知 ,如果 C10 > C01 ,即是说 ,当 H0为真采纳 H1

所造成的损失大于 H1 为真采纳 H0 所造成的损失.此时将使

Γ′增大 ,从而将引起容易采纳 H0 的后果 (采纳的 H0 区域扩

大了) ;反之 ,当 C10 < C01则将使采纳 H1 的区域扩大.在导弹

落点精度鉴定中 ,无论是研制方还是使用方 (军方)都希望自

己所冒的风险小 ,因此 ,作为研制方往往希望决策门限Γ′大 ;

而使用方却希望决策门限Γ′小.这是导弹落点精度鉴定中 ,

常常容易引起争议的问题.

将式 (8)与式 (6)中的Γ相比较 ,可得 :

　　　Γ =λ·
P( H0)

P( H1) =λ·
P( H0)

1 - P( H0)
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=
C10

C01

s1 +
( s2 - γ2) c

C10

s1 +
( s2 - γ2) c

C01

P( H0)

1 - P( H0)

且令 : V =
s1 +

( s2 - γ2) c
C10

s1 +
( s2 - γ2) c

C01

即有 : Γ=Γ′·V (9)

由式 (9)可知 ,当 C10 > C01 ,虽使Γ′增大 ,但却也使 V 减小了 ,

因此 ,采纳 H0的区域就不会过于扩大了 ;反之 ,当 C10 < C01 ,

虽使Γ′减小 ,但却也使 V增大了 ,因此 ,采纳 H0 的区域将不

会过于减小.所以 ,将验前费用和试验费用引入到损失函数

中 ,对合理确定决策门限是有帮助的.

4. 2　样本容量、验前信息以及决策风险之间的关系

在给定总经费 ( C0)和决策风险的上限 ( R ≤R0)的条件

下 ,由式 (7)可得 :

R0≥γ2 C0 P( H0) K2 n ( J 3 /σ2
0) + ( s1 C01 + s2 C0) P( H1)

K2 n ( J 3 /σ2
1) + ( s1 C10 + s2 C0) P( H0) 1 - K2 n ( J 3 /σ2

0)

+γ2 cP( H1) 1 - K2 n ( J 3 /σ2
1) (10)

在式 (10)中 , K( J 3 /σ2
i) , ( i = 0 ,1)的计算可利用χ2

m 的分布展

式来进行.据文献 (2) ,当 m为偶数时的χ2
m 分布展式为 :

Km (χ2) = 1 - e
-
χ2

2
1 +
χ2

2
+
χ4

2·4 + ⋯+
χm - 2

2·4⋯( m - 2)
(11)

不妨以 n = 1来说明 ,此时有 :

K2 (χ2) = 1 - e
-
χ2

2
(12)

式中 ,χ2 =
J 3

σi
, ( i = 0 ,1) .于是 ,利用以上结果可作如下讨论 :

Ó假设现场试验前无任何验前信息 ,即 : P ( H0) = P( H1)

= 0. 5.此时 ,Γ=λ,则可依据给定的条件 ,由式 (10)确定一个

试验次数 n 3 ;

Ó如果现场试验前有验前信息 ,即 : P ( H0) ≠P ( H1) .此

时 : Γ=λ·
P( H0)

P( H1)
=λ·

P( H0)

1 - P( H0)

则也可依据给定的条件 ,由式 (10)确定一个相应试验次数 n ;

Ó记Δn = n 3 - n ,则Δn为在冒同样决策风险之下 ,利

用验前信息 P( H0) ≠P( H1)与 P( H0) = P( H1) = 0. 5相比较

时所省下的试验次数 .根据以上讨论 ,作进一步的思考 :由于

总费用是由“试验费用”和“验前费用”组成的 ,而“试验费用”

和“验前费用”的多少与“试验次数”的多少和“验前信的可信

度”的高低是密切相关.一般认为它们有如下关系 :

Ó“试验费用”与“试验次数”的多少成比例关系 ,即 :

c1 = n·kn (13)

式中 , kn表示试验一次所需要的费用.

Ó“验前费用”与“验前信息的可信度”的关系是 :无“验前

费用”,则“验前信息的可信度”为零 ;“验前费用”很大 ,则“验

前信息的可信度”接近 1.即可用对数函数来近似表示 (注 :这

种近似关系是参阅文献[3 ]提出的) ,即 :

s = 1 - e - c
2 (14)

式中 , s为“验前信息的可信度”.

由式 (14)可得 : c2 = ln
1

1 - s
.于是由 c1 + c2 = C0 的关系 ,可

得 : nkn + ln
1

1 - s
= C0 (15)

而由前面的讨论可知 ,当无任何验前信息时 ,则可依据给定的

条件 ,由式 (10)确定一个试验次数 n 3 .这里隐含了 s = 0的情

况 ,所以可由式 (15)确定 kn =
C0

n 3 .再将 kn =
C0

n 3代入式 (15) ,

则有 : s = 1 - e - C
0

( n
3

- n

n
3 ) = 1 - e - C

0
Δn

n
3 (16)

这个结论是有物理意义的 ,即 :在给定总经费 ( C0 )和决

策风险的上限 ( R≤R0)的条件下 ,试验次数越少 ,则对验前信

息可信度的要求会越高.可见在小子样情况下 ,验前信息的高

可信度是 Bayes决策的有力保证.

5　结语

　　本文所得到的主要结果是式 (10)和式 (16)这些结果的物

理意义与工程中的实际情况是一致 ,因此 ,它们对 Bayes统计

决策在实际工程中的应用有重要的指导意义.
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