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1　引言

　　稀疏序列[1 ]在数字信号处理 ,特别是在隐藏技术 [2 ]中有

广泛的应用.稀疏序列的伪随机性仍然包括极大的周期、高线

性复杂度、良好的游程分布等 [3 ] .文献 [1 ]给出了一类稀疏序

列 ,并指出此类序列的绝大多数具有很大的最小周期 (由于此

类序列的最小周期是 2的幂 ,因此大的最小周期也意味着大

的线性复杂度) ,但没有说明如何得到最小周期大的序列.本

文给出此类序列的若干实用构造方法 ,使得其最小周期达到

最大.

定义 1[1 ] 　设 a = a0 a1 a2 ⋯是 GF(2)上的序列 ,最小周期

为 P ,在一个最小周期内 1的个数为 M ,称 D = M/ P是序列 a

的密度.若 D ν 1/ 2 ,则称 a为稀疏序列.

定义 2[1 ] 　设有 GF(2)上的 n级 m 序列 a0 a1 a2 ⋯.取集

合{ 1 ,2 , ⋯, n - 1} .对于子集 J < { 1 ,2 , ⋯, n - 1} ,若 at = 1 ,则

输出乘积∏
j∈J

at + j (当子集 J 是空集时 ,定义∏
j∈J

at + j = 1) ;否则

放弃输出 ; t = 0 ,1 ,2 , ⋯.如此得到输出序列 b0 b1 b2 ⋯记为 b

( J) ,称其为基于 m序列 a的自缩乘积序列.

定理 1[1 ] 　设自缩乘积序列族{ b ( J ) , J < { 1 , 2 , ⋯, n -

1} } .则有

(1)每个序列的最小周期都形如 2 l (0≤l≤n - 1) ,因此线

性复杂度大于 2 l - 1 .

(2)任意固定 k = 1 ,2 , ⋯, n - 2 ,最小周期小于 2 n - k的自

缩乘积序列所占的比例不多于 2 - k .

(3)固定 m ,从{ 1 ,2 , ⋯, n - 1}中随机地取出 m个元素组

成子集 J , b ( J)的最小周期小于 2 l的概率记为 Pr( m , l) .则当

m≥l时 Pr( m , l) ≥l时 Pr( m , l) = 1 ;当 m < l 时 Pr( m , l) ≥

( Cm
n - 1 - Cm

l - 1) / Cm
n - 1 .

本文以下将通过设计集合 J 来构造最小周期达到最大

的自缩乘积序列.

2　情形一( J = {1 ,2 , ⋯, k} )

　　引理 1　取定序列 b ( J ) ,取定一个 j ,设 bj = al + 1 al + 2 ⋯

al + k (注意到此时有 al = 1) .则 bjbj + 1 = 11当且仅当 al + 1 al + 2

⋯al + kal + k - 1 = 11⋯11.

证明　由定义 2可知充分性是显然的 .如果 bjbj + 1 = 11 ,

则 bj + 1 = al + 2 al + 3⋯al + k + 1 ,因此必要性也为真.引理 1得证.

引理 2　取定序列 b ( J ) .取定一个 j ,设 bj = al + 1 al + 2 ⋯

al + k (此时有 al = 1) ,则

bj - 1 bj⋯bj + m - 1 bj + m = 01⋯10

当且仅当 al - 1 al ⋯al + m + k - 1 al + m + k = 011⋯10.

证明　这是引理 1的自然推论 .引理 2得证.

定理 2　取定序列 b( J) ,其中 J = { 1 ,2 , ⋯, k} .则在其连

续的 2 n - 1个输出比特中 , b ( J )具有如下的“1”游程分布 :

“1”游程的长度 n - k n - k - 2 n - k - 3 n - k - 4 ⋯ 1

“1”游程的个数 1 1 2 22 ⋯ 2 n - k - 3

因此 b( J)的最小周期为 2 n - 1 .

证明　根据引理 2以及 m2序列的游程分布 ,本定理的结

论是显然的.定理 2得证 .
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3　情形一的第一种推广

　　为了统一起见 ,以下所说的“m2序列 a 的极小多项式 f

( x) = 1 + c1 x + c2 x2 + ⋯+ cn - 1 xn - 1 + xn”总是指 m2序列 a满

足线性递归关系 : at = c1 at - 1 + c2 at - 2 + ⋯+ cn - 1 at - n + 1 +

at - n .对于集合 J ,以下总记 J ( m) = { u| u - m∈J} .对于 j1∈

J , j2∈J , j1 < j2如果不存在 j3 ∈J 使得 j1 < j3 < j2 ,则称 j1 与

j2在 J 内是相邻的 ,并且称 j2 - j1为 j1与 j2在 J 内的距离.

在本节中总设集合 J 满足以下两个条件 :

条件 1　设 k是集合 J 中的最大的元素.对任何 J 内是

相邻的元素 j1与 j2 ,它们的距离 j2 - j1小于 n - k.

条件 2　1∈J .

引理 3　取定序列 b( J ) ,取定一个 j ,设 bj = ∏
u∈J

al + u (此

时有 al = 1) .则 bjbj + 1 = 11当且仅当 al + u = 1对每一个 u∈J

∪J (1)成立.

证明　如果 bjbj + 1 = 11 ,则 bj = ∏
u∈J

al + u = 1 ,说明 al + 1 =

1 ,因此 bj + 1 = ∏
u∈J (1)

al + u ,必要性为真.反之如果 al + u = 1对每

一个 u ∈J ∪J ( 1) 成立 ,则 bj = 1 , al + 1 = 1 ,因此 bj + 1 =

∏
u∈J

al + 1 + u = ∏
u∈J (1)

al + u = 1 ,充分性为真.引理 3得证 .

引理 4　取定序列 b( J ) ,取定一个 j ,设 bj = ∏
u∈J

al + u (此

时有 al = 1) .则 : bjbj + 1 ⋯bj + n - k - 1 bj + n - k = 11⋯10 ,当且仅当

alal + 1⋯al + n - 1 al + n = 11⋯10

证明　根据本情形的条件 1～条件 2以及引理 3 , bjbj + 1

⋯bj + n - k - 1 bj + n - k = 11⋯10当且仅当 :对于 u∈J ∪J (1) ∪J

(2) ∪⋯∪J ( n - k - 1)总有 al + u = 1成立 ,且对于 u∈J ( n -

k)不总有 al + u = 1.但

J ∪J (1) ∪J (2) ∪⋯∪J ( n - k - 1) = { 1 ,2 , ⋯, n - 1}

J ( n - k) - { J ∪J (1) ∪J (2) ∪⋯∪J ( n - k - 1) ∪} = { n}

因此 bjbj + 1 ⋯bj + n - k - 1 bj + n - k = 11 ⋯10 ,当且仅当 al al + 1 ⋯

al + n - 1 al + n = 11⋯10.引理 4得证.

定理 3　取定序列 b( J) ,其中集合 J 满足条件 1和条件

2.则在其连续的 2 n - 1个输出比特中 , b ( J )具有唯一长度为 n

- k的“1”游程.因此 b( J)的最小周期为 2 n - 1 .

证明　设 bj = ∏
u∈J

al + u (注意到此时有 al = 1) .由引理 4 ,

bjbj + 1⋯bj + n - k - 1 bj + n - k = 11 ⋯10 ,当且仅当 alal + 1 ⋯al + n - 1

al + n = 11⋯10.注意到 m2序列 a在其一个最小周期内有唯一

的最长“1”游程 ,长度为 n.这就是说 ,当 alal + 1 ⋯al + n - 1 al + n

= 11⋯10时 ,必有 al - 1 = 0.此时 bj - 1只能为 0 ,否则与引理 3

矛盾.故当 j跑遍{ 0 ,1 ,2 , ⋯2 n - 1 - 1}时 ,有唯一的 j使得 bj - 1

bjbj + 1⋯bj + n - k - 1 bj + n - k = 011⋯10.定理 3得证

此外不难证明 ,长度为 n - k 的“1”游程是序列 b ( J )最

长的“1”游程.

4　情形一的第二种推广

　　设集合 J 满足以下两个条件 :

条件 411　J = J0∪{ m + 1} ,设 k 是集合 J0 中的最大的

元素 ,对任何 J0内相邻的元素 j1 与 j2 ,它们的距离 j2 - j1 小

于 m - k ,且 m - k = n - m.

条件 412　1∈J .

引理 5　取定序列 b( J) ,其中集合 J 满足条件 411和条

件 412.则 b ( J)的输出比特不会有连续 m - k + 1个“1”.

证明 　取定一个 j ,设 bj = ∏
u∈J

al + u (注意到此时有 al =

1) . 则类似于引理 3 和引理 4 的证明容易得到 : bjbj + 1 ⋯

bj + m - k - 1 bj + m - k = 11⋯11当且仅当 al + u = 1对每一个 u∈J

(1) ∪J (2) ∪⋯∪J ( m - k)成立.但

　J ∪J (1) ∪J (2) ∪⋯∪J ( m - k) = ( J0 ∪J0 (1) ∪J0 (2) ∪⋯

∪J0 ( m - k) ∪{ m + 1 , m + 2 , ⋯, m + 1 + m - k} = { 1 ,2 , ⋯,

m} ∪{ m + 1 , m + 2 , ⋯, n + 1} = { 1 ,2 , ⋯, n + 1}

这说明 m2序列 a有长度大于 n的“1”游程 ,矛盾.引理得证.

引理 6　取定序列 b( J) ,其中集合 J 满足条件 411和条

件 412.取定一个 j ,设 bj = ∏
u∈J

al + u (此时有 al = 1) .则 bjbj + 1⋯

bj + m - k - 1 = 11⋯1当且仅当 : al + u = 1对每一个 u∈{ 1 ,2 , ⋯,

m - 1} ∪{ m + 1 , m + 2 , ⋯, n}成立 ;且 al + m = 0.

证明　注意到{ 1 ,2 , ⋯, m - 1} ∪{ m + 1 , m + 2 , ⋯, n} = J

∪J (1) ∪J (2) ∪⋯∪J ( m - k - 1) .类似于引理 3和引理 4的

证明 ,充分性为真. 如果 bjbj + 1 ⋯bj + m - k - 1 = 11 ⋯1 ,则显然

bj + 1 = ∏
u∈J (1)

al + u , bj + 2 = ∏
u∈J (2)

al + u , ⋯, bj + m - k - 1 =

∏
u∈J ( m - k- 1)

al + u ; al + u = 1对每一个 u∈{ 1 ,2 , ⋯, m - 1} ∪{ m +

1 , m + 2 , ⋯, n}成立.此时必须有 al + m = 0 ,不然 al + u = 1对每

一个 u∈{ 0 ,1 ,2 , ⋯, n}成立 ,即 m2序列 a有长度大于 n的“1”

游程.必要性为真.引理 6得证.

定理 4　取定序列 b( J) ,其中集合 J 满足条件 411和条

件 412.又设 m2序列 a的极小多项式 f ( x) = 1 + c1 x + c2 x2 +

⋯+ cn - 1 xn - 1 + xn 满足 cn - m = 1.则在其连续的 2 n - 1个输出

比特中 , b ( J)具有唯一的最长“1”游程 ,其长度为 m - k.因此

b ( J)的最小周期为 2 n - 1 .

证明　因为 cn - m = 1 ,所以 m2序列 a存在这样的 l ,使得 :

al + u = 1对每一个 u∈{ 0 , 1 ,2 , ⋯, m - 1} ∪{ m + 1 , m +

2 , ⋯, n}成立 ;且 al + m = 0.又显然这样的 l在{ 0 ,1 ,2 , ⋯,2 n -

2}中是唯一的.取定此 l ,设 bj = ∏
u∈J

al + u .由引理 6 , bjbj + 1 ⋯

bj + m - k - 1 = 11⋯1 , bj - 1 = 0 , bj + m - k = 0 ,且这样的 j在{ 0 ,1 ,2 ,

⋯,2 n - 1 - 1}中是唯一的.定理 4得证

定理 4还可以进一步推广 .有如下的

推论 1　取定序列 b ( J ) ,其中集合 J 满足以下两个条

件 :

(1) J = J0 ∪{ m + 1} ,设 k是集合 J0 中的最大的元素 ,对

任何 J0内相邻的元素 j1与 j2 ,它们的距离 j2 - j1小于 m - k ,

且 m - k = n - 1 - m + M ,其中 M为正整数 ;

(2) 1∈J .

又设 m2序列 a的极小多项式 f ( x) = 1 + c1 x + c2 x2 + ⋯

+ cn - 1 xn - 1 + xn 满足 cn - mcn - m + 1 ⋯cn - m - 1 + M = 11 ⋯1.则在

716第　4　期 胡予濮 :一类稀疏序列的最小周期



其连续的 2 n - 1个输出比特中 , b ( J)具有唯一的最长“1”游程 ,

其长度为 m - k.因此 b ( J)的最小周期为 2 n - 1 .

证明　类似于引理 5 , b ( J)的输出比特不会有连续 m - k

+ 1个“1”.

类似于引理 6 ,我们有 :设 bj = ∏
u∈J

al + u (此时有 al = 1) ,则

bjbj + 1⋯bj + m - k - 1 = 11 ⋯1 当且仅当 : al + u = 1 对每一个 u ∈

{1 ,2 , ⋯, m - 1} ∪{ m + 1 , m + 2 , ⋯, n - 1 + M}成立 ;且 al + m

= 0.

因为 cn - mcn - m + 1⋯cn - m - 1 + M = 11⋯1 ,所以 m2序列 a存

在这样的 l ,使得 :

al + u = 1对每一个 u∈{ 0 ,1 ,2 , ⋯, m - 1} ∪{ m + 1 , m +

2 , ⋯, n - 1 + M}成立 ,且 al + m = 0.又显然这样的 l在{ 0 ,1 ,2 ,

⋯,2 n - 2}中是唯一的.取定此 l ,设 bj = ∑
u∈J

al + u .由以上的讨

论得知 , bjbj + 1⋯bj + m - k - 1 = 11⋯1 , bj - 1 = 0 , bj + m - k = 0 ,且这

样的 j在{ 0 ,1 ,2 , ⋯,2 n - 1 - 1}中是唯一的.推论 2得证.

5　情形二( J = {2 ,3 , ⋯, k} , k≥3)

　　引理 7　取定序列 b ( J ) ,取定一个 j ,设 bj = al + 2 al + 3 ⋯

al + k (注意到此时有 al = 1) .则 bjbj + 1 bj + 2 = 111当且仅当以下

两种情况之一发生 :

(1) al + 1 al + 2⋯al + kal + k + 1 al + k + 2 = 11⋯111 ;

(2) al + 1 = 0 , al + 2⋯al + k + 1 al + k + 2 al + k + 3 = 1⋯111.

证明　由定义 2可知 ,情况 (1)发生时 bjbj + 1 bj + 2 = 111 ;情

况 (2) 发生时 bj + 1 = al + 4 al + 5 ⋯al + k + 2 , bj + 2 = al + 5 al + 6 ⋯

al + k + 3 ,因此也有 bjbj + 1 bj + 2 = 111 ;充分性为真.

设 bjbj + 1 bj + 2 = 111.此时必有 al + 2 al + 3 = 11.当 al + 1 = 1

时 , bj + 1 = al + 3 al + 4 ⋯al + k + 1 , bj + 2 = al + 4 al + 5 ⋯al + k + 2 ,因此

al + 1 al + 2⋯al + kal + k + 1 al + k + 2 = 11⋯111 ,当 al + 1 = 0时 , bj + 1 =

al + 4 al + 5 ⋯al + k + 2 , bj + 2 = al + 5 al + 6 ⋯al + k + 3 ,因此 al + 2 ⋯

al + k + 1 al + k + 2 al + k + 3 = 1⋯111.必要性为真. 　引理 7得证 .

引理 8　取定序列 b ( J ) ,取定一个 j ,设 bj = al + 2 al + 3 ⋯

al + k(此时有 al = 1) . 则对于任何固定的 m ≥3 , bjbj + 1 ⋯

bj + m - 1 bj + m = 11⋯10当且仅当以下两种情况之一发生 :

(1) al + 1 al + 2⋯al + k + m - 2 al + k + m - 1 = 11⋯11 , al + k + m = 0 ;

(2) al + 1 = 0 , al + 2 ⋯al + k + m - 2 al + k + m - 1 al + k + m = 1⋯111 ,

al + k + m + 1 = 0 ;

证明　由引理 7的证明可知充分性是显然的 .

设 bjbj + 1⋯bj + m - 1 bj + m = 11⋯10.此时 al + 1 al + 2 al + 3的取

值只有两种可能 : al + 1 al + 2 al + 3 = 111或 al + 1 al + 2 al + 3 = 011.

当 al + 1 al + 2 al + 3 = 111时 ,由递推过程容易得 :

bj + 1 = al + 3 al + 4⋯al + k + 1 , bj + 2 = al + 4 al + 5⋯al + k + 2 ⋯bj + m - 1 =

al + m + 1 al + m + 2 ⋯ al + k + m - 1 , bj + m = al + m + 2 al + m + 3 ⋯

al + k + m .

因此 al + 1 al + 2⋯al + k + m - 2 al + k + m - 1 = 11⋯11 , al + k + m = 0.

当 al + 1 al + 2 al + 3 = 011时 ,由递推过程容易得 :

bj + 1 = al + 4 al + 5⋯al + k + 2 , bj + 2 = al + 5 al + 6⋯al + k + 3 , ⋯, bj + m - 1

= al + m + 2 al + m + 3 ⋯al + k + m , bj + m = al + m + 3 al + m + 4 ⋯

al + k + m + 1 .

必要性为真.引理 8得证.

定理 5　取定序列 b( J ) ,其中 J = { 2 ,3 , ⋯, k} , k ≥3.设

m2序列 a的极小多项式为 f ( x) = 1 + c1 x + c2 x2 + ⋯+ cn - 1

xn - 1 + xn .

(1)如果 cn - 1 = 0 ,则 b( J)在连续 2 n - 1个输比特中有唯一

的最长“1”游程 ,长度为 n - k ;

(2)如果 cn - 1 = 1 ,则 b( J)在连续 2 n - 1个输出比特中有唯

一的最长“1”游程 ,长度为 n - k + 1.而无论如何 , b ( J )的最

小周期均为 2 n - 1 .

证明　取定一个 j ,设 bj = al + 2 al + 3⋯al + k .

(1)由引理 8得 , bjbj + 1 ⋯bj + n - k - 1 bj + n - k = 11⋯10 ,当且

仅当以下两种情况之一发生 :

①alal + 1 al + 2⋯al + n - 2 al + n - 1 = 111⋯11 , al + n = 0 ;

②al = 1 , al + 1 = 0 , al + 2 ⋯al + n - 2 al + n - 1 al + n = 1 ⋯111 ,

al + n + 1 = 0.

注意到 a是 n级 m2序列.因此当 l 跑遍{ 0 ,1 ,2 , ⋯,2 n - 2}时

情况 ②不会出现 ,而情况 ①只出现唯一一次 ,且此时必须有

al - 1 = 0.又注意到 cn - 1 = 0 ,故必须有 al - 2 = 0.再根据引理 8 ,

bj - 1 = 0.

(2)由引理 8得 , bjbj + 1⋯bj + n - kbj + n - k + 1 = 11⋯10当且仅

当以下两种情况之一发生 :

①alal + 1 al + 2⋯al + n - 1 al + n = 111⋯11 , al + n + 1 = 0 ;

②al = 1 , al + 1 = 0 , al + 2 ⋯al + n - 1 al + n al + n + 1 = 1 ⋯111 ,

al + n + 2 = 0.

注意到 a是 n级 m2序列 ,因此当 l 跑遍{ 0 ,1 ,2 , ⋯,2 n - 2}时

情况①不会出现 ,又注意到 cn - 1 = 1 ,故情况 ②只出现唯一一

次 ,再根据引理 8 , bj - 1 = 0.定理 5得证 .

6　情形二的推广

　　在本节中总设集合 J 满足以下两个条件 :

条件 1　设 k是集合 J 中的最大的元素 ,对任何 J 内是

相邻的元素 j1与 j2 ,它们的距离 j2 - j1小于 n - k.

条件 612　1 | J ,2∈J ,3∈J .

以下引理 9和引理 10的证明类似于引理 7和引理 8.

引理 9　取定序列 b( J) ,取定一个 j ,设 bj = ∏
u∈J

al + u ,则

bjbj + 1 bj + 2 = 111当且仅当以下两种情况之一发生 :

①al = 1 , al + 1 = 1 ,且 al + u = 1对每一个 u∈J ∪J (1) ∪J

(2)成立 ;

②al = 1 , al + 1 = 0 ,且 al + u = 1对每一个 u∈J ∪J (1) ∪J

(2)成立 ;

引理 10　取定序列 b ( J) ,取定一个 j ,设 bj = ∏
u∈J

al + u .则

bjbj + 1⋯bj + m - 1 bj + m = 11⋯10 ,当且仅当以下两种情况之一发

生 :

①al = 1 , al + 1 = 1 , al + u = 1对每一个 u∈J ∪J (1) ∪J (2)

∪⋯∪j ( m - 1)成立 , al + m + k = 0 ;

②al = 1 , al + 1 = 0 , al + u = 1对每一个 u∈J ∪J (2) ∪J (3)
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∪⋯∪j ( m)成立 , al + m + k + 1 = 0.

定理 6　取定序列 b ( J ) ,其中 J 满足条件 611 和条件

612.设 m2序列 a的极小多项式为 f ( x) = 1 + c1 x + c2 x2 + ⋯+

cn - 1 xn - 1 + xn .

(1)如果 cn - 1 = 0 ,则 b( J)在连续 2 n - 1个输出比特中有唯

一的最长“1”游程 ,长度为 n - k ;

(2)如果 cn - 1 = 1 ,则 b( J)在连续 2 n - 1个输出比特中有唯

一的最长“1”游程 ,长度为 n - k + 1 ;而无论如何 , b ( J )的最

小周期均为 2 n - 1 .

证明　取定一个 j ,设 bj = ∏
u∈J

al + u .

(1)由引理 10得 , bjbj + 1 ⋯bj + n - k - 1 bj + n - k = 11⋯10当且

仅当以下两种情况之一发生 .

①al + u = 1对每一个 u∈{ 0 ,1} ∪J ∪J (1) ∪J (2) ∪⋯∪J ( n

- k - 1) = { 0 ,1 ,2 , ⋯, n - 1}成立 , al + n = 0 ;

②al + u = 0 , al + u = 1对每一个 u∈{ 0} ∪J ∪J (2) ∪J (3) ∪⋯

∪J ( n - k) = { 0 , 2 , 3 , ⋯, n}成立 , al + n + 1 = 0. n级 m2序列 a

使得情况②不会出现 ,而情况①只出唯一一次 ,且此时必须有

al - 1 = 0.又注意到 cn - 1 = 0 ,故必须有 al - 2 = 0.再根据引理 8 ,

bj - 1 = 0.

(2)由引理 10得 , bjbj + 1 ⋯bj + n - kbj + n - k + 1 = 11⋯10 ,当且

仅当以下两种情况之一发生 :

①al + u = 1对每一个 u∈{ 0 ,1} ∪J ∪J (1) ∪J (2) ∪⋯∪J ( n

- k) = { 0 ,1 ,2 , ⋯, n}成立 , al + n + 1 = 0 ;

②al + u = 0 , al + u = 1对每一个 u∈{ 0} ∪J ∪J (2) ∪J (3) ∪⋯

∪J ( n - k + 1) = {0 ,2 ,3 , ⋯, n}成立 , al + n + 2 = 0.

n级 m2序列 a使得情况①不会出现 ,又注意到 cn - 1 = 1 ,故情

况②只出现唯一一次 .再根据引理 8 , bj - 1 = 0.定理 6得证.

7　结论

　　本文给出了自缩乘积的若干构造方法 ,使得其最小周期

达到最大.这些构造方法是简单实用的.此外我们看到 ,在密

度相同的前提下 ,情形一的“1”游程分布比较偏向于长游程 ,

而将情形一推广以后 ,以及情形二 ,“1”游程分布则更加发散.

情形一和情形二还可以进一步推广 ,使得最小周期达到最大

的同时使得游程分布更加发散.
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