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　　摘　要 : 　在模式识别或分类中 ,从原始模式中提取有效的分类特征是非常重要的.但对于大量的非平稳或时变

信号模式来说 ,如语音 ,雷达 ,地震信号等 ,用于分类的特征往往包含在局部的时2频信息中 ,用一般的变换方法提取有

效的特征比较困难.近年来小波变换在信号处理和特征提取中得到了广泛应用 ,但小波包变换的任意多尺度分解特

性 ,是分析非平稳信号更有效的方法 ,这是由于小波库中包含了丰富的小波包基 ,不同的小波包基具有不同的性质 ,反

映不同的信号特性 ,能获取其他变换所不能获取的信号特征.本文主要研究由给定的训练样本集 ,如何选择最优小波

包基 ,从被识别或分类的信号中提取具有最大可分性的特征.为此提出了应用三种可分性准则 ,即距离准则 ,散度准则

和熵准则选择最优基.通过实验 ,对应用各准则选择最优基提取特征与小波基提取特征的性能进行了比较.
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Abstract :　In pattern recognition or classification ,extracting effective classification features from original pattern signals is very

important. But ,for a great number of non2stationary or time - varying signals ,such as speech ,radar ,earthquake signals ,etc. ,classifi2
cation features are often localized both in time and frequency ,so thus extracting effective features from them by general transformation

methods is very difficult. Wavelet packet transform can provides an arbitrary time2frequency decomposition for the signals ,because a

wavelet packet library contains many wavelet packet bases ,which can handle the different components of a signal. Therefore ,by select2
ing a suitable basis ,the effective features can be extracted. This paper is mainly concerned with extracting effective features from the

recognized or classified signals by selecting wavelet packet basis via given training sample sets. Three separability criteria ,i . e. ,dis2
tance criterion ,divergence criterion and entropy criterion ,are used for selecting the best basis. The performance of features extraction

by wavelet packet transform is compared with that by wavelet transform through experiments.
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1　引言

　　特征提取是模式识别或分类中的核心问题 ,它直接影响

到分类器的设计和性能.如果不同类别的特征差别较大 ,就比

较容易设计出较好性能的分类器.所以对识别或分类来说关

键不在于完整地描述模式 ,而是提取模式中有效的分类特征.

所谓有效分类特征就是不同模式类差别较大的特征.但这些

特征在原始特征域通常不易被观察或检测.特征提取就是通

过变换 (通常是线性变换)的方法 ,使这些重要的特征在变换

域显示出来 ,去掉对分类无意义的信息 ,这样把原始的高维空

间变为低维的特征空间.一般被识别或分类的模式都是非平

稳或时变信号模式 ,如语音、雷达、地震信号等.在这些信号

中 ,通常都包含长时低频和短时高频不同尺度的信号.用于分

类的特征往往包含在局部的时2频信息中 ,用一般的变换方法

很难提取这些信号的重要特征.傅里叶变换 (DFT)是一种纯

频率变换 ,具有最优的频率分辨率 ,而最差的时间分辨率 ,不

能提供任何局部时间段上的频率信息 ,所以用于提取时变信

号的特征通常效果不佳.短时傅里叶变换 (STFT)具有时2频分
析能力 ,但时2频单元 (窗)是固定的 ,海森堡测不准原理说明

时2频窗的面积不小于 1/ 4π,这样很难找到一个“好的”窗适用

于提取包含不同尺度信号的特征.近年来小波变换 (WT)在信

号处理和特征提取中得到了广泛应用 ,WT是一种多尺度分

解的时2频局域变换 ,可分析包含不同尺度的信号 ,但用于特

征提取 ,固定的时2频分解形式并不是最优的.如在某些情况
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下高频端频率分辨率低就是一个缺点.而小波包变换 (WPT)

对信号具有任意的多尺度分解形式 ,小波包库包含了丰富的

小波包基 (其中包含了小波基和类似于 STFT的子带基) ,不同

的小波包基具有不同的性质 ,反映不同的信号特性 ,能提供其

他变换所不能提供的信号的重要特征.因此根据类别可分性

准则 ,选择一个最优的小波包基 ,提取有效的分类特征是可能

的.由 R. R. Coifman and M. V. WickerHauser根据熵准则提出的

最优基选择方法主要用于信号压缩 [1 ] ,在应用最优基特征提

取方面 ,文[2 ,3 ]根据文 [ 1 ]的准则选择最优基提取特征 ,文

[4 ,5 ]提出了基于训练样本集的 Local Discriminate Bases (LDB)

准则选择最优基 ,文 [6 ]应用类似于不同的子带基提取特征.

在本文提出了应用距离准则、散度准则和熵准则选择小波包

基.由给定的训练样本集对信号进行小波包分解后 ,按上述准

则选择小波包基 ,把该小波包基变换对应的具有最大可分性

的部分小波包系数作为特征矢量.

小波包由 Coifman ,Meyer ,Quaker ,Wickerhauser (CMQW)提

出.为后面分析的需要 ,这里简单介绍小波包基的概念.如果

{ hg} k∈Z和{ gk} k∈Z是一组共轭镜象滤波器 (QMF)即

∑
n∈Z

hn - 2 khn - 2 l =δkl ,∑
n∈Z

hn = 2 (1)

gk = ( - 1) kh1 - k 　k∈Z (2)

则可定义一系列函数{ un ( t) } ( n = 0 ,1 ,2 , ⋯)满足如下方程

u2 n ( t) = 2∑
k∈Z

hkun (2 t - k)

u2 n + 1 ( t) = 2∑
k∈Z

gkun (2 t - k)

(3)

当 n = 0时 , u0 ( t)即为尺度函数 <( t) , u1 ( t)即为小波函

数Ψ( t) .每一形如 2 - j/ 2 un (2 - jt - k) , j , k∈Z , n∈Z +的函数

称作一个小波包函数 ,其集合{ 2 - j/ 2 un (2 - jt - k) , j , k ∈Z , n

∈Z + }称为一个小波包库.其中 j 是尺度参数 , k 是平移参

数 ,而 n是频率参数.从小波包库中选择能构成 L2 ( R)空间的

一个基函数系称为 L2 ( R)的一个小波包基.对任一固定的 j

值 ,{ 2 - j/ 2 un (2 - jt - k) , k ∈Z , n ∈Z + }均可构成 L2 ( R)的一

个正交基 ,这个正交基与短时 Fourier基类似 ,称为子带基.当

n固定时 ,例如 n = 1时 , u1 ( t) =Ψ( t) ,{ 2 - j/ 2 u1 (2 - j/ 2 t - k) ,

k , j ∈Z}即为 L2 ( R)的标准正交小波基. 而 n = 0 ,则构成

L2 ( R)的一个框架.本文主要研究根据类别可分性准则 ,从小

波包库中选择一个对分类最优的小波包基 ,从与该小波包基

对应的小波包系数中 ,选择一组具有最大可分性的系数作为

模式的特征矢量.

2　基于距离准则的小波包基选择

211　距离准则

在特征空间中 ,一个模式特征矢量可视为该空间中的一

个点 ,模式中的样本集是该空间的一个点集 ,通常样本平均类

间距离越大 ,平均类内距离越小 ,类别的可分性越好.因此样

本之间的距离是研究样本分布和度量类别可分性最直观的准

则.设 c个模式类ω1 ,ω2 , ⋯,ωc的联合特征矢量集为{ x ( i , k)
,

i = 1 ,2 , ⋯, c , k = 1 , 2 , ⋯, Ni } ,其中 x ( i , k) = ( x ( i , k)
1 , x ( i , k)

2 ,

⋯, x ( i , k)
m ) t为ωi 中第 k 个 m 维特征矢量 , Ni 为ωi 类中的特

征矢量数目.我们首先计算ωi 类中所有特征矢量间的平均距

离 Si ,则定义为

Si =
1
2

1
Ni
∑
N

i

j =1

1
Ni - 1∑

N
i

k =1

‖x ( i , j) - x ( i , k) ‖2 (4)

对 Si , i = 1 ,2 , ⋯, c求平均后得到平均类内距离为

Sw =
1
c ∑

c

i =1

Si (5)

式 (4)展开后 ,经推导得到平均类内距离为 [7 ]

Sw =
1
c ∑

c

i =1
∑
m

l =1

1
Ni - 1∑

N
i

k =1

( x
( i , k)
l - μ( i)

l ) 2 (6)

式中

μ( i)
l =

1
Ni
∑
N

i

k =1

x
( i , k)
l

μ( i)
l 为ωi 类样本特征矢量第 l个分量的均值.此外 ,通常

可用类别的均值矢量代表该类别 ,设ωi 类的样本均值矢量为

μ( i) ,样本总体均值矢量为μ,对 c个类别平均类间距离定义

为

Sb =
1
c ∑

c

i =1

‖μ( i) - μ‖2 =
1
c ∑

c

i =1
∑
m

l =1

(μ( i)
l - μl)

2 (7)

式中

μl =
1
c ∑

c

i =1

1
Ni
∑
N

i

k =1

x
( i , k)
l

μl为样本总体均值矢量第 l 个分量.小的平均类内距离

和大的平均类间距离才具有好的可分性 ,因此距离准则定义

为平均类间距离与平均类内距离之比 ,即

JA =
Sb

Sw
=

1
c ∑

c

i =1
∑
m

l =1

(μ( i)
l - μl)

2

1
c ∑

c

i =1
∑
m

l =1

1
Ni - 1∑

N
i

k =1

( x ( i , k)
l - μ( i)

l ) 2

(8)

对于 1维特征 ( m = 1) ,则 JA = JAl

JAl =

1
c ∑

c

i =1

(μ( i)
l - μl)

2

1
c ∑

c

i =1

1
Ni - 1∑

N
i

k =1

( x
( i , k)
l - μ( i)

l ) 2

(9)

式 (9)恰好为单个特征 (分量)的类间均值的方差与类内方差

的均值之比 ,当类别数目 c = 2时 ,简化为 Fisher可分性判据.

212　小波包基选择及特征提取

假定训练样本的小波包系数间是互不相关的 (小波变换

具有较好的去相关性) ,我们以式 (9) JAl为准则选择小波包

基.具体算法为 :

(1)设 c个模式类ω1 ,ω2 , ⋯,ωc 的训练样本集为{ξ( i , k) ,

i = 1 , 2 , ⋯, c , k = 1 , 2 , ⋯, Ni } ,ξ( i , k) = (ξ( i , k)
1 ,ξ( i , k)

2 , ⋯,

ξ( i , k)
m ) t为ωi中第 k 个 m 维样本矢量 , Ni 为ωi 类的样本数.

对ξ( i , k)进行小波分解 ,分解级数 j = 1 ,2 , ⋯, L .第 j级中第 n

个小波包子空间为 Un
j ( j = 1 ,2 , ⋯, L , n = 0 ,1 ,2 , ⋯,2 j - 1) , Un

j

中的小波包系数为{ x ( i , k)
p , p = 1 ,2 , ⋯, Pj} .

(2)按式 (9)计算 Un
j 中第 p个小波包系数 x ( i , k)

p 对应的
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JAp . JAp越大 ,对应的该特征分量可分性越好.如果 Un
j 中所有

JAp ( p = 1 ,2 , ⋯, Pj)的平均值越大 ,则该子空间对分类越有利.

Un
j 中所有 JAp ( p = 1 ,2 , ⋯, Pj)的平均值为

J ( j , n) =
1
Pj
∑
P
j

p =1

JAp

对每个子空间 Un
j ,接上述方法可得到一个对应的 J ( j , n) .

(3)在小波包库中找出使∑
j , n

J ( j , n)为最大值的小波包基 ,

即最优基.该小波包基中所有 m个小波包系数对应的 JAl值为

JA1 , JA2 , ⋯, JAm .对 JA1 , JA2 , ⋯, JAm排序后为 J 3
A1 ≥J 3

A2 ≥⋯≥

J 3
Am .

(4)对待分类或识别的模式按所选择的最优基进行 WPT,

并选择与 J 3
Al～ J 3

Ad ( d < m)对应的一组 WP系数作为特征矢

量.

3　基于散度准则的小波包基选择

311　散度准则

通常根据分类错误概率寻找特征提取的准测或方法存在

一定的困难.而散度用来度量两类模式概率分布之间的不一

致性 ,提供了模式类间可分性信息.在模式为正态分布的情况

下 ,贝叶斯分类错误概率与散度有明确的关系表达式 ,分类错

误概率是散度的单调下降函数.为此我们根据散度的大小选

择小波包基提取特征.两类模式ωi 和ωj 的概率分布之间的

散度 J ij定义为[7 ]

J ij =∫x [ p ( x|ωi) - p ( x|ωj) ]ln
p( x|ωi)

p ( x|ωj)
dx (10)

当ωi和ωj两类模式的概率分布为 m维正态分布 N (μi , Ci)和

N (μj , Cj)时 ,则

　　J ij =
1
2

tr[ ( C - 1
i + C - 1

j ) (μi - μj) (μi - μj)
t

+ ( C - 1
j - C - 1

i ) ( Ci - Cj) ] (11)

如果模式特征矢量 x = ( x1 , x2 , ⋯, xm ) t 的各分量互不相关 ,

则 J ij为

J ij =
1
2 ∑

m

l =1

(μil - μjl)
2

σil
+

(μil - μjl)
2

σjl
+
σil -σjl

σjl
-
σil -σjl

σil

=
1
2 ∑

m

l =1

[ J ij ( l) ] (12)

式中

μil = Ei [ xl ]

σil = Ei [ ( xl - μil)
2 ]

使 J ij最大的特征子集作为模式特征对分离ωi 和ωj 更有利.

对于多类模式ω1 ,ω2 , ⋯,ωc ,则定义散度为

J = ∑
c

i =1
∑

c

j = i+1

J ij (13)

对于式 (13) , J 是由各 J ij相加而得 ,如果其中有一个类别对的

J ij很大 ,就使散度 J 显著偏离 ,因而掩盖了对散度小的那些类

别对的判别 ,因此采用变换散度 J T
ij可以改善这一情况 , J T

ij定

义为

J T
ij = 1 - exp ( - J ij/θ) (14)

式中θ为可调参数.用于多类模式 ,变换散度为

JD = ∑
c

i =1
∑

c

j = i +1

J T
ij (15)

JD比散度 J 有更可靠的多类可分性判别能力.

312　小波包基选择及特征提取

选择小波包基及提取特征矢量具体算法为 :

(1)同 2. 2节 (1) .

(2)对于ωi ,ωj类的ξ
( i , k)和ξ( j , k)

, Un
j 中的小波包系数分

别为{ x ( i , k)
p , p = 1 ,2 , ⋯, Pj}和{ x ( j , k)

p , p = 1 ,2 , ⋯, Pj} ,根据式

(12) ,计算第 p个小波包系数对应的 J ij ( p) .对多类模式变换散

度

JDp = ∑
c

i =1
∑

c

j = i +1

J T
ij ( p)

计算各子空间 Un
j 中小波包系数对应的 JDp的平均值 J ( j , n)

J ( j , n) =
1
Pj
∑
P
j

p =1

JDp

(3)在小波包库中找出使 ∑
j , n

J ( j , n)为最大值的小波包

基 ,该小波包基中所有 m 个小波包系数对应的 JDl值为 JD1 ,

JD2 , ⋯, JDm . 对 JD1 , JD2 , ⋯, JDm排序后为 J 3
D1 ≥J 3

D2 ≥⋯≥

J 3
Dm .

(4)对待识别或待分类的模式 ,按所选择的最优基进行

WPT,并选择 J 3
D1～ J 3

Dd ( d < m)对应的一组 WP系数作为特征

矢量.

4　基于熵准则的小波包基选择

　　对于 c个模式类ω1 ,ω2 , ⋯,ωc 在某些情况下 ,当每个类

别具有同样的均值或均值非常接近时 , E[ x| x∈ωi ]≈ E[ x| x

∈ωj ] ,但方差提供了分类信息.如果各类特征矢量某一分量

的方差很接近 ,则这一分量包含的分类信息就少 ,某一分量的

方差相差越大 ,可分性就越好.因此可用各类特征矢量分量的

方差分散度来度量该分量对分类的重要性.熵可用来作为分

散度的度量[8 ] .

设ωi类特征矢量 x ( i) = ( x ( i)
1 , x ( i)

2 , ⋯, x ( i)
m ) t 的第 l 个分

量的方差为σ( i)
l ,归一化后的方差为

V
( i)
l =
σ( i)

l

∑
c

i =1

σ( i)
l

(16)

因而 ∑
c

i =1

V ( i)
l = 1

表征第 l个分量可分性的熵准则为

J El = - ∑
c

i =1

V ( i)
l lnV ( i)

l (17)

由式 (17)可以看出 ,当第 l 分量的 V ( i)
l ( i = 1 ,2 , ⋯, c)相

等时 , J El达到最大值 ,可分性最差 ,而当各 V
( i)
l 相差越大 , J El

越小 ,可分性越好.根据 2. 2节的算法 ,计算最优基中的 m 个

小波包系数对应的 J E1 , J E2 , ⋯, J Em .对 J E1 , J E2 , ⋯, J Em排序后

为 J 3
E1≤J 3

E2≤⋯≤J 3
Em ,取前 d ( d < m)个值所对应的小波包

系数作为模式的特征矢量.
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5　实验结果

　　为应用上述各准则提取特征与小波基提取特征的可分性

进行比较.这里使用了一组雷达多目标回波数据进行提取飞

机数目特征的实验.实验数据来自于在某引导雷达上现场采

集的某型号歼击机 (多架)视频回波数据 ,信噪比 ( SNR)约为

15dB.包含飞机数目 1～3的 300个样本数据分别作为相应的

3个模式类 .应用 Daubechies3小波进行 4级小波包分解.图 1

( a)为应用距离准则得到的最优基与小波基对应 JA1～ JAm的

分布.图 1 ( b)为相应的 J 3
Al～ J 3

Am .从图 1 ( b)可以看出 ,最优基

的 J 3
A1～ J 3

Ad ( d 为 30 左右)具有较大值 ,并且大于小波基的

J 3
Al～ J 3

Ad .因此 ,应把 J 3
A1～ J 3

Ad对应的小波包系数作为模式的

特征矢量 ,这样可去除多余的不可分信息 ,以降低特征维数.

图 2 ( a)为应用散度准则得到的最优基与小波基对应的 JD1～

JDm分布.图 2 ( b)为相应的 J 3
D1～ J 3

Dm ,从图 2 ( b)看出 ,最优基

的 J 3
D1～J 3

Dd ( d 为 30左右)具有较大值 ,并且大于小波基的

J 3
D1～ J 3

Dd .因此可取 J 3
D1～ J 3

Dd与对应的小波包系数作为模式

的特征矢量.在模式样本类均值相同的情况下 ,可用熵准则提

取特征 ,为此我们把上述每个模式类零均值化后进行了实验 ,

实验结果对应于图 3.图 3 ( a)为最优基与小波基对应的 J E1～

J Em分布.图 3 ( b)为相应的 J 3
E1～ J 3

Em ,从 ( b)看出 ,最优基的

图 1　应用距离准则测试结果. ( a)最优基与小波基对应

的 JA1～JAm分布 ; ( b)最优基与小波基的 J 3
A1～J 3

Am

图 2　应用散度准则测试结果. ( a)最优基与小波基对应

的 J D1～JDm分布 ; ( b)最优基与小波基的 J 3
D1～J 3

Dm

图 3　应用熵准则测试结果. ( a)最优基与小波基对应

的 J E1～J Em分布 ; ( b)最优基与小波基的 J 3
E1～J 3

Em

J 3
E1～ J 3

Em ( d为 30左右)具有较小的数值 ,并且小于小波基的

J 3
E1～ J 3

Ed .可取与 J 3
E1～ J 3

Ed对应的小波包系数作为模式特征

矢量.从上述结果看出 ,最优基变换比 WT能提取更好的可分

性特征.由于实验中所使用的信号模式为低频信号模式 ,所以

可分性信息包含在低频段 ,对于包含高频分量的信号模式 ,最

优基变换更能显示出其优越性.

6　结论

　　由于WPT对信号具有任意的多尺度时 - 频分解特性 ,并

且最优WPT是依赖于信号特性的变换 ,因此比 WT更适用于

提取非平稳信号的局部时 - 频特征.这些特征对于识别或分

类来说往往是重要的特征.本文提出了使用三种可分性准则

选择最优基 ,并对提取飞机数目特征进行了初步实验.从实验

结果看出 ,应用这些准则提取特征优于 WT.三种可分性准则

比较而言 ,距离准则简单直观 ,散度准则更适用于正态分布模

式 ,当模式类别具有同样的均值时可使用熵准则 ,并且使用这

些准则只需根据训练样本集计算模式的两个重要统计量 ,即

均值和方差.但为获得较稳定的特征 ,需较大的训练样本集.
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