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  摘  要:  本文给出了和宽间隔跳频地址码序列相对应的Markov 过程模型,并基于此模型研究了具有实对称特

性的 q元宽间隔跳频地址码序列的一步转移概率矩阵P 和n 步转移概率矩阵P ( n)及 n 步转移概率p ( n)
ij , 给出了最小

间隔 d = 1 时 p ( n)
ij 的解析表达式和d > 1 时以用正交矩阵和特征矩阵来表示的 p ( n)

ij 一般表达式. 然后,根据一般形式的

P ( n)定义了 q 元宽间隔跳频地址码序列的自相关函数和N 步谱. 最后给出了谱分析的理论推导和计算的结果.
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A Study of the Stochastic and Spectral Distribution for the Wide2Interval
Frequency2Hopped Pattern Based on the Markovcs Process
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Abstract:  In this paper, a model based on the Markovcs chain is given for the wide2interval frequency2hopped sequence of q2

states ( q2WDFHS) . Based on the model, the probability distribution of the q2WDFHS can be written out through its 12step and n2step

transition probability matrices P and P ( n) . By deriving the analytical expression of p ( n )
ij and P ( n) , this paper provides the spectral

characteristics of a q2WDFHS.Through the calculation of the spectrum distribution, this paper shows that the spectrum of a q2WDFHS

with smaller interval is flatter and more concentrated on the domain of low frequencies, while those with larger intervals have more

components of high frequency and sharper spectrum distribution.
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1  引言

  宽间隔跳频地址码在实际应用中有诸多好处, 如增强抗

窄带干扰的能力等[1] ,因而从它出现以来研究者颇多. 宽间隔

跳频地址码的生成方法有许多种,如去中间频带法[ 2]、对偶频

带法[ 3]、构造法[ 4~ 7]、平移替代法[ 8] .去中间频带法和对偶频

带法是一种传统的宽间隔跳频方法 ,其实现方法更多地属于

频谱管理的范畴.构造方法一般是应用有限域理论通过严格

的数学推导而来的,因而是以算法实现为基础的. 构造法在宽

间隔跳频地址码的实现上是主要的技术手段.在构造法中,还

有一类称为非重复的跳频地址码产生方法, 其产生的码周期

相对较短,因而在实践中应用较少. 而平移替代法则是基于一

类已经设计好的跳频地址码,通过对其前后跳之间的跳频地

址码施以运算而达到加大其间隔特性的目的. 后两种方法所

得的宽间隔跳频地址码, 一般都是采用各种检测技术方法来

对码序列的特性进行性能评估. 评估跳频地址码的主要目的

就是考察它的随机特性是否良好, 如 V
2
检验

[ 9, 10]
. 而对宽间

隔跳频地址码的评估还有一个附加的指标, 即地址码的宽间

隔特性. 但是由于宽间隔跳频地址码在下一跳的地址码只是

整个跳频频率集的一个子集, 又使人们对其抗截获性有一些

担忧, 即其随机性损失到底如何分析, 损失又有多大. 本文在

理论分析的基础上, 对人们所关心的第一个问题给出一些一

般的结论, 以力图释解一些困惑.如果将一般的跳频地址码序

列看成一个平稳的随机过程, 就可以将宽间隔的跳频地址码

序列和Markov过程相对应. 因此本文的第一部分首先对宽间

隔跳频地址码序列建立了一个Markov 过程模型.

为了研究宽间隔跳频地址码的概率分布和谱特性,需要

建立相应的模型, 下面从宽间隔跳频地址码发生器的Markov

过程开始.

2  宽间隔跳频地址码发生器的Markov过程模型

211 跳频地址码间距离 D

对某族 q 元跳频地址码序列, 记相邻两跳的跳频地址码

分别是 x 和y, 则 D= | x- y | mod q. 严格地说 ,标号为 q 的
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码字和标号为 0 的码字之间的距离应是 q. 但为了后文讨论

的方便, 对传统的定义作一个修改, 对实现并不影响.可采用

扩充跳频集的方法,使其满足以上的定义.

212  跳频地址码序列间隔 d

某族跳频地址码序列的最小码间距离, 称为跳频地址码

序列的间隔,记为 d. 根据该定义可知, 0[ d< ( q- 1) / 2, d 为

整数.

213  宽间隔跳频序列

对某族 q 元跳频地址码序列,若其间隔 d 不小于 1, 则称

其为宽间隔跳频序列.此处的定义包含了非重复跳频地址码

序列在内.

214  模型的建立

2141 1 模型的假设  有一个无限长的满足一维均匀特性的

任意跳间均相互独立的 q 元跳频地址码序列,称为基序列 .

定理 1  对上述基序列, 经过特定算法得到的跳频地址

码序列.若其间隔为 d, 则此跳频地址码序列是一状态为 0, 1,

, , q- 1 的 q 状态Markov 点过程.

证明  记 p ij表示由当前跳的地址码编号为 i 向下一跳的

地址码编号为j 的转移概率. 由假设可知,

当| j - i | mod q\ d 时

pj / i= p ij= E
j为和i的距离超过d的所有
状态,共q- (2d- 1)个

P i# P j=
1

q- ( 2d - 1)
(1)

而当| j - i | mod q< d(共有 2d - 1个)时  pj/ i= pij= 0

由式(1)可知,此过程确是一个齐次的Markov链.

2141 2 宽间隔跳频地址码序列的转移矩阵 P 和转移流图  

由式(1)所表示的转移概率组成的 q 阶方阵,即是我们要求的

转移概率矩阵.如图 1 所示.
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 其中 t= ( q- 2d+ 1)

图 1 q元宽间隔跳频地址码序列( d= 1)的转移概率矩阵示意图

2141 3 转移概率矩阵 P 的性质  根据 Markov 链的理论, 可

知下述性质成立:

性质 1 转移概率矩阵 P 是实对称矩阵, P ( n)也是实对

称矩阵,且有 P= PT, P ( n) = ( P ( n) ) T;

性质 2 p ij的n 步转移概率p ( n)
ij 即等于 P ( n)的第 i 行,第

j 列的元素.

有了以上的模型和性质,我们就可以求出 p ( n)
ij 来, 从而知

道对基序列施以某种运算以后, 到底使原来的地址码序列发

生了怎么样的改变,进而又给宽间隔跳频地址码序列的设计

带来怎样的启示.

3  宽间隔跳频地址码序列的概率分布和谱

  一般地说,求出矩阵 P ( n) ,所有的问题都解决了. 由于 P

和P ( n )的是实对称的, 又为其解析表达式的求出提供了方便.

但是这样的解析表达式十分地复杂, 所以我们在这里只能就

一些极特殊的情形, 给出一个一般解. 而对于大多数的情况,

解析表达式是很难给出的.

311 间隔为 1( d= 1)时的 P ( n )的解析解

为了计算方便, 不妨重写一下 P 的元素, 即 p ii= 0, p ij=

1/ ( q- 1) . 则首先有下述性质定理成立.

定理 2  对任意 n I N, P ( n )的元素只取两个值, 即对角

线上元素的值都相等, 而非对角线元素也取同一值.

可以用数学归纳法来求证, 因该证明虽较简单, 但篇幅却

不小, 在此略去.这就是说, 只要求出两个值就可以了.

推论  d= 1 时,对 P
( n)

, 当对任意自然数,均有:

p ( n)
ii =

1
q
+

( - 1) n

q( q- 1) n - 1 (2)

p ( n)
ij i X j=

1
q
+

( - 1) n+ 1

q( q- 1) n (3)

证明  用数学归纳法. 当 n = 1时, 式( 2)和式 (3)显然成

立.

假定当 n= k 时, 式( 2)、(3)成立. 那么, 当 n = k+ 1 时,

有

p ( k+ 1)
ii = ( p ( k)

ii ) 2+ ( q- 1) @( p ( k)
ij i X j)

2=
1
q
+

( - 1) k+ 1

q( q- 1) ( k+ 1) - 1,

即对 n= k+ 1,式( 2)成立;

同理可证式(3)在 n= k+ 1 时也成立. 由此可知, 式(2)、

式(3)对所有自然数均成立 . 证毕.

312 讨论

(1)  从式( 2)、(3)中可以看出,它们都含有两项,前一项

只和 q 有关, 是一个不随转移步长而变化的常数, 故称为稳

态分布. 而后一项和两个数即 n 和 q 有关, 由于此项中是 n

的函数, 故称其为暂态分布.稳态分布的求法, 我们既可以用

式(2)、(3) ,令 n 趋向于无穷求极限来得到. 也可以不用求出

解析式, 而直接用式(1) , 并根据 P 的对称特性, 求解稳态分

布方程从而得出稳态分布来.

(2)  式(2)、(3)说明, 当 q 很大时, 只要很少几步,就使

P
( n)
和均匀分布相差很小 , 如 q = 32 时, 二步转移概率矩阵

P ( 2)和均匀分布的误差只有
1

q( q- 1)
=

1
992
和

1
q( q- 1) 2

= 1/

30752,差别极其微小. 因此,在实际中要得到一个良好特性的

宽间隔跳频地址码, 即使在 d= 1 的情况下, 也是跳隙数越大

越好;同时需要的间隔越大,则跳隙数也要越大.

313 d> 1 时 P 的稳态解

在求出 P ( n)的解析解之前, 先求出 P 的稳态解. 我们关

心的问题是, 此稳态解是否存在.要直接讨论稳态解依然不很

容易, 但是根据Markov 链的性质[ 12] ,我们可以假定稳态解是

存在的, 记其为�P= ( P 0P 1 , Pq- 1)
T, 运用下式

P#�P= �P (4)

及归一化条件:

E
q- 1

i= 0

Pi= 1 (5)

如果式( 4)、(5)联立的方程组无解, 则说明稳态解是不存

在的;如果有解,求出其解来, 此解即是我们需要的稳态分布.
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这是一个 q 元一次方程组,若有解, 则求出其解来并不困难.

根据一步转移矩阵 P 和其性质 1, 因其特殊的对称性 P = PT ,

知道各个稳态解在式( 4)、式 (5)组成的方程组中完全可以相

互替换,因而它们都相等, 即方程组(4)、(5)的解是

P0= P1= , = Pq- 1= 1/ q (6)

至此,我们知道, 对 d > 1, P 的稳态分布是各行均相同且等于

1/ q 的均匀分布.

314  d> 1 时 P ( n)的解

由于 P 是一个实对称的方阵, 一定存在一个正交的方阵

C, 使得 C- 1PC= + , + 是P 的特征值构成的对角阵, 从而有

P ( n) = C+ nC- 1 (7)

由此就可以写出任意 n 步转移概率.

对于 P ( n) ,其各元素可由式 (7)直接写出. 这样一个表达

式,要是在这儿列出来, 将占去很大的篇幅. 所以这里只能给

出两个简单的例子来说明.

例 1 q= 8, d = 2时, 特征向量为: [ -
1
3
+

1
3

2, -
1
3
+

1
3

2, -
1
3
-

1
3

2, -
1
3
-

1
3

2,
- 1
3

,
1
3

,
1
3

, 1] .

其相应的正交矩阵如下:

0 1 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 - 1 0 1 1

- 2 - 1 - 1 2 1 - 1 0 1

1 2 - 2 1 - 1 0 - 1 1

0 - 1 - 1 0 1 1 0 1

- 1 0 0 - 1 - 1 0 1 1

2 1 1 - 2 1 - 1 0 1

- 1 - 2 2 - 1 - 1 0 - 1 1

而正交矩阵的逆为:

- 2/ 8 1/ 4 - 2/ 8 0 - 2/ 8 1/ 4 2/ 8 0

1/ 4 - 2/ 8 0 2/ 8 - 1/ 4 2/ 8 0 - 2/ 8

1/ 4 2/ 8 0 - 2/ 8 - 1/ 4 - 2/ 8 0 2/ 8

2/ 8 1/ 4 2/ 8 0 - 2/ 8 - 1/ 4 2/ 8 0

1/ 8 - 1/ 8 1/ 8 - 1/ 8 1/ 8 - 1/ 8 1/ 8 - 1/ 8

1/ 4 0 - 1/ 4 0 1/ 4 0 - 1/ 4 0

0 1/ 4 0 - 1/ 4 0 1/ 4 0 - 1/ 4

1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8

例 2 当 q= 32, d= 1时 ,特征向量为:
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1,
- 1
29

,
- 1
29

, -
1
29

+
1
29
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]

它所对应的正交矩阵及其逆十分复杂,在此就不列出了.

有了 P ( n) , 就可以求出 q 元宽间隔跳频地址码序列的自相关

函数, 从而给出谱函数来.

315 q 元间隔为d 的宽间隔跳频地址码序列的谱

31511  定义 1 设有一 q 元跳频地址码序列Seq= {I n , I n 取

0, 1, , , q- 1; n I Z},其自相关函数为[ 11] :

<ii( m) =
1
2

E[ I n+ mI n] ,  m I Z (8)

根据定义 1 知道, Seq 是一双向无穷的序列, 故在计算序

列的自相关函数的时候, 可以认为序列已经处于平稳状态. 根

据式(7)从 In + m到 I n 的转移是关于相位差m= 0 对称的,因此

前进方程和后退方程是一致的, 这样只要计算 m I Z+ (包括

0)即可.

令 n 时刻 In 和 I n+ m分别取状态 i和 j ,因此, 当 m X 0时,

有

  E[ In + mIn ] = E
q- 1

i= 0
E
q- 1

j= 0

i# j# Pr( i , j )= E
q- 1

i= 0
E
q- 1

j= 0

i# j# P i# Pj / i

= E
q- 1

i= 0
E
q- 1

j= 0

1
q

i# j# p ( m)
ij (9)

而当 m= 0 时,当 i= j 时, P
( m)
ij = P

( 0)
ij = P

( 0)
ii = P

( 0)
jj = 1, 当 i X

j 时, p ( 0)
ij = 0, 因此有

E[ In + mIn ] = E[ I 2n] = E
q- 1

i= 0

1
q

i 2 (10)

由此可得,

<ii ( m)=

1
2q E

q- 1

i= 0

i2, m= 0

1
2q E

q- 1

i= 0
E
q- 1

j= 0

i#j#p ( m)
ij , m X 0, m I Z

(11)

由于序列 Seq的元素不含负数, 所以其自相关函数中必

然收敛于一个非零的正数,记为 x ,则 x = 1/ 2[ E( I n ) ] 2. 为了

去掉谱分析结果中的 0 频处的大的冲激,故将自相关函数中

的 x 减去, 这样更易看出谱特征. 将修正后的自相关函数和

定义 1 中的采用同一记号, 则有:

<ii( m)=

1
2q E

q- 1

i= 0
i 2- x,  m= 0

1
2q E

q- 1

i= 0
E
q- 1

j= 0
i#j#p

( m)
ij - x, m X0, m I Z

(12)

根据式(12)计算得 q= 32, d = 3 时自相关函数的前 12 个
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值为[ 42. 625, 2. 065, - 0. 510, 0. 128, - 0. 033, 0. 008, - 0. 002,

0. 001, - 0. 001, 0. 000, 0. 000, 0. 000, 0. 000, 0. 000] .

3. 5. 2  定义 2 q 元跳频序列 Seq 的N 步谱SN( k)如下式所

示:

SN( k) =
1
N E

N- 1

m= 0

<ii( m) e- j2 PmN k ,  k= 0, 1, , , N- 1(13)

此即自相关函数的 N 点离散傅里叶变换(DFT) .

根据式(13)可以求出 SN( k)的理论值来, 从而对 Seq 进

行分析. 图 2为 q= 32 时, 由式 (13)计算出的谱的理论值. 对

N 步谱SN( k)而言, 在 k> 3N/ 4 或 k< N/ 4 时, 为低频成分;

而在 N/ 4< k< 3N/ 4时, 为高频成分.这一点也和一般意义上

的傅立叶谱是一致的.图 2 为一个 32元宽间隔跳频地址码序

列的 32步谱的曲线, 图中的横座标为式(13)中的 k.

图 2  一个 q= 32的宽间隔跳频地址码序列谱的例子

3151 3 讨论  由图 2 可以看出以下的特性: ( 1)从谱的平坦

程度上看,间隔越小, 谱就越平坦;当间隔很大时, 谱的平坦性

就很差. 实际上,谱的平坦程度反映了前后跳之间的依存性.

谱越平坦, 说明自相关函数的形状就越近似于冲激脉冲; (2)

从谱的成份上看,间隔小时, 谱就越集中于低频部分;当间隔

大时, 谱就越集中于高频成分. 谱的成份, 也反映了序列的变

化特性.

4  结论及讨论

  把宽间隔跳频地址码序列和一个Markov过程对应起来,

并由此进行了转移概率矩阵的推导 ,最后给出了相应的谱分

析的结果.我们这样做的目的就在于找到宽间隔跳频地址码

序列的规律.从前文, 我们可以得出,从谱结构的分析上看,宽

间隔的跳频地址码序列相比于具有几乎平坦谱的一般跳频地

址码序列来说,是有性能损失的.如何衡量损失程度,这里不

作讨论.

其次,在本文的开始部分, 我们给出的概率转移矩阵是实

对称的,因此所有的计算都是以此为基础的. 在非对称的概率

转移矩阵的情况下其理论分析将更为复杂.

  在这儿还有一点要说明, 本文的基础是假设有一个一般

的跳频地址码序列, 它从局外观察者角度来看性能是理想的,

这一点是能够做到的. 实际上,已经有很多关于一般跳频地址

码序列的研究, 这也使本文的分析建立在一个比较合理的基

础上, 而不至于流于空谈.
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