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　　摘　要 :　本文在推导出离散正交小波包变换对应的正交矩阵的基础上 ,提出了基于小波包变换的自适应均衡算

法 ,并分析了这种均衡算法的性能 ,给出了计算机仿真结果.另外 ,为了使基于小波包变换的自适应均衡算法应用于实

际 ,给出了减低算法复杂度的方法.
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Abstract :　Adaptive equalization algorithm based on wavelet packet transform is proposed in the paper ,upon the basis of the

given orthogonal matrices corresponding to discrete orthogonal wavelet packet transform. The performance of the algorithm is analyzed ,

and we prove the analysis results ,from computer simulation. Additionally ,in order to apply wavelet packet transform based adaptive e2
qualization algorithm to various fields ,the approach to minimize computational complexity is given.
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1　引言

　　采用自适应均衡技术能够有效抑制多径信道衰减引入的

ISI( Inter2Symbol Interference) ,其中基于最小均方 LMS (Least

Mean Square)的均衡算法应用较为广泛.但 LMS均衡算法收敛

速度较慢 ,通过对信号进行能量归一化的正交变换 ,可以有效

提高均衡算法的收敛速度.目前已有一些基于小波变换的自

适应均衡算法的研究 [1～3 ,8 ] ,在此基础上 ,本文提出了基于小

波包变换的自适应均衡算法.

本文的第二部分根据小波包离散变换的滤波器组 ,推导

出正交小波包离散变换对应的正交矩阵 ,第三部分给出了基

于小波包变换的自适应均衡器结构 ,分析了这种均衡算法的

性能 ,第四部分提出了减低算法复杂度的方法 ,第五部分给出

了计算机仿真结果 ,第六部分是结论.

2　正交小波包变换矩阵

　　为便于分析小波包变换的特性 ,根据小波对应的低通和

高通滤波器 ,推导小波包变换对应的正交矩阵.为避免产生额

外的小波包变换系数 ,采用有限长度的离散信号周期化扩展

(periodic padding) ,作为离散小波变换的边界扩展模式[5 ] ,处

理小波包变换的边界失真.

小波包变换的低通滤波器和高通滤波器分别用 h = [ h0 ,

h1 , ⋯, h2 N - 1 ] , g = [ g0 , g1 , ⋯, g2 N - 1 ]表示 ,滤波器的抽头长

度为 2 N ,为简单起见 ,设 N为 2的整数幂.经推导 ,可以得出

i (1≤i≤J - log22 N + 1)级小波分解对应的 2J - i + 1 ×2J - i + 1矩

阵 Wi为 :

Wi =

hN ⋯ h2 N - 1 0 ⋯ 0 h0 ⋯ hN - 1

hN - 2 ⋯ h2 N - 3 h2 N - 2 ⋯ 0 0 ⋯ hN - 3

… ⋯ … … ⋯ … … ⋯ …

hN + 2 ⋯ 0 0 ⋯ h1 h2 ⋯ hN + 1

gN ⋯ g2 N - 1 0 ⋯ 0 g0 ⋯ gN - 1

… ⋯ … … ⋯ … … ⋯ …

gN + 2 ⋯ 0 0 ⋯ g1 g2 ⋯ gN + 1

1 < i≤J - log22 N + 1　　　(1)

式中每一行 0 元素的个数为 2J - i + 1 - 2 N.由小波特性可知

2J - i + 1×2J - i + 1维矩阵 Wi 为正交矩阵.

同样可以得到 i ( J - log22 N + 1 < i ≤J )级小波分解对应

的 2J - i + 1×2J - i + 1矩阵 Wi 为 :
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Wi =

h0′ h1′ h2′ ⋯ h′2J - i + 1
- 2 h′2J - i + 1

- 1

h′2J - i + 1
- 2 h′2J - i + 1

- 1 h0′ ⋯ h′2J - i + 1
- 4 h′2J - i + 1

- 3

… ⋯ … ⋯ … ⋯

h2′ h3′ h4′ ⋯ h0′ h1′

g0′ g1′ g2′ ⋯ g′2J - i + 1
- 2 g′2J - i + 1

- 1

… ⋯ … ⋯ … ⋯

g2′ g3′ g4′ ⋯ g0′ g1′

J - log22 N + 1 < i≤J 　　　(2)

式中矩阵元素 hm′= hm + h2
J - i + 1

+ m + ⋯+ h2 N - 2
J - i + 1

+ m , gm′

= gm + g2
J - i + 1

+ m + ⋯+ g2 N - 2
J - i + 1

+ m ,其中 0≤m < 2J - i + 1 ,

可证 Wi 为正交矩阵.

J 级小波分解和 J 级完全小波包分解的 2J ×2J 矩阵

WTJ , WPTJ 可表示为 :

WTJ =

WJ O O ⋯ O

O I O ⋯ O

… ω ⋯ …

O O O ⋯ I

×⋯×
W2 O

O I
×W1

(3)

WPTJ =

WJ O O ⋯ O

O WJ O ⋯ O

… ω ⋯ …
O O O ⋯ WJ

×⋯×
W2 O

O W2
×W1

(4)

上面两式中 O为全零矩阵 , I 为单位矩阵 ,可知 WTJ , WPTJ

为 2J ×2J 正交矩阵.

3　基于小波包变换的自适应均衡算法

311　LMS均衡算法的正交小波包变换表示形式

设均衡器 q ( n)的抽头数为 M = 2J ,有限长度的均衡器 q

( n) 可以用 I 级小波包完全分解形式来表示 : q ( n ) =

∑
2 I - 1

l =0
∑
k
I - 1

k =0

cI , k , lψI , k , l ( n) .式中 cI , k , l为 I 级分解的小波包系数 ,

ψI , k , l ( n)为小波函数 ,这里定义 S = 21 , k1 = M/ S ,如果 KI ≥

2 N ,则 1≤I≤J - log22 N + 1 ,若 KI < 2 N ,则 J - log22 N + 1 < I

≤J .均衡器的输出 z ( n)为 :

　　z ( n) = ∑
M - 1

i =0

y ( n - i) ∑
2 I- 1

l =0
∑
k
I- 1

k =0

cI , k , lψI , k , l ( i)

= ∑
2 I - 1

l =0
∑
k
I- 1

k =0

cI , k , l∑
i

y ( n - i)ψI , k , l ( n) (5)

由上式可以看出 , q ( n)的输出可以看成是输入信号 y

( n)小波包变换的系数加权和.

312　基于小波包变换的自适应均衡算法

由LMS均衡算法的小波包变换形式 ,得到基于小波包变

换的自适应均衡器结构如图 1.

设输入信号 Y( n) = [ y ( n) , ⋯, y ( n - M + 1) ] T ,小波包

完全分解后第 l路并行信号 Rl为 Rl ( n) = rl ,0 ( n) , rl ,1 ( n) ,

⋯, rl ,
M
S

- 1 ( n) ,1≤l≤S .令 R ( n) = [ R1 ( n) , R2 ( n) , ⋯, RS

( n) ] T .根据式 (5)可以得到第 l 路并行等效均衡器的矩阵形

式为 : Ql
W ( n) = cI ,0 , l - 1 ( n) , cI ,1 , l - 1 ( n) , ⋯, cI ,

M
S - 1 , l - 1 ( n) ,

令 Q ( n) = [ Q1
W ( n) , Q2

W ( n) , ⋯, QS
W ( n) ] T .均衡器的输出信

号为 z ( n) ,均衡器的输出判决符号为 d ( n) ,均衡器的误差符

号为 e ( n) .

图 1　基于小波包变换的自适应均衡器结构

根据常规 LMS均衡算法 ,可以得到基于正交小波包变换

的线性均衡算法为 :

R ( n) = WPTJ Y( n) (6)

z ( n) = QT ( n) R ( n) (7)

e ( n) = d ( n) - z ( n) (8)

Q ( n + 1) = Q ( n) + 2μe ( n) R ( n) (9)

式 (9)中μ为步长因子.为提高均衡的收敛速度 ,需对迭

代时均衡器系数增加量进行功率归一化处理.设输入信号 R

( n)的自相关矩阵的对角线上元素σ2
m ( n) ( m = 0 ,1 , ⋯, M -

1)为 R ( n)的第 m 个元素的功率.由于信号自相关矩阵不确

定 ,所以实际应用中通常采用其估计值 ,估计方法为 :

σ2
m ( n + 1) =βσ2

m ( n) + (1 -β) | re , f ( n + 1) | 2 ,

0 <β< 1 , m = 0 ,1 , ⋯, M - 1　　(10)

均衡器抽头系数的迭代按下式进行 :

cI , f , e - 1 ( n + 1) = cI , f , e - 1 ( n) +
2μe ( n) re , f ( n)

σ2
m ( n)

(11)

式中 e = INT( m/ K) + 1 , f = m - K×INT( m/ K) , K = M/

S , INT表示取整. re , f ( n)表示第 n次迭代过程中 R ( n)的第 e

路并行信号的第 f 个元素.

313　基于小波包变换的 LMS均衡算法性能分析

下面将基于小波包变换的 LMS 算法称为 WPTLMS

(Wavelet Packet Transform based LMS) ,本节分析 WPTLMS均衡

算法性能.

31311　维纳最优解 　设 Ryy ( n) , Rrr ( n)分别为 Y( n)与 R

( n)的自相关矩阵 ,设 Pyd ( n) , Prd ( n)分别为 Y( n) 、R ( n)与

判决符号的 d ( n)的互相关矩阵 ,可以推导出 WPTLMS算法维

纳最优解为[3 ] :

QWPT
opt = WPTJ R - 1

yy ( n) Pyd ( n) = WPTJQopt (12)

Qopt = R - 1
yy ( n) Pyd ( n)为常规 LMS算法维纳最优解.

31312　收敛速度　根据文献 [6 ]的研究 ,设λmax、λmin分别为

输入自相关矩阵的最大、最小特征值 ,在对步长增加量进行功

率归一化后 ,正交变换后的信号自相关矩阵呈对角分布 ,

λmax ,λmin比值显著减小 ,提高了均衡器的收敛速度.根据正交

矩阵 WTJ 和 WPTJ 的形式 ,可以得到如下的结论 :

(1)由于不同小波基对应正交矩阵不同 ,对信号自相关矩

阵特征值分布的影响也不同 ,所以基于不同小波基的
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WPTLMS算法收敛速度不同 ;

(2)随着小波包分解级数的增加 ,由于正交矩阵 Wi 的影

响 ,信号的自相关矩阵更趋于对角分布 ,因此收敛速度加快 ,

但是当分解级数达到一定值时 ,由于自相关矩阵变化不再明

显 ,收敛速度不会随着分解级数的增加而明显加快 ;

(3)分解级数 i ( i > 1)相同时 , WPTLMS均衡算法比基于

小波变换的 LMS均衡算法收敛速度快.

31313　计算复杂度　WPTLMS均衡算法 ,在每一步迭代过程

中 ,都需要进行 M点信号的 I级小波包变换过程 ,和常规LMS

均衡算法相比 ,增加了计算量 ,与基于小波变换的 LMS均衡

算法相比 ,计算量也有一定程度的增加.

4　基于小波包变换均衡算法优化

　　通过观察 ,可以发现迭代过程中存在冗余计算 ,去除迭代

计算过程中的冗余 ,能够有效降低运算复杂度.由于小波包分

解的低通滤波和高通滤波相似 ,这里给出低通滤波运算优化

部分.

对于第 i (1≤i≤J - log22 N + 1)级小波包分解 ,可以得到

均衡器第 n次迭代结果 :

ri
h ,0 ( n) = h0 ri - 1

h ,
M

2
i - 1 - N ( n) + ⋯+ hN - 1 ri - 1

h ,
M

2
i - 1 - 1 ( n)

　　　　+ hNri - 1
h ,0 ( n) + ⋯+ h2 N - 1 ri - 1

h , N - 1 ( n)

ri
h ,1 ( n) = h0 ri - 1

h ,
M

2
i - 1 - N + 2 ( n) + ⋯+ hN - 3 ri - 1

h ,
M

2
i - 1 - 1 ( n)

　　　　+ hN - 2 ri - 1
h ,0 ( n) + ⋯+ h2 N - 1 ri - 1

h , N + 1 ( n)

ri
h ,

M

2
i - 1 ( n) = h0 ri - 1

h ,
M

2
i - 1 - N - 2 ( n) + ⋯+ hN + 1 ri - 1

h ,
M

2
i - 1 - 1 ( n)

　　　　+ hN + 2 ri - 1
h ,0 ( n) + ⋯+ h2 N - 1 ri - 1

h , N - 3 ( n) 　　

(13)

式中 r0
h , m ( n) = x ( n - m) ,同理可以得到均衡器第 n + 2次迭

代的结果 .

比较第 n次和第 n + 2次迭代结果可以得到 :

　r1
h , j ( n + 2) - hN - 2 jx ( n + 2) - hN - 2 j + 1 x ( n + 1)

= r1
h , j - 1 ( n) - hN - 2 jx ( n - M + 2) - hN - 2 j + 1 x ( n - M + 1) ,

　　　　　　　　　　　　　1≤j≤N/ 2

r1
h , j ( n + 2) = r1

h , j - 1 ( n) , 　　　N/ 2 < j≤( M - N) / 2

　r1
h , j ( n + 2) - hN + m - 2 jx ( n + 2) - hN + m - 2 j + 1 x ( n + 1)

= r1
h , j - 1 ( n) - hN + m - 2 jx ( n - M + 2) - hN + m - 2 j + 1 x ( n - M + 1) ,

　　　　　　　　　　　( M - N) / 2 < j≤M
2

- 1

　r1
h ,0 ( n + 2) - hNx ( n + 2) - hN + 1 x ( n + 1)

= r1
h ,

M
2 - 1 ( n) - hNx ( n - M + 2) - hN + 1 x ( n - M + 1)

(14)

由式 (14)中的第二个等式可得 :

r1
h , j ( n + 4) = r1

h , j - 1 ( n + 2) = r1
h , j - 2 ( n) ,

N
2

+ 1 < j ≤( M -

N) / 2 (15)

由式 (15)和第 n + 4次迭代结果可以得到 r2
h , j ( n + 4) 、

r2
h , j - 1 ( n)之间的关系.对于 i ≥1可以得出如下结论 : ri

h , j ( n

+ 2 i) = ri
h , j - 1 ( n) .等式成立时 , j的取值空间大小为 :

max
M - (2 i + 1 - 2) N

2 i ,0 (16)

当 ri
h , j ( n + 2 i) ≠ri

h , j - 1 ( n)时 , ri
h , j ( n + 2 i )与 ri

h , j - 1 ( n)不同乘

积单元的最大个数为 :

min{ 2 N ,2} 　　　　　　　i = 1

min{ 2 N , (2 - 1/ 2 i - 2) N + 1} 　2≤i < J - log22 N + 1
(17)

由式 (16) 、(17) ,可以得出优化后第 i 级小波分解需要的

乘积运算量与未优化的乘积运算量之比.随着分解级数的增

加 ,减少的运算量迅速下降 ,因此 ,当 i增加到一定值时 ,无法

进行算法优化.

设迭代次数为 T , M µ 2 N , N ≥2 ,每次迭代时均衡器滤波

计算及系数更新各需 M次乘法运算.表 1中给出常规 LMS与

优化前后的WPTLMS运算量比较 ,表中分析了一级和二级分

解的运算量.

为了实现优化算法 ,需要存储下一步迭代使用的中间结

果 ,因此算法运算量的下降是以占用更多内存空间为代价的 ,

其占用空间可以近似用 O ( MN)表示.为此 ,文献[7 ]建议使用

M ( M = S)子带滤波器实现小波包变换 ,以降低占用的存储器

空间.

表 1　LMS与 WPTLMS的乘法运算量比较

常规 一级分解 二级分解

优化前 2 MT (2 N + 2) MT (4 N + 2) MT

优化后 2 MT 2 MT + 4 NM +

4 N ( T - 2)

2 MT + 4 NM +

4 N ( T - 2) + 8 NM +

6 N ( N + 1) ( T - 4)

5　计算机仿真

　　下面通过计算机仿真 ,从不同方面分析比较了 WPTLMS

均衡算法的收敛性能.

均衡器输入为基于自回归模型生成的随机二进制信

号[6 ,9 ] ,均值为 0 ,方差为 1 ,信噪比为 30dB ,信道冲激响应为

[0. 227 ,0. 460 ,0. 688 ,0. 460. 0. 227 ].均衡器长度 M = 64 ,选取

的步长因子μ= 0. 010 ,β接近于 1.期待响应 d ( n)由均衡器

输入经过系数近似为最佳均衡器系数 Wopt的有限长度滤波器

重建[9 ] ,迭代次数为 500 次 ,重复运算 200 次进行平均作为

MSE(Mean Square Error)值.

图中 db4指 4阶 Daubechies小波.图 2 ( a)验证了 :LMS算

法收敛速度较慢 ,而基于小波的自适应均衡算法收敛速度较

快 ;基于不同小波基的均衡算法的收敛速度不同 ,阶数较大的

小波对应的收敛速度更快.从图 2 ( b)可以看出 ,随着小波分

解级数的增加 ,均衡算法的收敛速度加快 ,但当分解级数达到

一定值时 ,收敛速度不会随着级数增加而明显加快.图 2 ( c)

说明分解级数相同时 , WPTLMS均衡算法比基于小波变换的

均衡算法的收敛速度快.

6　结论

　　本文给出了WPTLMS算法的均衡器结构 ,简要分析了算

法性能.计算机仿真表明基于小波包变换的均衡算法相对于
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图 2　WPTLMS算法收敛学习曲线

常规 LMS和基于小波变换的 LMS均衡算法 ,有效提高了收敛

速度 ,同时给出了降低算法运算量的方法 ,分析了优化算法的

性能.
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