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  摘  要:  在分解周期序列极小多项式的基础上, 提出计算周期序列球体复杂度的一个新算法, 并给出该算法在

特殊周期下的一个应用.
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Abstract:  Based on decomposition of the minimal polynomial of a periodic sequence, we propose a new algorithm for computing

the sphere complexity of the sequence. The new algorithm is applied to the sequence with special period.
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1  引言

  密钥序列的线性复杂度是流密码强度的一个重要度量指

标.但有的序列的线性复杂度极不稳定, 当改变这些序列周期

的一位或几位时,其线性复杂度发生很大的变化. 我国学者早

就注意到这个问题, 因而率先创立了流密码的稳定性理

论[1~ 3] , 并引入球体复杂度 (又称 d2复杂度)、重量复杂度等

流密码稳定性度量指标. 国外学者也引入类似球体复杂度的

k2错线性复杂度的概念[ 4] , 并得到广泛的关注[ 4~ 7] . 本文在分

解周期序列极小多项式的基础上, 提出计算周期序列球体复

杂度的一个新算法,并利用序列的迹表示, 给出该算法在特殊

周期下的一个应用.新算法的缺点是需要分解序列的极小多

项式,因而只能应用在极小多项式较为容易分解的周期序列

上.设 s是周期为N 的序列, 当改变 s的一个周期中至多k( 1

[ k [ N)位、至少 1 位后,得到的所有的序列线性复杂度中最

小的那个称为 s的k2球复杂度, 记为 sck ( s) . 设 em 是第一周

期为 eNm(第 m+ 1 位是 1, 其余各位是 0)的序列, 0 [ m [ N-

1.则可以表示为

sc1( s) = min
0F MFN- 1

a I GF( q)
*

{c( s+ aem) },

这里 c( s)表示 s的线性复杂度, GF ( q) * 表示 GF( q)中所有

非零元组成的集合. 我们已经发现一个新的算法用来计算 s

的12球复杂度, 下一节将给出这个算法. 整篇论文考虑的序

列都是在特征为 p 的有限域GF( q)上.

2  计算 12球复杂度新算法

  设 s是一个周期序列并且 sN 是 s的第一周期, 则

s( x)= E
]

i= 0
six

i
=
sN( x)
1- x

N =
rs( x)
f s( x)

, (1)

这里 f s( x) = (1- x
N) / gcd( sN( x ) , 1- xN ) , rs( x ) = sN ( x) / gcd

( sN( x) , 1- xN) .

显然, f s( x)是 s的极小多项式, 且 f s( x)的次数就是 s的

线性复杂度, 即 degf s( x)= c( s) .

设 t= s+ aem, 为了使得我们的讨论有意义, 不妨假定 f s

( x) X1,则

t( x)= s( x)+ aem( x) =
sN( x )+ aeNm( x)

1- xN
=
sN( x)+ exm

1- xN
,

所以 c( t )= N - deg(gcd( 1- xN , sN ( x) + axm ) ) .因此 s 的 12

球复杂度表示为

sc1= N- max
0 Fm FN - 1

a I GF ( q)
*

{deg( gcd(1- xN , sN( x) + axm) ) }.

为讨论方便, 当 sc1( s) = = N- deg(gcd(1- x
N , sN( x) + axm) )

时, 我们分别称 m和 a 是最佳错误位置和最佳错误值.

定理 1  设 s是一个周期序列并且 sN 是 s 的第一周期,

则 gcd(1- xN , sN( x)+ axm- 1)整除 f s( x ) , 这里 a I GF ( q) * .

证明  假设命题不成立, 则存在 gcd (1 - xN , sN ( x) +

axm- 1)的一个不可约因式 p( x) 使得( p ( x ) ) n | gcd( 1- xN , sN

( x)+ axm- 1 )且 ( p ( x) ) n 不能整除 f s( x) , 因而 p ( x) | ( 1-
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xN) / f s( x) .由式(1)得 sN( x )= rs( x )# ( 1- x
N ) / f s( x) , 所以 p

( x) | sN( x ) . 显然 p( x) | 1- xN 且p( x) | sN( x) + axm- 1, 因而 p

( x) | 1. 这与 p (x)是 f s( x)的一个不可约多项式矛盾.

由定理 1 可得, m 是最佳错误位置且 a 是最佳错误值当

且仅当 sN( x) + axm含有f s( x)的最高次数因式. 设 f s( x)的不

可约分解为 f s ( x ) = ( f 1 ( x ) )
k
1, , , ( f l ( x ) )

k
l . 则 c ( s) =

E
l

i= 1

ki deg( f i ( x) ) .现在可以将 f s( x )的因式按次数从大到小依

次排列为 d1 ( x) , d2 ( x) , , , dM( x) . 则计算最佳错误位置和

最佳逼近序列线性复杂度的算法如下.

算法 1 初始值: i = 1; j = 0; k= 1;

(1)如果 d i( x) | s
N( x)+ kxj ,则 sc1( s)= N - deg( d i( x ) ) ,

m= j , a= k,停止;否则,转向(2) .

(2)如果 k< q- 1,则 k= k+ 1,转向(1) ;否则,转向(3) .

(3)如果 j< N- 1,则 j = j + 1, 转向(1) ;否则, i = i + 1,转

向(1) .

  最终算法输出最佳错误位置 m、最佳错误值 a 和最佳逼

近序列线性复杂度 sc1( s) .

算法 1的算法复杂度主要集中在判断 d i( x) | s
N( x) + kx j

是否成立上 .因此,如果要简化算法 1, 必须简化判断 di ( x ) |

sN( x)+ kxj 的计算量 .最直观的一种方法就是在判断 d1 ( x )

= f s( x )是否整除 sN( x)+ kxj 的过程中, 如果 d1 ( x )不能整除

sN( x)+ kxj , 则保留 d1 ( x )除 sN( x ) + kxj 所得的余式. 其后,

判断 d i( x) | s
N( x )+ kxj 是否成立就变成判断d i ( x)整除相应

余式是否成立.由于余式的次数小于 d1( x )的次数, 当然也小

于 sN( x ) + kxj 的次数, 因而算法得到了一定的简化 .可以采

用类似的方法进一步处理以后的判断. 在本文中并不深入讨

论算法的简化,而是把注意力放在算法的应用上, 以说明我们

提出的算法是有意义的.

3  应用

  本节介绍新算法在特殊周期序列上的一个应用. 设 s是

周期为qn - 1的序列, s的极小多项式f s( x )的不可约分解为

f s( x )= f 0( x) f 1( x) , f l- 1( x) .记 nk= deg( f k( x) ) , k= 0, 1, , ,

l- 1,则 nk | n 且 c( s)= n0+ n1+ , n l- 1. 设 A是GF ( qn )的一

个本原元,则存在一个最小的正整数 lk 使得Alk I GF( qnk)是

f k( x)的一个根. 取 lk 为模N = q
n
- 1 的分圆陪集 Lk= {lk ,

qlk, , , qnk- 1 lk}的陪集首.序列 s可以表示为

s= s [ 0]+ s [1] + , + s[ l- 1] ,

这里 s [ k] = ( sk0, sk1 , , )是以 f k( x)为极小多项式的周期序列.

由于序列 s[ k]的迹可表示为

ski= Tn
k
( BkA

- l
k
i
) ,

这里 Bk I GF ( qnk) ; Tn
k
: GF ( qnk ) y GF( q)是迹映射. 因而序列

s可以表示为

si= E
l - 1

k= 0

Tn
k
( BkA

- l
k
i ) .

由有限序列 sN 的形式幂级数表示 sN ( x) 知 sN 的离散

Fourier变换( DFT)为

Sj= E
N- 1

i= 0

siA
ij= sN( Aj ) .

这里 A的幂次对N 取模.将迹表示代入得

  Sj = E
l- 1

k= 0
E
n
k
- 1

u= 0

Bq
u

k E
N- 1

i= 0

A( j - q
ul
k
) i

=
- Bq

u

k 如果存在 u 和k 使得 j - qulkS 0(modN)

0 否则

这是因为若 j- qulk S 0( modN)不成立, 则有 E
N- 1

i= 0

A( j- qul
k
) i = 0.

显然, 如果 j 在Lk 中, 则存在 u I [0, nk- 1]和 k I [ 0, l- 1]使

方程 j - qulk S 0(modN)成立.

设 C 是模N 分圆陪集首集合, 并且假设 l 0, l1, , , ll- 1是

C的开始的 l个陪集首, 记 r = | C| . 设 a= awa , 则容易看出错

误序列 aem表示为

aem, i= E
r- 1

k= 0

Tn
k
( - Awa+ lk( m- i) ) .

设 Bk= A
v
k, 则 si= E

l - 1

k= 0

Tn
k
( Avk- lki ) . 记 t = s+ aem, 则

ti= E
l- 1

k= 0

Trnk1 ( ( A
v
k - Awa+ l

k
m) A- lki )+ E

r- 1

k= l

Tr nk1 ( - A
w
a
+ l

k
( m- i) ) ,

因而 sc1( s) = N - max
0F m FN- 1

a I GF ( q)
*

E
l- 1

k= 0

zm, k, ank ,这里

zm, k, a=
1 如果 vk= wa+ mlk(modN)

0 否则

从上面的讨论可以将算法 1 中, 寻找 m 和 a 使得 sN ( x)

+ axm含有f s( x)的最高次数因式,转化为寻找 m和 a 使得N

- E
l- 1

k= 0
zm, k, ank 的值达到最小.

算法 2  初始值: i= 0;对 0[ u [ N 和 1 [ v [ q- 1, cuv=

N, sc1( s) = N.

(1)如果 i < N,则 j = 1, 转向(2) ;否则, 停止.

(2)如果 j < q, 则 k = 0, 转向 (3) ;否则, i = i + 1, 转向

(1) .

(3)如果 k< l ,则 y= vj - wk- ilk(modN) , 转向(4) ;否则,

转向(5) .

(4)如果 y= 0, 则 cij= cij - nk, k= k+ 1, 转向( 3) ;否则,

转向(3) .

( 5)如果 cij< sc1( s) , 则 sc1( s) = cij , m= i, a= j , j = j+ 1,

转向(2) ;否则, j = j+ 1, 转向(2) .

最终算法输出最佳错误位置 m、最佳错误值 a 和最佳逼近序

列线性复杂度 sc1 ( s) .

4  结论

  本文提出计算一般周期序列 12球复杂度的一个新算法,

我们也给出此算法在计算周期为 qn - 1序列的 12球复杂度的

一个应用. 新算法的缺点是需要分解序列的极小多项式, 因而

只能应用在不需要花太大的代价分解极小多项式的周期序列
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上.研究这个算法的进一步改进和应用是有意义的.
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