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　　摘　要 :　Bayesian网已经成为 AI领域的研究热点 ,并在现代专家系统、诊断系统及决策支持系统中发挥着至关

重要的作用. Bayesian网的研究主要集中在三个方面 :知识表示、学习与推理.概率知识是 Bayesian网坚实的数学基础 ,

从数据中学习分布参数使得 Bayesian网逐步走向现实应用.本文介绍和比较了概率参数学习的各种常用方法 ,并探求

了它们在不同应用背景下的优缺点.基于经典统计学的方法理论成熟 ,计算简单 ,但它只利用了实例数据集合所提供

的信息 ,无法加入专家知识 ,对实例数据的依赖性大 ;基于 Bayesian有机结合了两类信息 ,对实例数据的依赖性降低 ,

学习结果更加准确.参数学习是 Bayesian网学习的基础 ,是 Bayesian网结构学习必不可少的部分.
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Abstract :　Bayesian network is becoming more remarkable in AI research fields ,which plays important role in modern expert

system ,diagnoses system and decision system. Bayesian network works on three points as below :knowledge representation ,learning and

inference . Prababilistic methods are its mathematical fundamental which helps learning distribution from data and leads Bayesian theory

to real application. This paper introduces various common methods in probability data learning and make comparison among them under

various application background. The methods based on classical statistics have a matured theory and a set of simple and direct calcula2
tion. But they reply heavily on sample data ,which apply only those information from sample data with expert knowledge left aside.

Bayesian Network combines information of expert knowledge and sample data together. It can give more accurate learning result and re2
ly less on sample data. Parameter learning is main part of learning Bayesian Network models ,and it’s the basis of Bayesian Network

learning.
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1　引言
　　理论和实践中的许多问题都可以通过 Bayesian网建模实

现 ,目前典型的 Bayesian网经常需要几十或上百个变量 ,需要

成百上千的概率参数 ,概率参数的获取不是一次过程所能解

决的 ,需要的大量概率参数是阻碍 Bayesian网实际应用的原

因.从实际数据中归纳、学习参数分布是 Bayesian网实际应用

必须解决的一个问题.

2　Bayesian网

　　定义 ( Bayesian 网) 　Bayesian网是一个二元组 S =〈G,

P〉,其中 :

(1) G是一个有向非循环图 ,网中节点与知识领域的随机

变量一一对应 ;网中的有向弧表示变量间的因果关系 ,从节点

X到节点 Y有向弧的直观含义是 X对 Y有直接的因果影响 ;

(2) P = { p( X|πX) }条件概率表示因果影响的强度 ,其中

πX代表节点 X的父亲节点集合.可由领域专家给出 ,但条件

概率表都比较大 ,专家很难逐项给出 ,实际上获取概率参数既

复杂又费时 ,这使从大量样本数据中发现 Bayesian网 ,即解决

Bayesian网的学习问题变得很有意义.

引理　Bayesian网是概率信息的载体 ,是联合概率分布的

图形表示方式.给定 Bayesian网 T ,则存在一个离散变量集合

X = { X1 , X2 , ⋯, Xn}上的联合概率分布 P , X的变量和 T中的

节点间存在一一对应关系 ,并且 P中存在递归展开式 : p ( X1 ,

⋯, Xn) = ∏
i

p ( Xi |πX
i
) ,其中πX

i
是 Xi 在 T中父亲节点集合.

　　从一个应用领域中构筑 Bayesian网涉及三个步骤 : (1)必

须分辨出所要建模领域中具有重要性的变量和这些变量的所

有可能取值 ,并以节点表示 ; (2)判断节点间的依赖或独立关
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系 ,并以图方式表示 ; (3)获得 Bayesian网定量部分所需要的

概率参数 ,概率参数的获取比较繁琐. Bayesian网的构建一般

在三个步骤间反复循环. Bayesian网的学习分为结构和参数分

布学习. Bayesian网的结构通常可由领域专家给出.

3　参数分布学习方法

　　Bayesian网的条件概率学习问题可以归结为统计学中的

参数估计问题.在大部分的实际应用领域中 ,概率信息可以通

过多种方式获得 ,包括从统计数据中学习 ,从文献中查阅 ,或

者咨询领域专家.统计学中将参数估计问题从方法上分为两

大类 :基于经典统计学的方法和基于贝叶斯统计学的方法.经

典统计学 ,是基于对概率的频度性理解而建立起来的一系列

理论.贝叶斯统计学是统计学中的一个分支 ,与传统统计学的

本质区别在于对概率的理解.从观察的数据集学习概率参数 ,

数据集分为完备数据集和不完备数据集 ,两种情况下学习的

难易程度不一样.

311　完备数据集下概率参数的学习

随机数据集 D = { X [1 ] , ⋯, X [ m ]}的每个事例 X [ i ]中

都观察到了所有的变量 ,则称数据完备 , D称为样本.

31111　MLE方法 　MLE最大似然估计 ,是实例数据完备情

况下的学习方法.基本思想是 :一个随机实验有若干个可能的

结果 C1 , C2 , ⋯, Cn ,在一次实验中 ,结果 cm 出现 ,即 cm 出现

的概率应该最大 ,可将似然函数 P ( c|θ)取极大值时的参数

值θ̂作为对参数的估计值.似然性是判断具体θ“好”“坏”的

一种标准 ,依据θ产生样本的可能性 ,即似然性函数 L (θ∶D)

= p( D|θ) = ∏
m

p( X[ m ]|θ) ,似然性越大 ,具体的θ越“好”.

推广到含有 n个变量的一般的贝叶斯似然性函数为 :

　　　　L (θ∶D) = ∏
m

p ( X1 [ m ] , ⋯, Xn [ m ]|θ)

= ∏
m
∏

i

p( Xi [ m ]|πX
i
[ m ] ,θi)

= ∏
i
∏
m

p( Xi [ m ]|πX
i
[ m ] ,θi)

= ∏
i

L i (θi∶D)

在 p( Xi |πX)是多项分布的一般 Bayesian网中 ,局部似然

函数可进一步分解 :

　　　　L i (θi∶D) = ∏
m

p( Xi [ m ]|πX
i
[ m ] ,θi)

= ∏
m
∏
πj

X
i

∏
x
k
i

p ( xk
i [ m ]|πj

X
i
[ m ] ,θi)

= ∏
πj

X
i

∏
x
k
i

θ
N ( x

k
i
·πj

X
i
)

x
k
i
|πj

X
i

因为数据集完备 ,在父亲集合πX
i
每种具体的取值πj

X
i
下 ,

p ( Xi |πj
X

i
)分布是和πX

i
的其他取值πl

X
i
( l≠j)无关的独立多项

分布问题 ,MLE方法计算出 �θxk
i = N xk

i ,πj
X

i N π
j
X

i ,

利用该公式 ,可以很容易地计算出给定结构的条件概率表.

31112　Bayesian方法 　Bayesian方法利用 Bayesian网表示数

据取样过程中的不确定性.基本思想是 :给定一个含有未知参

数的分布以及一个完整的实例数据集合 c ,θ是一个随机变

量 ,具有一个先验分布 p (θ) ,可以根据以往的知识估计 ,或者

认为 p (θ)是一个均匀分布 ,参数θ的信息发生变化 ,表示为

p(θ| c) ,称为参数θ的后验概率. Bayesian参数学习的任务就

是计算这个后验概率 ,并作为参数估计的依据.通常采用条件

期望估计方法 ,又称 Bayesian预测法.

先验分布 p(θ)取作 Dirichlet分布 : p (θ) = Dir (θ|α1 , ⋯,

αr) =
Γ(α)

∏
r

k =1
Γ(αk)
∏

r

k =1

θ
α- 1

k
k

其中α= ∑
r

i = 1
αk ,αk > 0 , k = 1 , ⋯, r ,α1 , ⋯,αr称作超参数 ;

Γ (·) 称为 Game 函数 , Γ ( x ) =∫
∞

0
tx - 1 e - t dt , 满足 :

Γ( x + 1) = xΓ( x)

Γ(1) = 1
,那么 ,样本发生的概率为 :

p ( D) =∫p (θ) p ( D|θ) dθ=∫Γ(α)
∏r

k = 1Γ(αk) ∏
r

k =1

θ
α- 1

k
k ×∏

r

k =1

θN
kk dθ

=
Γ(α)
Γ(α+ N) ∏

r

k =1

Γ(αk + Nk)
Γ(αk)

参数θ的后验分布也是 Dirichlet分布 :

p (θ| D) =
p(θ) p( D | θ)

p ( D) =

Γ(α)

∏
r

k =1
Γ(αk)
∏

r

k =1

θ
α- 1

k
k ×∏

r

k =1

θN
kk

Γ(α)
Γ(α+ N) ∏

r

k =1

Γ(αk + Nk)
Γ(αk)

=
Γ(α+ N)

∏
r

k =1

Γ(αk + Nk)
∏

r

k =1

θ
α+

k
N

- 1
k

k 　= Dir(α1 + N1 , ⋯,αr + Nr)

一般 Bayesian网的边际似然性的计算公式为 :

　　　p( D| S) =∫p(θs) p ( D|θs) dθs

= ∏
n

i =1
∏
q
i

j =1

Γ(αij)

Γ(αij + Nij) ∏
r
i

k =1

Γ(αijk + Nijk)

Γ(αijk)

MLE方法是频度学习方法 ,偏差为 0 ,是所有无偏差估计

方法中方差最小的.由于没有利用先验知识 ,收敛速度较慢 ,

Bayesian方法采用顺序计算方式 ,不否认以往所有工作 ,克服

了这个缺点.

312　不完备数据集下的学习

现实中的数据常常不完备 ,这时似然函数的计算将变得

很复杂 ,精确计算极大值几乎不可能 ,只能近似求出似然函数

的极大值 ,并将该点的参数作为估计值.常用的有 EM和梯度

上升算法及蒙特卡洛、高斯等方法 [1 ] .

31211　蒙特·卡洛方法 　Geman等人提出的 Gibbs取样方法

是众多蒙特·卡洛方法中较有名的一种 .基本思想是 :以 Gibbs

取样估算变量集 X上联合概率分布 p ( X)的数学期望 f ( X) .

算法的具体步骤 : (1)初始化 :随机初始化不完备的数据集 D

得到一个完备的数据集 Dc ; (2)在初始样本 D中选取一个未

观察到的变量 Xil (第 l 个事例的第 i 个变量) ,按照下面的概

率分布给 Xil的状态随机地赋值 : p ( x′il | Dc \ xil , S) =
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p ( x′il | Dc \ xil , S)

∑x″
il
p( x″il | Dc \ xil , S)

, 其中 Dc \ xil表示 Dc 去掉观察 Xil ;

(3)按照 2逐个为 D中每个事例中未观察到的变量赋值 ,直

至产生一个新的随机完备数据集 D′c ; (4)计算 p (θs | D , S) ;

(5)重复 (1)到 (4)足够多次 ,取众多 p(θs| D , S)的平均值作为

目标估计值.

蒙特·卡洛方法在其他方法不适用时 ,可以应用 ,非常灵

活.样本越大 ,运行时间越长 ,结果越精确 ,但计算复杂度是事

例数目的指数幂.

Neal、Madigan与 York介绍了 Gibbs抽样和其他蒙特卡洛

方法 ,包括对算法初始化和收敛的讨论.

比 Gibbs抽样速度更快的一种蒙特卡洛方法是重要性抽

样.当处理非常大的网络时 ,只有最复杂的蒙特卡洛方法 :成

块 Gibbs抽样和基于预计算的重要性抽样 ,能提供好的结果.

似然性加权和反向模拟 [2 ]是两种模拟图中某些变量的取

值 ,不考虑图中其他部分存储的信息对这些变量影响的重要

抽样方法.

Zhang和 Poole提出基于剪枝的重要性抽样 ,使用重要性

抽样方法估计出近似的后验概率 ,按照它抽取出样本 ,并且比

较了基于剪枝与基于预计算方法的差别.

Hernandez等人描述的预计算近似算法使用概率表示抽

样分布 ,其主要问题是概率表的大小与变量的可能取值数目

成比例.

两种稀疏表示方法 - 规则库和概率树都试图在资源有限

的条件下 ,以更少的空间表示更多的信息.它们利用条件概率

分布中存在的上下文独立关系 ,简化网络以达简便推理的目

的.

Antonio Salmero等人提出一种基于预计算的二阶段重要

性抽样方法 :第一阶段基于概率树表示形式 ,通过节点的顺序

删除进行近似计算 ;第二阶段在第一步抽样的基础上抽取一

个样本 ,不同的样本具有不同的权重.这个算法直接在概率树

中计算 ,因此比概率表示的基于预计算的重要性抽样在性能

上有极大的改进.

31212　高斯近似法　高斯近似法是一种比蒙特卡洛方法计

算复杂度低 ,在处理大型样本也可以得到较准确结果的近似

方法.其基本思想是 :对于大规模数据 ,可以用多元高斯分布

近似模拟 p(θs| D , S)∝ p( D|θs , S) , g (θs) = log( p ( D|θs , S) p

(θs| S) ) ,定义 �θS = arg max
θ

s

{ g (θs) } ,则 �θs 亦使 p (θs | D , S)最

大 ;以 g (θs)在 �θs 点的二阶泰勒展开式近似计算 g (θs )≈ g

(�θs) - 1/ 2 (θs - �θs) A (θs - �θs)
T ,其中 (θs - �θs)

T是行向量 (θs -

�θs)转置矩阵 , A是 g (θs)在 �θs 点的赫斯行列式.由此 ,可以得

出 p (θs| D , S)∝ p( D|θs , S) p (θs | S)≈ p ( D | �θs , S ) P ( �θs | S)

exp{ -
1
2

(θs - �θs) A (θs - �θs)
T} .

从上式可以看出 ,为完成高斯近似计算必须找到 �θs ,并计

算 g (θs )在 �θs 点的赫斯行列式 exp { -
1
2

(θs - �θs ) A (θs -

�θs)
T} . Meng与 Rubin讨论了计算技巧 , Raftery介绍了如何利

用很多统计包计算出似然比率来近似计算赫斯行列式 exp{ -

1
2

(θs - �θs) A (θs - �θs)
T} , Thiesson使用 Bayesian网推理计算无

限制的多项分布.

31213　EM算法　EM算法的基本思想 :当实例数据不完备

时 ,利用 Bayesian网的推理算法 ,可以对不完备实例中没有观

测值的变量进行估计 ,从而形成一个完整的实例数据集合.

Little和 Rubin[3 ]证实当能够建造统计模型时 ,EM算法是一种

好的学习算法.算法的具体步骤 : (1)初始化 :随机为θs 赋初

值 ; (2)求期望 :计算每个可能事件 Xi = xk
i ,πX

i
=πj

X
i
在θs 条件

下发生的期望统计因子.以离散变量为例 : Ep( x| D) ,θ
s

, s ( Nijk)

= ∑
M

l =1

p( xk
i ,πj

X
i

| yi ,θs , S) , 其中 Nijk表示 Xi = xk
i ,πX

i
=πj

X
i
的

充分统计因子 ; (3)取最大 :按照期望充分因子把不完备数据

D转换成完备数据样本 ; (4)如果达到精度要求 ,则算法结束 ,

否则返回 2.

EM算法利用 Bayesian网推理算法来计算无观测值变量

的期望值 ,选择高效的推理算法是 EM算法的关键.Lauriten采

用关联树算法就减少了 EM算法的复杂性.

Dempster等人在证明了 EM算法存在局部极值问题的情

况下 ,为加快收敛速度 ,定义了广义 EM算法 GEM保证“取部

分最大”仍具有收敛的性质.“取部分最大”是增大完备数据的

似然性或后验概率 ,而不是使其最大 ,Meng和 Rubin提出的期

望条件最大算法是加速的实例. EM算法的主要开销在“求期

望”步骤 ,不是在“取最大”步骤 ,上述的加速算法没有显著效

果 ,不能应用于大型数据库. Neal和 Hinton提出了增量 EM算

法和 Bothiesson等人提出了迟缓 EM算法 ,增量 EM算法采用

“求部分期望”的做法 ,在数据的每一次循环遍历中增大充分

统计因子及参数 ,较快地开拓出新信息 ,加快了收敛速度.迟

缓 EM算法在选择的数据子集上执行几次连续的“求期望2取
最大”过程 ,具有收敛性.实践证明可以应用于大型数据库的

学习 ,并且显著地降低了计算开销.

31214　梯度上升算法 　梯度上升算法是一种利用“梯度”来

快速计算函数极大值的数学方法 ,其执行过程就是沿着函数

的表面一步步向函数的极大值逼近.梯度方法是解决非线性

优化的方法 ,适应性强、灵活 ,可以借鉴神经元网络的训练方

法.算法的具体步骤 : (1)初始化 :给参数θ随机地赋值 ,并指

定步长 α; ( 2 ) 计算似然函数在点 θ的梯度向量Δθ.

5In p( C|θ)
5θijk

= ∑
m

l =1

p ( Xk
i , paj

i | Cl ,θ)
θijk

,该公式由 Russel[4 ]证明 ;

(3)如果该点的梯度向量为 0 ,则算法结束 ,θ为求得的条件概

率表 ;如果梯度向量不为 0 ,则对参数进行修改 ,获得新的参

数θ=θ+α×Δθ,并进行归一化处理 ,使参数θ符合条件概

率表的约束条件 ,返回 (2) .

梯度方法需要在所有合理的参数范围空间中搜索 ,存在

局部极值 ,需要结合优化技巧以求得理想结果.

John Binder等人描述了一种局部计算梯度的方法 ,使用

标准 Bayesian网推理算法可以得出的“副产品”信息以局部方

式计算梯度 ,实验说明这种方法扩展了参数较少的噪音 2或
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和动态 Bayesian网 ,以及含有连续变量的混合模型都达到了

加速学习的目的.

4　比较

　　蒙特·卡洛方法、最大梯度法和 EM算法与数据样本中遗

漏数据的比例密切相关 ,比例越高 ,蒙特卡洛方法越不精确 ,

达到收敛时间越长 ,最大梯度法和 EM算法陷入局部极大的

可能性越大.

最大梯度法和 EM算法在计算上的瓶颈是 Bayesian推理 ,

网络结构复杂时精确计算几乎不可能 ,只能进行模拟计算或

近似计算.

EM算法比简单梯度算法收敛速度快 ,但和共轭梯度方法

比较尚不明朗.Lauritzen说明在 EM算法应用有困难时 ,梯度

方法可能是一种替代方案. Thiesson综合运用 EM算法和共轭

梯度法 ,当接近最大值时采用共轭梯度法以加速收敛速度.

蒙特·卡洛方法和 EM算法都需要很大的资源 ,收敛速度

较慢 ,算法的执行时间和数据遗漏的数目密切相关 ,而且要求

满足MAR假设. Ramoni和 Sebastiani引入一种不依赖 MAR假

设的确定性方法 ,称为定界和塌缩 BC ,首先给出和数据库中

的观察相一致的参数可能近似值的区域 ,然后通过凸函数的

组合模型在该区域中找出一个近似点.实验表明 ,满足 MAR

假设时 ,BC和 Gibbs抽样计算出的结果等价 ,具有更好的鲁棒

性 ,并且 BC算法的执行时间短 ,不依赖数据遗漏的数目. Ra2
moni和 Sebastian[5 ]还把算法 BC扩展用于计算边际似然性 ,并

进一步用于不完备数据的网络模型的抽取.

从算法的计算复杂性来看 ,Gibbs抽样算法的效率是最低

的 ,且只能对条件概率表进行批量更新.当选用相同的推理算

法时 ,最大梯度法和 EM算法的计算复杂度相同 ,既可以对条

件概率表进行批量更新 ,又可以用于对条件概率表的顺序更

新.

5　今后发展方向

　　多数情况下 ,大部分的概率值来源于领域专家 ,由于耗时

太多很难获取 ,较实用的方法是减少需要评估的概率数目.

Bayesian网需要的概率数目直接依赖于网络的图形拓扑

结构 ,网络链接越密集 ,需要的概率参数越多 ,对于每个变量

需要提供的条件概率数一般是其父亲变量的指数幂.可以通

过采取改换网络图形拓扑结构及采用参数化的概率分布方

法 ,减少一个网络中需要评估的概率数.变换拓扑结构的方法

有 :引入中间变量分离父亲节点集或者删除表示弱关系的有

向弧. Eddie Schwalb提出了结构转换方法 ,借用神经网络结

构 ,根据专家给定的模型和部分观察集使用后向传播对条件

概率进行估计.对一个变量使用参数化概率分布的目的是减

少直接评估的概率数目 ,提供一些简单规则计算一些概率值 ,

常用的参数化概率分布有噪音 - 或、噪音 - 和模型等 ,这些模

型的基础是变量和其父亲变量集之间发生因果关系的模式 ,

这些模式中需要直接评估的概率值是父亲变量数目的线性倍

数 ,其余的指数数目的概率值可以利用模型中的基本独立关

系推导出来.改变拓扑结构和采用参数化的概率分布都可能

降低准确度 ,简化后的网络占用领域专家的时间较少 ,节省的

时间可用于网络的证实和精化.

图形工具提供直方图和饼型统计图方式使得领域专家能

够更准确地给出概率值.可以对推理行为做出自动解释的工

具也有助于网络的量化过程 ,对网络推理行为的详细解释能

够指出网络定量部分存在的概率问题 ,以便纠正和改进.随着

Bayesian网应用范围的逐渐扩大 ,会越来越需要一种工程化的

原则指导 Bayesian网的建造.随着支持全局建造过程的高效

重复过程和相关图形工具的出现 ,Bayesian网的量化过程会逐

渐简化.

6　总结

　　Bayesian网以其丰富的概率表达能力、综合先验知识的学

习特性及其稳固的数学基础引起了研究人员的关注.本文探

讨了概率学习的方法 ,并对它们进行了相应的比较.基于经典

统计学的方法理论成熟 ,计算简单 ,但它只利用了实例数据集

合所提供的信息 ,无法加入专家知识 ,对实例数据的依赖性

大 ;基于 Bayesian有机结合了两类信息 ,对实例数据的依赖性

降低 ,学习结果更加准确.参数学习是 Bayesian网学习的基

础 ,是 Bayesian网结构学习必不可少的部分.
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