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  摘  要:  基于物理模型的声音合成技术是一种可以精确描述物体发声的方法, 其实质是以物体的振动 PDE 方

程为基础来直接合成声音,该方法已逐步成为目前声音合成技术领域内的研究热点.本文从理论上和试验上证明了一

个被研究者广为引用的一维基础 PDE方程存在的局限性,利用力学理论推导出了新的振动 PDE 方程, 并从理论上和

试验上证明了其正确性,从而提出了更具普遍意义的新一维声音合成基础方程,克服了传统方程的缺陷.
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Abstract:  Sound synthesis technique based on physical model is a kind of accurate method to describe object. s sounds. The

method is based on partial differential object. s vibration equation of to synthesize sound directly. Presently, the method is becoming an

important research field on digital sound synthesis. Under our research, we discover that the PDE cited by many researchers for a long

time is extreme limitation, and prove those by theory and experimentation. And then, we derive a new PDE by dynamics elements.

Last,we prove that our new PDE is correct. So, a new basic and universal equation has been proposed by the paper for sound synthesis

based on physical model.
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1  引言

  基于物理模型( Physical Model)的声音合成技术是利用声

学和力学理论, 通过偏微分方程( PDE: partial differential equa2

tion)来描述物体的振动物理特性. 它是对声音产生的物理机

制的描述,而不是对声音本身的描述[ 1, 4] , 而其它现有的合成

方法均是对音频本身时频特征的描述. 由于它可以精确描述

声音的产生及其产生过程,因此,成为目前乐器仿真、声音合

成领域的研究热点.

从物理特性上来说, 管乐器(wind)、弦乐器 ( string)、长笛

( flute)等可以用一维 PDE 来精确描述, 鼓( drum)、锣( gong)、钹

( cymbal)等可以用二维 PDE 来描述[ 1, 2, 3,6] .

方程( 1)是物理模型声音合成方法中的一个著名的基础

方程(以下简称传统 PDE) ,它是在理想刚性振动方程的基础

上添加了两个阻尼项而得到的一维振动方程, 其目的是为了

描述振动体振动幅度和频率的自然衰减. 该方程是德国学者

A. N. Tychonoff 和 A. A. Samrski于 1959 年提出的[ 11] , 后被德

国[ 1, 3, 4, 5, 7]、法国[ 10,12, 13]、意大利[ 14]、其它[ 2]等国外的研究者

广泛引用, 国内目前尚未见相关的文献报告. 但是, 我们在从

事该领域的研究中发现了它在理论上的局限性和应用中的不

足, 难以精确地描述物体的振动特性, 不具有普遍意义.本文

第二节从理论上对此作了分析, 从试验上作了验证;第三节利

用力学理论作了新的推演, 提出了具有普遍意义的新方程(以

下简称 NPDE) ;第四节对 NPDE 做了详细的理论分析和试验

验证;最后做了总结.

2  传统 PDE方程的解析

211 PDE表达式形式

按照传统理论, 物体的振动可由一个一维如式( 1)或者多

维偏微分方程 (PDE)及其边界条件、初始条件和激励条件来

描述[ 1, 3, 6] .限于篇幅, 本文只讨论一维情形 ,多维的证明和推

导, 我们不在此讨论.

QA
5 2y
5t2 - T0

5 2y
5 x2+ EI

54y
5x4+ d1

5 y
5t

+ d3
53y

5 t5 x2= f(x, t) ( 1)

其中: t和 x 为时空坐标, y= y(x, t)表示振动的偏移量, E 表示

杨氏弹性模量, T0 表示琴弦两端的标称张力,Q表示材料的密
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度, A表示横截面积, I 表示惯性矩, d1和 d3 分别表示二个不

同的阻尼因子, f ( x, t)表示外部激励.

对于两端固定的弦,方程( 1)的边界条件如下 :

      y(0, t) = 0,  y (L, t) = 0 (2)

      yd(0, t) = 0,  yd(L, t) = 0 (3)

其中: yd表示
52y
5 x2, yc表示微分

5 y
5 x

.

初始化条件:

      y( x, 0)= U( x) ,  t= 0 (4)

      Ûy( x, 0)= v( x) ,  t = 0 (5)

Ûy 表示微分
5y
5 t

,&y 表示
5 2y
5 t2

.

212  PDE 方程的定解

为了简化讨论,下面以拨弹弦为例来求传统 PDE 方程的

定解. 对于两端固定的拨弹弦, 由于受力后作自由振动, 有 f

( x, t)= 0, 初速度 v= 0, 故式(1)可化为:

QA
52y
5 t2

- T0
52y
5 x2+ EI

5 4y
5 x4+ d 1

5 y
5 t

+ d3
5 3y

5 t5 x2= 0 (6)

式(5)可化为:

      Ûy( x, 0)= 0,  t = 0 (7)

联立方程( 2)、(3)、(4)、( 6)、(7) , 可求得方程( 6)的定解

为:

y( x, t) =
2
L E

+ ]

L= 1

e- At ALcos( XLt) + BLsin( XLt) sin(BLx )

(8)

其中:  AL=
2ysin(BLx0 )
B2
L( L- x0 ) x0

, BL=
AAL
XL

, BL
PL
L

(9)

B= EIB4
L+ T0B

2
L (10)

A= ( d1- d 3B
2
L) / ( 2QA) (11)

X2
L= B/ ( QA) - A2 (12)

x0 为弦的拔弹点.

3  传统 PDE 的局限性
  根据式(8)可知:自由振动体的振动具有衰减因子 e- At .

显然,在常态下, 物体振动的阻尼系数 d1 和 d 3有限大, 且 d1

> 0, d3> 0. 为了证明其局限性,令: N=
d1L

2

d3P
2 , 为临界频率,

考虑以下四种情况:

情形 1 当 L 取有限大, 且满足 L< N 时, 恒有 A> 0 成

立,若 t y + ] , 则 e- At y 0.它所表达的物理意义为:系统中特

征频率小于 N 的波 ,其振荡幅度呈指数衰减, 当时间趋于无

穷时,幅度衰减为 0.这符合物理规律.

情形 2 当 L= N ,恒有 A= 0成立. 它所表达的物理意义

为:系统中特征频率等于 N 的波, 将以等幅振荡的形式无限

持续下去.显然, 这与阻尼振动的规律不相符合.

情形3  若取 L y + ] ,由于 d1 和 d3 有限大且大于0,故

可得:Ay - ] , ] e- At y + ] . 它所表达的物理意义为:系统

中特征频率为无穷大的波,其振动幅度将为无穷大.

情形 4  若 L截取为有限大 ,且 L> N 时, 有 A< 0, 当 t

y + ] 时,则有 e- At y + ] 成立. 它所表达的物理意义为:系

统中特征频率大于 N 的波, 其振荡幅度随着时间的增加呈指

数增长;当时间趋于无穷时,幅度为无穷大.

显然方程( 1)仅在满足情形 1 的状态下成立. 事实上, 根

据振动理论, 物体振动的频率是由基波及其无限多高次谐波

组成, 如果式(1)成立,则在情形 3、4 下将发生共振, 情形 2 下

将发生无阻尼振荡, 这与事实和理论相矛盾.

对于上述讨论, 通过计算仿真, 也有同样的结论[16] .

通过上述讨论可知 :方程(1)导致共振或无阻尼振荡的原

因在于引入了阻尼项 d3, 若 d3= 0, 则共振现象将消除.也许,

正是为了回避这种局限性,另外一些文献[10]在引用方程( 1)

时, 忽略了其第五项,得到方程:

QA
5 2y
5 t2

- T0
5 2y
5 x2+ EI

54y
5 x4+ d1

5 y
5 t

= f ( x, t) (13)

这种忽略尽管提高了系统的稳定性,但是它却忽略了阻

尼对高频成分的衰减[ 16] .

由此, 可得出这样的结论:方程( 1)有理论上的局限性, 它

只是对振动体在一定特殊状态下的近似描述, 不能精确地描

述物体的振动, 该方程不具有普遍意义.

上述结论是在激励为零(即拨弹弦)的情况下得到的, 对

于激励非零的状况, 也有同样的结论.

4  NPDE 方程的建立

  从理论上说, 对于一个两端固定的拨弹琴弦, 在激励信号

的作用下, 将产生三种振动模式, 即:横向振动、纵向振动和扭

转振动模式, 当忽略扭转模式时, 它们分别由惯性力、粘滞阻

尼力、轴向张力、粘滞阻尼应力等共同作用而产生的[9] .

图 1( a )示一两端紧固的等截面琴弦, 图 1( b)示其横向

受力. 图中,弦受任意分布载荷 f ( x, t )的作用,杨氏弹性模量

为 E, 惯性矩为 I , 长度为 L, 截面积为 A, 质量密度为 Q, 单位

长度质量为 �m= QA, 轴向张力为 T0. 受两种阻尼力的影响, 一

种是与横向速度成正比的粘滞阻尼力 fd = - c
5 y
5 t

,其中 c 为

位移速度阻尼系数. 另一种是截面上各纤维以一定速度反复

变形、沿截面高度产生分布的粘滞阻尼应力 Rd , 如图 1( c)所

示. 设 Rd 的大小与各点的应变速度成正比, 即 Rd = cs
5 y
5 t

, 其

中 cs 为应变速度阻尼系数, E为弦的弯曲应变.

图 1 两端紧固弦的受力图

产生的阻尼弯矩为: Md =QA
RdzdA ,其中 z 为截面上的点

到中性轴的距离.

_ Rd= cs
5 y
5 t

, E= - z
52y
5 x2

^ Md = - QA
z2dAcs

5 3y
5 t5 x2= - csI

53y
5 t5 x2

(14)
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轴向张力 T0产生的弯矩为 :  MT= T0y (15)      

微元惯性力为:

Im= -
d
dt
�mdx

dy
dt

= - �m
d2y
d2 t

dx (16)      

微元粘滞阻尼力:  �f d= - c d
dt
dx (17)      

根据达朗伯原理, E Y= 0, E mo= 0,这时微

元的动平衡方程为:

- Q+ ( Q+ dQ)+ Ny+ f ( x, t) dx -

 �m
d2y
d 2t

dx- c
dy
dt
dx = 0 (18)      

   M- (M+ dM)+ Qdx+ Ny
dx
2

+ f ( x, t) dx
dx
2

    - �m
d2y
d2 t

dx
dx
2

- c
dy
dt
dx

dx
2

= 0 (19)

又 ^ Ny U0,并忽略式( 19)中二次高阶小量,上

两式可化为:

]
dQ
dx

= - f ( x, t )+ �m
d 2y
d

2
t
dx + c

dy
dt

(20)

dM
dx

= Q (21)

对式(21)两边取 x 的一阶导数,可得:

d 2M
dx2 = - f ( x, t )+ �m

d 2y
d2 t

dx + + c
dy
dt

(22)

图 2  吉他 B弦第 7品位波形与频谱

 

   表 1 (频率单位:Hz)  

品位 0 1 2 3 4 5 6

理论基音频率(Hz) 246. 94 261. 63 277. 18 293. 67 311. 13 329. 63 349. 23

NPDE基音频率 247. 5 261. 25 277. 5 293. 75 311. 25 328. 75 348. 75

传统 PDE基音频率 246. 25 261. 25 276. 25 293. 75 311. 25 331. 25 351. 25

NPDE谐波频率 准确 准确 准确 准确 准确 准确 准确

传统 PDE谐波频率 无 无 无 无 无 无 无

根据图(1) ,轴向张力产生的弯矩为

MN= Ny (23)

其中: N 为坐标( x, y)处的张力.

弦截面 x 上的总弯矩为:

M= - EI
d

2
y

dx
2 + Md+ MN (24)

  根据式(14)、(23)和( 24) , 可得:

M= - EI d
2
y

d 2t
dx+ - csI

d
3
y

dtdx2+ Ny (25)

  对上式两边取 x 的二次导数,可得:

d2M
dx2 = - EI

d4y
dx4 - csI

d5y
dtdx4+ Ny+ N

d2y
dx2 (26)

根据式(22)和(26) ,可得:

EI
d4y
dx4 - N

d2y
dx2+ �m

d2y
d2 t

dx+ c
dy
dt

+ csI
d5y
dtdx4= f ( x , t) (27)

方程(27)就是一维振动系统的新方程, 即 NPDE. 与传统

PDE 方程相比, 它们的差别在于第五项.

5  NPDE的正确性证明
511  理论证明

忽略推导过程, NPDE 对于拨弹弦的定

解形式仍方程(8) ,但其中:

A= ( c+ csB
4
L) / (2QA)

因上式右边各项均为正数, 所以, 恒有

A> 0成立. 当 t y + ] 或者 L y + ] 时, e- At

y 0.振动始终处于逐步衰减状态, 系统是稳

定的.

故:该结论从理论上解决了方程 ( 1) 的

局限性.

512 试验验证

本试验在赛扬 II 667 PC平台上实现1

取钢弦吉他, 其 B 弦参数为:琴弦长度为 L= 0165m, 直径

D= 01 34mm, T0= 73N;密度 Q= 7800kg/ m3; E = 210 @1011N/

m2; c= 3 @10- 3kg/ (ms) , cs= 5@10- 4kg/ (ms) , 惯性矩 I= 6156

@10- 16, d 1= 3 @10- 3 kg/ ( ms)、d3 = 5 @10- 4 kg/ ms, Ts =

011024ms1 频谱分析采用 FFT算法, 分辨率为 1125Hz.

(1)波形对比

波形对比如图 2 所示, 它显示了吉他 B弦第 7 品位( 7
th

fret)激励后第一个 500ms 内的振动波形及频谱密度, 其理论

基音频率 ft= 369. 99Hz. 其中,图 2( a ) [15]是真实吉他的振动

波形;图2( b)为采用传统 PDE 方程的计算结果( L= 1) ,显然,

它产生了自激振荡;图 2( c)和( d)是采用 NPDE 方程的计算

结果( L= [1, 1024] ) , 前者为仿真波形图,后者为频谱密度图,

基音频率为 f = 368. 75Hz,与其理论基音频率相比, 误差很小,

高次谐波为 2f、3f、, . 直观地比较图 2( a )、( b)、( c) , 显然,

NPDE 的波形更接近真实. 另外, NPDE 的仿真结果还比文献

[15] 用数字波导方法得出的仿真结果更精确. 由此可见,

NPDE 更具合理性.

(2)音色对比

表 1 列出了 B弦从空弦( 0)到第 6 品位基音频率和谐波

的理论与试验结果.

从上表试验数据对比来看, 在计算弦的基音频率方面, 二

者都有相同的精度. 但是,传统 PDE 丢失了高次谐波分量, 而

NPDE 方程的谐波分量很准确.

根据上述试验, 我们同样可以得出结论:传统 PDE 方程

有很大的局限性, 相反, NPDE 方程可以精确地描述物体的振
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动特性.

6  结束语

  本文从理论上和应用上证明了传统一维 PDE 存在的缺

陷,提出了新的一维基础方程(NPDE) . 尽管本文所研究的仅

仅是拨弹弦,但它同样适用于其它很多一维振动体. 根据同样

的原理也可以得到多维(MD) 方程, 其方程型式近似, 不同的

是其理论证明和推导过程更加复杂.
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