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　　摘　要 :　由于单循环频率循环估计子估计性能对循环频率的选择有较大的依赖性 ,使其在实际应用中受到了较

大的限制.为解决该问题 ,文章研究并给出了多循环频率循环时延估计方法 ,还详细推导得到了多循环频率估计子组

的估计均方误差.在平稳高斯白噪声和慢变化时变高斯白噪声条件下对 BPSK和 QPSK信号的仿真结果表明 ,较高信

噪比时 (SNR > - 6dB)循环估计子组的估计理论精度与仿真精度基本上是一致的 ,并且三循环频率循环估计子组估计

性能要优于双循环频率循环估计子组 ,而双循环频率循环估计子组的估计性能要优于单循环频率循环估计子.仿真结

果充分说明了文章理论分析的正确性 ,也说明了多循环频率循环时延估计方法的有效性及估计算子的稳健性.
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Multi2Cycle Time2Delay Estimator and Its Performance Analysis
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Abstract :　Single2cycle time2delay estimator suffers from the dependence on the selection of different cycle frequencies ,which

restricts its practical usage. To solve the problem ,multi2cycle time2delay estimation method is discussed. And the estimation accuracy

for multi2cycle estimator is also given. Simulation results based on BPSK and QPSK signals with stationary noise and slowly time2vari2
ant noise show that estimation theoretical accuracy is just the same as the simulation one with high SNR ( > - 6dB) ,and double2cycle

estimator performs worse than tri2cycle estimator ,but better than single2cycle estimator ,which indicates the efficiency and robustness of

the given method as well as the exactness of the accuracy analysis.
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1　引言

　　利用信号的循环平稳性进行信号处理已经在许多方面得

到了广泛的应用 ,如雷达信号检测、天线波束形成、信号参数

估计及系统辨识 [1 ]等.与传统的信号处理方法相比 ,循环平稳

信号处理方法能够适应不同特性噪声信号环境 ,具有抗干扰

及信号选择的能力 ,这为设计性能优良稳健的信号处理算法

提供了基础[1 ,7 ,8 ] .

早在 80年代中期 ,William A. Gardner教授就研究并发表

了利用信号循环平稳性进行信号时延估计的论文 [2 ,3 ] ,在此

基础上作者对文献[2 ,3 ]的适用条件做了进一步的推广 ,研究

并给出了基于循环互模糊函数的时延和多普勒联合估计方

法[4 ] .但是上述两种时延估计方法都存在本质上的缺陷 ,那就

是对信号谱相关信息利用不足.因为文献 [2～4 ]的循环时延

估计方法实质上都是单循环频率估计方法 ,而循环平稳信号

的循环频率通常是不唯一的 [5 ] .基于上述考虑 ,本文主要研究

多循环频率循环时延估计方法 ,并就估计性能进行详细的理

论和仿真分析.

2　单循环频率循环估计子的局限性

　　时延估计的信号模型可简写成下面的形式

x ( t) = s ( t) (1)

y ( t) = as ( t - D) + n ( t) (2)

其中 , s ( t)为本地辐射信号 , a表示回波信号相对于发射信号

的幅度衰减因子 , n ( t)为零均值高斯白噪声 ,且与信号 s ( t)

是互不循环相关的 ; D为回波信号相对于发射信号的时延.

文献[4 ]中研究得到的单循环频率循环时延估计方法如

下式所示

( u = D̂) = arg max
u

| C
α
y , x ( u ,0) | (3)

其中

| Cαy , x ( u ,0) | > ∫
∞

- ∞
Rαy , x (τ) ( Rαx (τ- u) ) 3 dτ (4)

或者也可以通过下面的形式得到时延估计值 [4 ]

5| Cαy , x ( u ,0) | 2

5 u u = D̂
= 0 (5)

其中 , R
α
y , x (τ)是信号 x ( t)和 y ( t)在循环频率α处的循环自
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相关函数[1 ,5 ] .

如式 (43)所示 ,上述单循环频率循环时延估计方法的估

计精度为 (见附录证明)

σ2
D≈

k
8 Tπ2 (2 a2/ N0) B2

αφ
α
s (0)

(6)

由式 (6)知道 ,单循环频率循环估计子的估计精度与所选

用的循环频率是有关的.通常 ,循环平稳信号的循环频率是不

唯一的 ,这使得单循环频率循环估计子在进行信号时延估计

时存在如下两个问题 :一 ,对于不同的信号事先究竟该如何选

择最佳的循环频率 ;二 ,只利用单个循环频率 ,其他循环频率

处信号信息被丢失.这两个问题使得单循环频率循环时延估

计方法在实际应用中受到了很大的制约 ,解决上述两点问题

的一个有效途径就是研究多循环频率循环时延估计方法.

3　多循环频率循环时延估计方法及估计精度

　　作者在文献 [5 ]研究循环相关匹配滤波器组时已经得到

结论 :多个单循环频率循环相关匹配滤波器组成滤波器组时

对应的权值取为相等才能使输出信噪比达到最大.在进行参

数估计时可以借鉴这一结论.

将各单循环频率循环估计子 (如式 (4)所示)等权相加 ,定

义变量 Cy , x ( u)如下所示

Cy , x ( u) > ∑
α

i
∈Λ

C
α

iy , x ( u ,0) = ∑
α

i
∈Λ
∫
∞

- ∞
R
α

iy , x (τ) ( R
α

ix (τ- u) ) 3 dτ

(7)

其中 ,Λ是信号 x ( t)的循环频率集 ,包括零元素.将式 (1) 、(2)

代入到式 (7)

Cy , x ( u) = ∑
α

i
∈Λ

ae - jπα
i
D∫
∞

- ∞
Rαis (τ- D) ( Rαis (τ- u) ) 3 dτ

　+∫
∞

- ∞
R
α

in , s (τ) ( R
α

is (τ- u) ) 3 dτ

> ∑
α

i
∈Λ

ae - jπα
i
Dφαis ( u - D) +φαin ( u) (8)

当不存在干扰时有

Cy , x ( u) = ∑
α

i
∈Λ

ae - jπα
i
D∫
∞

- ∞
R
α

is (τ- D) ( R
α

is (τ- u) ) 3 dτ

(9)

从而有

Cy , x ( u) = ∑
α

i
∈Λ

ae - jπα
i
D∫
∞

- ∞
R
α

is (τ- D) ( R
α

is (τ- u) ) 3 dτ

Φα∑
α

i
∈Λ
∫
∞

- ∞
| Rαis (τ- D) | 2 dτ (10)

上式中等号成立的条件是[4 ]

u = D (11)

这说明 ,时延值可通过如下方法得到

( u = D) = arg max
u

| Cy , x ( u) | (12)

上式也可等价写成下面的形式

5
5 u

| Cy , x ( u) | 2

u = D
= 0 (13)

式 (12) 、(13)给出了多循环频率循环时延估计方法.

有噪声干扰时 ,通过式 (12) 、(13)只能得到对时延真实值

D的一个估计 D̂

( u = D̂) = arg max
u

| Cy , x ( u) | (14)

或者

5
5 u

| Cy , x ( u) | 2

u = D̂
= 0 (15)

在附录中给出了双循环频率循环估计子组估计理论精度

的严格数学推导过程和解析表式 ,并由此直接得到了单/三循

环频率循环估计子 (组)的估计理论精度 ,对于高于三个循环

频率的情况也可通过同样的推导过程得到 ,在此不再赘述.

要比较单循环频率循环估计子与多循环频率循环估计子

组的估计性能只需要直接比较它们对应的估计均方误差即

可.然而 ,由于在计算式 (42) 、(43)均方误差之差时所包含的

参量多 ,并且各参量之间的相对大小关系不确定 ,通过直接取

差运算不能直观地知道两个估计均方误差的大小.下面以典

型BPSK信号为例计算这两个估计均方误差的具体值 ,从而

对二者的大小关系有一个直观的了解.

下表给出了对典型 BPSK信号时延估计理论精度 (分别

由式 (42) 、(43)给出)的计算结果.其中 ,采样间隔 Ts = 10 - 7 s ,

回波信号真实时延 D为 18 Ts ,信号载频为 f0 = 2MHz ,码片宽

度 Tc = 32 Ts ,α为信号的循环频率 , SNR为回波信号信噪比 ,

理论精度单位为 Ts .由表 1可看出 ,双循环频率估计子组的

估计性能确实要优于组成估计子组的单循环频率估计子.其

中 ,2 f0、1/ Tc、2/ Tc都是 BPSK的循环频率 ,详细的分析说明见

文献[1 ,5 ].

表 1　对 BPSK信号的单循环频率估计子与双循环频率估计子组估计理论精度比较

D = 18 Ts

单循环频率估计子 双循环频率估计子组

α= 2 f 0 α= 1/ Tc α= 2/ Tc α= 2 f 0 + 1/ Tc α= 2 f 0 + 2/ Tc α= 1/ Tc + 2/ Tc

SNR = 3dB 010083 Ts 010058 Ts 010030 Ts 010038 Ts 010024 Ts 010028 Ts

SNR = 0dB 010098 Ts 010078 Ts 010040 Ts 010055 Ts 010031 Ts 010045 Ts

SNR = - 3dB 010155 Ts 01016 Ts 010065 Ts 010077 Ts 010041 Ts 010061 Ts

SNR = - 6dB 010259 Ts 010176 Ts 010091 Ts 010125 Ts 010061 Ts 010077 Ts
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4　仿真分析

　　以下对多循环频率循环估计子组的估计性能进行仿真分

析 ,并与单循环频率循环估计子估计性能进行比较.仿真对象

为BPSK和 QPSK信号 ,Monte2Carlo模拟次数为 10000 ,其他参

数设置同上. BPSK和 QPSK的循环平稳特性分析参见文献[1 ,

5 ] .其中 ,仿真图例中的 alpha表示循环估计子 (组)所选择的

循环频率.

仿真中使用了平稳高斯白噪声和时变高斯白噪声两种噪

声模型 ,其中慢变化时变高斯白噪声信号模型参考了文献[ 9 ]

的噪声模型 ,该白噪声的方差是一个高斯分布变量的平方.用

σN表示时变高斯噪声的方差 ,且该方差的均值为 uN =

E[σN ] ,衡量时变噪声变化快慢的量是方差偏移系数 ,用ρN

表示 ,定义为ρN = ( E[σ2
N ] - u2

N) / u2
N .ρN = 0对应平稳高斯白

噪声信号模型 ,ρN ≠0对应时变高斯白噪声模型 .在以下仿真

试验中时变高斯噪声的方差偏移系数ρN 取为 011.

图 1给出了平稳高斯白噪声背景对 BPSK和 QPSK信号

时延估计理论精度与仿真精度的比较.仿真结果显示 ,在较高

信噪比时 (SNR > - 6dB)根据理论推导计算得到的理论估计

精度与仿真精度基本上是一致的 ,这说明了文章理论分析的

正确性 ;而在信噪比降低时 ,理论精度与仿真精度差距逐渐变

大 ,这是因为在低信噪比条件时推导估计理论计精度的前提

条件 (信噪比足够高以忽略高阶干扰项的影响)已不再成立 ,

高阶干扰项开始起主要作用.

图 2给出了两种不同噪声背景下三循环频率循环估计子

组对 BPSK信号时延估计的仿真精度.仿真结果显示 ,时变噪

声背景下估计精度较平稳噪声背景要略有下降 ,但这种下降

并不是很明显 ,说明多循环频率循环时延估计方法是一种稳

健的估计算法.

图 1 对BPSK和QPSK信号时延　图 2 平稳高斯白噪声和慢变化

估计的理论精度与仿真精 时变高斯白噪声背景下对

度比较;虚线表示仿真实验 BPSK信号时延估计的仿

精度 ,实线表示理论精度 真精度比较

图 3给出了不同噪声背景下对 BPSK信号时延估计的多

循环频率估计子组与单循环频率估计子的性能比较 ,噪声背

景主要指平稳高斯白噪声和慢变化时变高斯白噪声.其中多

循环频率主要包括两种 ,分别是双循环频率估计子组和三循

环频率估计子组.由仿真结果可看出 ,三循环频率循环估计子

组性能要优于双循环频率循环估计子组 ,而双循环频率循环

估计子组性能要优于单循环频率循环估计子.该仿真说明 ,充

分利用信号循环平稳特征的多循环频率循环估计子组性能确

实要变好 ,这与理论分析的结论是一致的.

图 3　不同噪声模型下对BPSK信号时延估计的多循环频率估计

子组与单循环频率估计子精度比较 ; ( a)平稳高斯白噪声

背景 ; ( b)时变高斯白噪声背景

　　图 4给出了平稳高斯白噪声和慢变化时变高斯白噪声背

景下对 QPSK信号时延估计的三循环频率循环估计子组与单

循环频率估计子的性能比较.很明显 ,三循环频率循环估计子

组估计性能要优于单循环频率循环估计子的估计性能.

图 4　不同噪声模型下对QPSK信号时延估计的多循环频率估计

子组与单循环频率估计子精度比较 ; ( a)平稳高斯白噪声

背景 ; ( b)时变高斯白噪声背景

5　总结

　　已有的单循环频率循环估计子由于只利用了循环平稳信

号单个循环频率的特征信息 ,并且估计性能对循环频率的选

择有较大的依赖性 ,使得单循环频率估计子在实际使用中受

到了较大的局限性.为解决该问题 ,文章研究并首次给出了多

循环频率循环时延估计方法 ,还对均方误差进行了严格推导 ,

得到了理论估计精度的解析表式.在平稳高斯白噪声和慢变

化时变高斯白噪声条件下对 BPSK和 QPSK信号的仿真结果

表明 ,较高信噪比时 (SNR > - 6dB)循环估计子组的估计理论

精度与仿真精度基本上是一致的 ,并且三循环频率循环估计

子组估计性能要优于双循环频率循环估计子组 ,而双循环频

率循环估计子组的估计性能要优于单循环频率循环估计子.

仿真结果充分说明了文章理论分析的正确性 ,也说明了多循

环频率循环时延估计方法的有效性及估计算子的稳健性.
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附录 :双循环频率循环估计精度详细推导

　　由式 (8)知道

Cy , x ( u) 2 = ∑
i =1 ,2

ae - jπα
i
Dφαis ( u - D) +φαin ( u) ∑

i =1 ,2

ae - jπα
i
Dφαis ( u - D) +φαin ( u)

3
(16)

化简后有

Cy , x ( u) 2 = ∑
i , l =1 ,2

a2e jπ(α
l

- α
i
) Dφαis ( u - D) + φαls ( u - D) 3 + ae - jπα

i
Dφαis ( u - D) φαln ( u) 3

+ ae jπα
l
D φαls ( u - D) 3φαin ( u) +φαin ( u) φαln ( u) 3 (17)

为简化问题的推演 ,假定信杂比高 ,使得噪声乘积项可忽略 (这意味着推导结果只适用于高信杂比情况) ,并且对上式展开

后可得

Cy , x ( u ,0) 2≈ a2 φα1s ( u - D) 2 + a2 φα2s ( u - D) 2 + 2Re a2e jπ(α
2

- α
1
) Dφα1s ( u - D) φα2s ( u - D) 3

+ 2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ 2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα1n ( u) 3 (18)

计算上式的微分得到

5 Cy , x ( u ,0) 2

5 u
≈ a2 5

5 u
φα1s ( u - D) 2 + φα2s ( u - D) 2 + 2Re e jπ(α

2
-α

1
) Dφα2s ( u - D) φα2s ( u - D) 3

+
5

5 u
2Re ae - jπα

1
Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3

+ 2Re ae - jπα
2

Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ 2Re ae - jπα1 Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα2 Dφα2s ( u - D) φα1n ( u) 3 (19)

对式 (19)右边第一个微分在 u = D处做一阶泰勒级数展开 ,有

a2 5
5 u
φα1s ( u - D) 2 + φα2s ( u - D) 2 + 2Re e jπ(α

2 - α1) Dφα1s ( u - D) φα2n ( u - D) 3

u = D̂
　　　　

≈ a2 5
5 u
φα1s ( u - D) 2 + φα2s ( u - D) 2 + 2Re e jπ(α

2
- α

1
) Dφα1s ( u - D) φα2n ( u - D) 3

u = D

+ a2 52

5 u2 φ
α

1s ( u - D) 2 + φα2s ( u - D) 2 + 2Re e jπ(α
2

-α
1
) Dφα1s ( u - D) φα2n ( u - D) 3

u = D
( D̂ - D)

= a2 52

5 u2 φ
α

1s ( u - D) 2 + φα2s ( u - D) 2 + 2Re e jπ(α
2 -α1) Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3

u = D
( D̂ - D) (20)

对式 (19)右边第二个微分在 u = D处做泰勒级数展开 ,并且只取第一项近似有

5
5 u

2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ 2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
D φα2s ( u - D) 3φα1n ( u) u = D̂

≈

5
5 u

2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3 　　　

+ 2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2n ( u - D) 3 (φα1n ( u) )

u = D

(21)

将式 (20) 、(21)结果代入到式 (15) ,可以得到估计值与真值之差为

D̂ - D≈ -

5
5 u

2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ 2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα1n ( u) 3

u = D

a2 52

5 u2 φ
α

1s ( u - D) 2 + φα2s ( u - D) 2 + 2Re e jπ(α
2

- α
1
) Dφα1s ( u - D) φα2n ( u - D) 3

u = D

　　　 (22)

　　由于信号与噪声是统计独立的 ,且噪声在循环频率α1、α2处是不存在谱相关特性的 ,因此 ,对上式左右两边取均值显然有

E D̂ - D ≈0 (23)

这说明式 (15)给出的估计是无偏的.为便于区分不同循环频率循环估计子组的估计精度 ,用σ2
D2表示两循环频率循环估计子组

的估计方差 ,则

σ2
D2 = E D̂ - D 2≈

E

5
5 u

2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ 2Re ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3
+ 2Re ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα1n ( u) 3

u = D

2

a2 52

5 u2 φ
α

1s ( u - D) 2 + φα2s ( u - D) 2 + 2Re e jπ(α
2

- α
1
) Dφα1s ( u - D) φα2n ( u - D) 3

u = D

2 　

(24)
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　　上式形式较为复杂 ,下面对其化简.化简过程分两步完成 ,分别对分子和分母进行化简 ,先考虑对分母的化简.

由于 φα1s ( u - D) φα2s ( u - D) 3 = κ
( - ∞, ∞)

Rα1s (τ1 - D) Rα2s (τ2 - u) Rα1s (τ1 - u) Rα2s (τ2 - D) 3
dτ1 dτ2 (25)

并且

52

5 u2 Rα2s (τ2 - u) Rα1s (τ1 - u) 3
= Rα2s (τ2 - u) 52

5 u2 Rα1s (τ1 - u) 3 + Rα1s (τ1 - u) 3 52

5 u2 Rα2s (τ2 - u)

+ 2
5

5 u
R
α

2s (τ2 - u) 5
5 u

R
α

1s (τ1 - u) 3 (26)

　　又因为

　　　　 κ
( - ∞, ∞)

Rα1s (τ1 - D) Rα2s (τ2 - D) 3 5
5 u

Rα1s (τ1 - u) 3 5
5 u

Rα2s (τ2 - u) dτ2 dτ1
u = D

　　　　= κ
( - ∞, ∞)

Rα1s (τ1 - D) Rα2s (τ2 - D) 3 κ
( - ∞, ∞)

4π2 f1 f2 Sα2s ( f2) Sα1s ( f1) 3 e - j2πf
1

(τ
1

- u) e j2πf
2

(τ
2

- u) df1 df2 dτ2 dτ1
u = D

　　　　= 4π2 κ
( - ∞, ∞)

f1 f2 Sα2s ( f2) 2 Sα1s ( f1) 2
df1 df2

　　　　= 4π2 ∫
( - ∞, ∞)

f Sα1s ( f ) 2
df ∫

( - ∞, ∞)

f Sα2s ( f ) 2
df (27)

并且

　　　　　　 κ
( - ∞, ∞)

Rα1s (τ1 - D) Rα2s (τ2 - D) 3 Rα1s (τ1 - u) 3 52

5 u2 Rα2s (τ2 - u) dτ2 dτ1
u = D

　　　　　　= ∫
( - ∞, ∞)

R
α

1s (τ1 - D) 2
dτ1 ∫

( - ∞, ∞)

Rα2s (τ2 - D) 3 52

5 u2 R
α

2s (τ2 - u) dτ2
u = D

　　　　　　= - φα1s (0) κ
( - ∞, ∞)

Sα2s ( f1) 3 e - j2πf
1

(τ
2

- D) df1∫4π2 f2
2 Sα2s ( f2) e j2πf

2
(τ

2
- u) df2 dτ2

u = D

　　　　　　= - 4π2φα1s (0) µ
( - ∞, ∞)

f 2
2 s
α

2s ( f1) 3
Sα2s ( f2) e j2π( f

2
- f

1
) (τ

2
- D) df1 df2 dτ2

　　　　　　= - 4π2φα1s (0) ∫
( - ∞, ∞)

f2 Sα2s ( f ) 2
df (28)

同理有

　　　　　　 κ
( - ∞, ∞)

R
α

1s (τ1 - D) R
α

2s (τ2 - D) 3
R
α

2s (τ2 - u)
52

5 u2 R
α

1s (τ1 - u) 3
dτ2 dτ1

u = D

　　　　　　= ∫
( - ∞, ∞)

R
α

2s (τ2 - D) 2
dτ1 ∫

( - ∞, ∞)

R
α

1s (τ1 - D) 3 52

5 u2 R
α

1s (τ1 - u) 3
dτ2

u = D

　　　　　　= - φα2s (0) κ
( - ∞, ∞)

S
α

1s ( f1) 3 e - j2πf
1

(τ
2

- D)
df1∫4π2 f2

2 S
α

1s ( f2) e j2πf
2

(τ
2

- u)
df2 dτ2

u = D

　　　　　　= - 4π2φα2s (0) µ
( - ∞, ∞)

f2
2 sα1s ( f1) 3

Sα1s ( f2) e j2π( f
2

- f
1
) (τ

2
- D) df1 df2 dτ2

　　　　　　= - 4π2φα2s (0) ∫
( - ∞, ∞)

f2 S
α

1s ( f ) 2
df (29)

　　于是由式 (26)～ (29)知道

　　　　
52

5 u2 Re e jπ(α
2

- α
1

) Dφαis ( u - D) φαjs ( u - D) 3

u = D
= 4π2cos[π(α2 -α1) D) ×

　　　　 2∫
∞

- ∞
f Sα1s ( f ) 2

df∫
∞

- ∞
f Sα2s ( f ) 2

df - φα1s (0)∫
∞

- ∞
f2 Sα2s ( f ) 2

df - φα2s (0)∫
∞

- ∞
f2 Sα1s ( f ) 2

df (30)

并且由式 (30)知道

52

5 u2 φ
α

1s ( u - D) 2

u = D
= 8π2 ∫

∞

- ∞
f Sα1s ( f ) 2

df
2

- φα1s (0)∫
∞

- ∞
f2 Sα1s ( f ) 2

df (31)

52

5 u2 φ
α

2s ( u - D) 2

u = D
= 8π2 ∫

∞

- ∞
f Sα2s ( f ) 2

df
2

- φα2s (0)∫
∞

- ∞
f2 Sα2s ( f ) 2

df (32)

令 B2
α

i
表示谱相关函数 Sαis ( f ) 2的二阶中心矩 , �fα

i
表示 Sαis ( f ) 2的一阶原点矩 ,φαis (0)为循环相关函数 R

α
is (τ)的能量 ,则

φαis (0) >∫
∞

- ∞
R
α

is (τ) 2
dτ=∫
∞

- ∞
S
α

is ( f ) 2
df , 　i = 1 ,2 , ⋯ (33)
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�fα
i
>
∫
∞

- ∞
f Sαis ( f ) 2

df

φαis (0)
, 　　i = 1 ,2 , ⋯ (34)

B2
α

i
>
∫
∞

- ∞
f - �fα

i

2
Sαis ( f ) 2

df

φαis (0)
, 　　i = 1 ,2 , ⋯ (35)

利用式 (30)～ (35)的结果 ,式 (24)分母可简化成下面的形式

　　　　 a2 52

5 u2 φ
α

1s ( u - D) 2 + φα2s ( u - D) 2 + 2Re e jπ(α
2

- α
1
) Dφα1s ( u - D) φα2s ( u - D) 3

u = D

2

　　　　= 64π4 a4 φα1s (0) B2
α

1
φα1s (0) +φα2s (0) cos π(α2 -α1) D +φα2s (0) B2

α
2
φα2s (0) +φα1s (0) cos π(α2 -α1) D

　　　　　+φα1s (0)φα2s (0) cos π(α2 -α1) D �fα
1

- �fα
2

2 2
(36)

　　下面对式 (24)分子进行化简.由于

　　　　

5
5 u

ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3
+ ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3
+ ae - jπα

2
Dφα2s ( u - D) φα1n ( u) 3

u = D

　　　　= ae - jπα
1

Dφα1s (0) 5
5 u
φα1n ( u) 3

u = D
+ ae - jπα

2
Dφα2s (0) 5

5 u
φα2n ( u) 3

u = D

　　　　+ ae - jπα
1

Dφα1s (0) 5
5 u
φα2n ( u) 3

u = D
+ ae - jπα

2
Dφα2s (0) 5

5 u
φα1n ( u) 3

u = D

　　　　= a e - jπα
1

Dφα1s (0) + e - jπα
2

Dφα2s (0)
5

5 u
φα1n ( u) 3

u = D
+

5
5 u
φα2n ( u) 3

u = D
(37)

从而有

　　　　2Re

5
5 u

ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3 + ae - jπα
2

Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3 + ae - jπα
2

Dφα2s ( u - D) φα1n ( u) 3
u = D

　　　　= a e - jπα
1

Dφα1s (0) + e - jπα
2

Dφα2s (0)
5

5 u
φα1n ( u) 3

u = D
+

5
5 u
φα2n ( u) 3

u = D

　　　　+ a e - jπα
1

Dφα1s (0) + e - jπα
2

Dφα2s (0)
5

5 u
φα1n ( u) 3

u = D
+

5
5 u
φα2n ( u)

u = D
(38)

于是

　　　　E 2Re

5
5 u

ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3 + ae - jπα
2

Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3 + ae - jπα
2

Dφα2s ( u - D) φα1n ( u) 3
u = D

2

　　　　= 4 a2 φα1s (0) 2 + φα2s (0) 2 + 2cos(π(α2 -α1) D)φα1s (0)φα2s (0)

　　　　　× E
5

5 u
φα1n ( u)

2

u = D
+ E

5
5 u
φα2n ( u)

2

u = D
(39)

从而有下式成立

E 2Re

5
5 u

ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα1n ( u) 3 + ae - jπα
2

Dφα2s ( u - D) φα2n ( u) 3

+ ae - jπα
1

Dφα1s ( u - D) φα2n ( u) 3 + ae - jπα
2

Dφα2s ( u - D) φα1n ( u) 3
u = D

2

= 16π2 a2 φα1s (0) 2 + φα2s (0) 2 + 2cos (π(α2 -α1) D)φα1s (0)φα2s (0) × Kα
1∫
∞

- ∞
f2 φα1s ( f ) 2

df + Kα
2∫
∞

- ∞
f2 Sα2s ( f ) 2

df

= 16π2 a2 φα1s (0) 2 + φα2s (0) 2 + 2cos (π(α2 -α1) D)φα1s (0)φα2s (0) × Kα
1
φα1s (0) B2

α
1

+ �f 2
α

1 + Kα
2
φα2s (0) B2

α
2

+ �f 2
α

2 (40)

其中 , Kα
1
和 Kα

2
表示分别取循环频率为α1和α2时近似白噪声φ

α
1n ( u) 、φα2n ( u)的功率谱密度 ,且

Kα
1

= kiN0/ (2 T) (41)

而 ki 是信号 s ( t) e - jπα
i
t功率谱等效成矩形时的矩形幅度 [5 ] , T为信号积累时间长度 , N0/ 2是白噪声的功率谱密度 .

将式 (36) 、(40)结果带入到式 (24)可得到对时延的估计均方误差为

σ2
D2≈
φα1s (0) 2 + φα2s (0) 2 + 2cos(π(α2 -α1) D)φα1s (0)φα2s (0) × Kα

1
φα1s (0) B2

α
1

+ �f 2
α

1 + Kα
2
φα2s (0) B2

α
2

+ �f 2
α

2

4π2 a2 φα1s (0) B2
α

1
φα1s (0) +φα2s (0) cos (π(α2 -α1) D) +φα2s (0) B2

α
2
φα2s (0) +φα1s (0) cos(π(α2 -α1) D)

+φα1s (0)φα2s (0) cos (π(α2 -α1) D) �fα
1

- �f 2
α

2

2 2
　　　　　　　　　　　

(42)
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上式中当取α1 =α2时 ,双循环频率循环估计子组退化为单循环频率循环估计子 ,并且其估计精度为

σ2
D≈

Kα
1

B2
α

1
+ �f 2
α

1

8π2 a2φα1s (0) B4
α

1

(43)

同样的推导过程可求得三循环频率循环估计子组的估计均方误差σ2
D3为

σ2
D3≈

3 ∑
i =1 ,2 ,3

Kα
i
φαis (0) B2

α
i
+ �f 2
α

i

∑
i =1 ,2 ,3

φαis (0) 2 + 2cos (π(α2 -α1) D)φα1s (0)φα2s (0)

+ 2cos (π(α2 -α1) D)φα1s (0)φα3s (0) + 2cos(π(α2 -α1) D)φα3s (0)φα2s (0)

8π2 a2 φα1s (0) B2
α

1 ∑
i =1 ,2 ,3

φαis (0) cos(π(αi -α1) D) +φα2 (0)
s B2
α

2 ∑
i =1 ,2 ,3

φαis (0) cos(π(αi -α2) D)

+φα3s (0) B2
α

3 ∑
i =1 ,2 ,3

φαis (0) cos (π(αi -α3) D) +φα1s (0)φα2s (0) cos (π(α2 -α1) D) �fα
1

- �fα
2

2

+φα1s (0)φα3s (0) cos (π(α3 -α1) D) �fα
1

- �fα
3

2
+φα3s (0)φα2s (0) cos(π(α2 -α3) D) �fα

3
- �fα

2

2 2

(44)
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