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基于OPG理论的自适应滤波器设计及其在图像处理中的应用

彭冬亮 ,吴铁军
(浙江大学智能系统与决策研究所 ,浙江大学工业控制技术国家重点实验室 ,浙江杭州 310027)

　　摘　要 :　本文基于单参数变换群理论提出了一种新的自适应滤波器的设计方法 ,并且给出了滤波器与图象卷积

的算法.参数变化后的滤波器的可以表示为事先给定的一组基本滤波器的线性组合.这种滤波器在不同方向、尺度和

位置上和图像进行卷积时 ,可以显著提高运算效率.最后给出了一个图像边缘提取的算例 ,表明这种方法是有效的.
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OP G Ba sed Adaptive Filter De sign and Its Application in Image Proce ssing
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Abstract :　A novel adaptive filter design technique is proposed in this paper according the theory of One2parameter Transforma2
tion Group. An algorithm for the convolution of this filter and an image is also given. The filter ,after this parameter changes ,can be

represented in form of the linear combination of a fixed ,finite set of basis filters. When this kind of filters are convoluted with a image

in different orientations ,positions and scales ,the computing efficiency is improved remarkably. An example for edge2detection is given

to demonstrate validity of this method.
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1　引言

　　在计算机视觉问题的研究中 ,首先需要对所获得的数字

图像进行预处理 ,如噪声滤波、边缘检测、图像锐化等.在对初

始图像进行上述处理时 ,常常通过在不同方向、位置和尺度上

对其进行滤波来获取图像在对应位置、方向和尺度上的某个

特征信息 ,如边缘、纹理等.解决这些问题的常规方法是 :当滤

波方向、位置和尺度变化时 ,滤波器需要做相应的调整 ,同时

按照原来的算法重新进行卷积运算得到滤波后图像.因为每

一次调整都要进行一次卷积运算 ,所以这种方法的计算效率

是比较低的.当需要对大量图象进行实时处理时 ,提高计算速

度、降低算法的计算复杂度是十分重要的.

Freeman和 Adelson基于函数极坐标形式的 Fourier级数展

开提出了一种方向可调滤波器的设计方法 [1 ] ,通过引入可控

制函数概念 ,将任一方向的滤波器表示为一组基滤波函数的

线性组合.由于卷积也是线性运算 ,所以图像经过任一方向滤

波器后的响应可以用该图像通过一组基滤波器的响应的线性

组合表示 ,避免了重复卷积运算 ,从而减少了运算量. Simoncell

等把可控制函数推广到平移情况 ,并且构造了一种多尺度变

换 ,这种变换在一定程度上克服了小波变换对平移的依赖

性[2 ] . Perona基于奇异值分解理论 ,讨论了旋转和尺度变换作

用下可控制函数的构造问题 [3 ] .这些方法在可控制函数的表

示和确定上都比较繁琐 ,文献 [4 ,5 ]从 Lie群角度对函数的描述

进行简化.可控制函数在图象处理中的应用正在研究中 [6 ,7 ] .

本文从单参数变换群 (OPG)的角度概括了可控制函数的

确定 ,即可控制滤波器的设计问题 ,把滤波器的尺度变换、平

移变换和旋转变换问题在 OPG意义下统一起来.这种滤波器

对参数变化具有明显的自适应能力.利用可控制滤波器改进

了用 Canny滤波器进行图象边缘检测算法[8 ] ,降低了原有算

法的计算复杂度 ,并且通过仿真验证了算法的有效性.

2　单参数变换群及其无穷小形式

　　定义 1[9 ] 　(单参数变换群)若在 x - y平面上给出变换

x1 = f ( x , y ,ε) 　y1 = f ( x , y ,ε) 　( - ∞<ε< + ∞) (1)

若　(1)ε= 0表示恒等变换 ,即 x = f ( x , y ,0) , y = g ( x , y ,0) ;

　　(2) -ε表示逆变换 ,即 x = f ( x1 , y1 , -ε) , y = f ( x1 , y1 ,

-ε) ;

　　(3)两个变换的“乘积”仍为变化族 (1)中的“元素”,如 x1

= f ( x1 , y1 ,δ) , y2 = g ( x1 , y1 ,δ) ,则“乘积”[两次连续变换 :

( x , y) →( x1 , y1) →( x2 , y2) ] ,

当 (1)～ (3)满足时 ,称 (1)为单参数变换群 (OPG) .

OPG的许多性质可以通过研究其无穷小形式的性质来说

明 ,并且已知一个 OPG的无穷小形式就可以确定整体变换

(1) [9 ] .
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　　定义 2[9 ] 　(OPG的无穷小)将 (1)在ε= 0 附近做一阶

Talor展开

x1 = x +εξ( x , y) + O (ε2) 　y1 = y +εη( x , y) + O (ε2) (2)

其中 ξ( x , y) =
dx1

dε ε= 0
　　η( x , y) =

dy1

dε ε= 0

称式 (2)为式 (1)的无穷小形式 ,ξ( x , y)和η( x , y)分别为 x ,

y的无穷小.

利用 OPG的无穷小形式可以引入一个类似微分的算子

L ,并且有如下命题成立.

命题 1[9 ] 　设式 (1)和式 (2)分别是平面上点 ( x , y)在参

数为ε的单参数变换群 G作用下的整体变换和变换的无穷小

形式 ,则对于任意函数Φ( x1 , y1)有

Φ( x1 , y1) = e
εLΦ( x , y)

其中 L =ξ( x , y) 5
5 x

+η( x , y) 5
5 y
是 OPG的生成元 ,级数形式

的微分算子 eεL = ∑
∞

n =0

εn

n !
Ln .根据上面的讨论结果 ,本文给出了

几种常见的变换群及其生成元 ,如表 1所示.

表 1　常见的几个 OPG及其生成元

OPG 整体变换 生成元 L

平移群 ( x方向) x1 = x +ε, y1 = y - 5/ 5 x

平移群 ( y方向) x1 = x , y1 = y +ε - 5/ 5 y

旋转群

　

x1 = xcosε- ysinε,

y1 = xsinε+ ycosε

- y5/ 5 x + x5/ 5 y

　

伸缩群 x1 = eεx , y1 = eεy x5/ 5 x + y5/ 5 y

双曲旋转群 x1 = xeε, y1 = ye -ε x5/ 5 x - y5/ 5 y

双曲旋转群

　

x1 = xcoshε+ ysinhε,

y1 = xsinhε+ ycoshε

x5/ 5 y + y5/ 5 x

　

3　可控制函数及其基函数的确定

　　在 Freeman和Adelson的文章中提出了“可控制”函数的概

念.

定义 3[1 ] 　(可控制函数或可控制滤波器)设 f ( x , y) : R2

→R , G是参数为ε的 OPG,对任意 g (ε) ∈G,若存在有限确

定函数集合{ <i | 1 < i < n} ,使得

g (ε) f ( x , y) = ∑
n

i =1

αi (ε) <i ( x , y)

称 f ( x , y)在变换群 G作用下是可控制的 , {αi (ε) }、{ <i ( x ,

y) }分别为调节函数和基函数.注意到{αi (ε) }只依赖于变换

参数ε,而且上面的表示形式是可分离的.这里不失一般性假

设 n是所需要的基函数的最小数目 ,显然这些基函数是彼此

线性无关的.

下面我们由 OPG的生成元对 f ( x , y)的重复作用给出这

n个基函数的一组解 (基函数不唯一) ,以便把可控制函数经

变换作用后的函数表示为原来函数在生成元作用下生成函数

的线性组合 ,而这些生成函数族可以事先确定.

命题 2　设 f ( x , y)在 OPG(参数为ε) G作用下是“可控

制”的 ,对于任意 g (ε) ∈G,经 g (ε)变换作用后生成的函数可

以写成以下 n个线性无关基函数的线性组合

g (ε) f ( x , y) = ∑
n

i =1

αi (ε) L i - 1 f ( x , y)

证明　由命题 1可知 , g (ε) f ( x , y) = eεLf ( x , y) , eεL是关

于算子 L 的无穷级数.设 Lmf 是第一个与前面序列线性相关

的项 ,即 Lmf ( x , y) = ∑
m- 1

i =0

βiL
if ( x , y) ,则有

Lm + 1 f ( x , y) = L ( Lmf ( x , y) ) = ∑
m - 1

i =0

βiL
i + 1 f ( x , y)

=βm - 1 Lmf ( x , y) + ∑
m - 2

i =0

βiL
i + 1 f ( x , y)

可见 Lm + 1 f ( x , y)可以表示为前 m项 L if ( x , y) ( i = 0 ,1 , ⋯, m

- 1)的线性组合.所以当 i > m + 1时 , L if ( x , y)也可以表示为

前 m项 L if ( x , y)的线性组合.从而命题得证.

例 1　在旋转群作用下讨论 Gaussian函数 G ( x + y) =

e - ( x
2

+ y
2
)及其对 x的一阶偏导数 Gx ( x , y) = - 2 xe - ( x

2
+ y

2
)对

应的基函数.

由表 1可知 ,旋转群的生成元 L = - y5/ 5 x + x5/ 5 y ; LG

( x , y) = 0 ; LGx ( x , y) = 2 ye - ( x
2

+ y
2
) = - Gy ( x , y) ; L2 Gx ( x , y)

= - Gx ( x , y)

所以 G( x , y)的基函数就是其本身 ,这也和 Gaussian函数的旋

转对称性是吻合的 ; Gx ( x , y)的基函数是{ Gx ( x , y) , LGx ( x ,

y) } ,这说明 Gaussian函数沿任一方向的一阶导数可以由 Gx

和 Gy的线性组合来表示.

例 2　平移群作用下 f ( x) = x2的基函数.

因为 L = 5/ 5 x , Lf = 2 x , L2 f = 2 , L3 f = 0 ,所以 f ( x)在平移

群作用下的基函数是{ f , Lf , L2 f } .

顺便指出 ,调节函数αi (ε)可以通过待定系数法确定 ,例

如对于 Gx的旋转变换 ,可以先将其表示为极坐标形式 Gx ( r ,

θ) = - 2 rcosθe - r
2

,当其旋转ε角时有

Gx ( r ,θ+ε) = - 2 rcos(θ+ε) e - r
2

= cosεGx - sinεGy

所以 ,α1 (ε) = cosε,α2 (ε) = sinε.

4　可控制滤波器在图像处理中的应用

　　在机器视觉的低级阶段和图像处理中 ,常常会对一幅图

像在不同方向和尺度上进行多次重复的卷积运算.如果卷积

中的核函数具有上述的可控制性质 ,则卷积过程可用图 1表

示.

图 1　可控制滤波器图像处理过程框图
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　　算法　可控制滤波器和图像卷积

(1)根据命题 2确定可控制滤波器的基函数 ,再由待定系

数法推出调节函数的表达式 ;

(2)计算图像与每一个基函数的卷积 ;

(3)对给定的某个参数值计算对应的调节函数值 ;

(4)计算图像最后的卷积结果.

这个算法可以用于改进 Canny 边缘检测器[8 ]的算法.

Canny边缘检测器首先对图像进行高斯平滑滤波 ,然后计算

不同方向的导数幅值 ,经过非极大值抑制和双阈值处理后就

可以确定边缘的位置和方向.由于导数运算可以沿任意方向 ,

所以确定边缘象素点处的最大梯度方向 ,计算量也是比较大

的.如果滤波和计算梯度的算子具有可控制性质 ,我们可以找

到两个基本的滤波方向 ,将这两个方向的滤波结果事先确定

出来 ,则图像沿任意方向的滤波结果可以由这两个基本滤波

结果通过适当的线性组合表示 ,从而避免了卷积运算 ,提高了

计算速度.因为卷积和导数运算的可交换性 ,所以有

5 G/ 5 n 3 f = ( n·̈ G) 3 f = n·̈ ( G 3 f )

其中 ,5 G/ 5 n为高斯函数 G( x , y)沿方向 n (单位向量)的方向

导数.设方向 n与 x轴的夹角为ε.因为

n·̈ G = cosεGx + sinεGy

注意这里5 G/ 5 n实际上是将坐标轴 x 旋转到 n方向 ,与前面

讨论的旋转群作用下函数旋转角度相差一个符号.所以只要

知道了 Gx 3 f 和 G〕y 3 f ,就可以很容易求出沿任一方向的梯

度 ,根据梯度最大值就可以确定边缘的方向.

下面的两幅图分别是利用改进的 Canny边缘检测器和未

改进 Canny边缘检测器对 Lenna图像检测的结果 ,实验结果表

明用改进算法得出的边缘检测结果和未改进算法的检测结果

没有太大差别.从计算复杂度角度讲 ,如果采用了 N ×N 卷

积模板 (一般 N = 2 ,3 ,5 ,7) ,对于原来的 Canny算法 ,每次卷积

运算都做需要 N2 次乘法 ,改进后除了在两个基本方向各需

要做 N2次乘法外 ,在求出旋转角的正弦和余弦值后 ,其余方

向的卷积只需做 2次乘法.所以这种设计方法在不损失图像

边缘检测精度的前提下有效地降低了计算量 ,这对大规模图

像的实时处理是很有价值的.

图 2　改进 Canny边缘检测算法 ( a)和未改进

Canny边缘检测算法 ( b)仿真结果

5　结论

　　用具有可控制性质的函数作为滤波器已经在图像处理和

计算机视觉的许多问题中得到应用.从数学角度对这类函数

进行分析以便使其应用有合理的解释是很重要的.本文从

OPG的角度讨论了这类函数的分解及基函数的确定问题 ,提

出了可控制滤波器和图像卷积的算法 ,并且将这种设计思想

用于图像的边缘检测问题 ,实验结果表明这种方法是有效的.

进一步需要研究的问题是多个变换连续作用下滤波器的设计

问题.
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