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　　摘　要 :　用卷积反投影 (CBP)算法作 CT重建 ,滤波函数是关键.本文建议一种新型滤波函数 ,给出了用它作 CT

重建的误差估计 ,分析了该滤波函数的时频特性 ,并用来作局部重建.模拟和实测数据的数字实验表明其在保证空间

分辨率的同时能较好地克服 Gibbs效应.
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Abstract :　Filter function is the key point of CT convolution backprojection. This paper suggests a new filter function and gives

the estimates of CBP ,and the analysis of the time2frequency character. By the filter ,Local tomography is implemented. The reconstruc2
tion results of simulation and experimental projection data show that this filter can improve Gibbs effects without decreasing the resolu2
tion of the images.
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1　引言

　　二维 CT重建中的卷积反投影 (CBP)算法应用十分广泛.

用 CBP算法重建目标函数 ,滤波函数是关键.常用的滤波函

数如 R - L (矩形)滤波函数、S - L (Shepp - Logan)滤波函数以及

Hamming滤波函数等 ,各有其优缺点.例如 , R - L 滤波函数空

间分辨率较高但 Gibbs现象较严重 ,因而降低了密度分辨率.

本文所建议的滤波函数能够在保证空间分辨率的同时 ,减小

Gibbs效应 ,在提高空间分辨率和密度分辨率之间取到了一个

较好的折衷 ,其性质特别有利于局部重建.

2　卷积反投影算法及新滤波函数

　　设重建目标函数 f ( x , y)在 R2 上具有有限支集 ,记 D =

supp f , f 的 Radon变换记为 f̂ :

f̂ ( p , <) =∫L f ( x , y) dl (1)

式中 L 表示经过 D的任意一条直线 ,参数方程为

图 1　Radon变换参数示意图

xcos < + ysin < = p (2)

式 (2) 中各参数代表的

含义如图 1 所示 , dl 是

线元.

公式 (1)的左边 ,即

目标函数的投影 , CT重

建就由这些投影值重构

目标函数 ,重建公式[1、2 ]

为 :

f ( r ,θ) =∫
π

0
∫
+∞

- ∞

f̂ ( p , <) q ( p′- p) dpd< (3)

p′= r·cos(θ- <)

q ( p) =∫
+∞

- ∞

| R| ei2πRpdR (4)

( r ,θ)为 ( x , y)的极坐标 ,为简化起见 ,对于不同坐标系目标

函数用同一个符号 f 表示 , R为 Fourier频率.式 (3)是理想的 ,
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但其中式 (4)对 R的积分是发散的 ,实际数值计算通常用适

当的滤波函数 :

H( R) = | R| W ( R)

代替| R| ,其中 W ( R)是窗函数.

本文建议一种窗函数 :

W ( R) =

λ0 A2

A2 - R2e - A
2
/ ( A

2
- R

2
) ,

0 ,

　
| R| ΦA

| R| > A
(5)

式中λ0是归一化常数.新滤波函数定义为 :

H( R) =

λ0 A2| R|

A2 - R2 e - A
2
/ ( A

2
- R

2
) ,

0 ,

　
| R| ΦA

| R| > A
(6)

W ( R)非负 ,关于 R 对称.不难证明 , W ( R)属于 C∞0 ,即

是支集有限且无穷次可微的函数. H ( R)是支集有限、除零点

外无穷次可微的函数.

3　误差估计

　　当式 (4)中的| R|被滤波函数 H( R)代替时 ,式 (3)表示的

是 f ( r ,θ)的近似值 ,记作 �f ( r ,θ) .在这一段中 ,我们将对二者

之间的差值作出估计.

记式 (5)表示的窗函数 W ( R)的二维 Fourier逆变换为

K( x , y) =∫
+∞

- ∞
∫
+∞

- ∞

W ( R) e i2π( x·X + y·Y) dXdY

式中

R = X2 + Y2

取λ0 = e ,并选择适当的 A使 K( x , y)满足归一化条件 :

∫
+∞

- ∞
∫
+∞

- ∞

K( x , y) dxdy = 1

于是 ,对相当广泛的目标函数 ,卷积反投影有如下误差估

计[5～7 ] :

E( r ,θ) = �f ( r ,θ) - f ( r ,θ) = -
1

4π2 A2
1

¨2 f·W″(0) + O ( 1
A3

1
)

(7)

其中 A1 > 1是一个与窗宽及采样频率有关的常数 .从误

差公式 (7)看出 ,对于确定的目标函数和固定的数据采集方

式 ,即 ¨2 f 和窗宽确定 ,那么卷积反投影算法的误差就主要取

决于窗函数在零点的二阶导数值.本文建议的新窗函数 ( 5)对

频率 R的二阶导数是 :

　　W″( R) =
4A6e - A

2
/ ( A

2
- R

2
) R2
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-

16A4e - A
2
/ ( A

2
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2
) R2
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-
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2
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2
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2
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+
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因此 , W″(0) = 0.于是由式 (7) :采用新滤波函数做卷积

反投影重建时 ,对于任何目标函数 ,算法本身产生的误差是高

阶小量 O ( 1
A3

1
) .

4　特性分析

　　以下我们把新滤波函数与几个常用的滤波函数如 : R - L

滤波函数、S - L 滤波函数以及 Hamming滤波函数作时频特性

比较和分析 ,并利用新滤波函数远处旁瓣的衰减特性给出局

部重建的原理.

411　频域特性

图 2　滤波函数频域特性比较

在同一坐标系内将

四个滤波函数的频域特

性曲线作图如图 2 ,其中

标记 1至 4分别为 R - L

滤波函数、S - L 滤波函

数、Hamming滤波函数以

及新滤波函数的频域特

性曲线.

理论上已知式 (5)表示的 H( R)在边界上是光滑的 ,在上

图也看到 ,新滤波函数在边界上光滑地趋近于零 ,因此会消弱

由于突然截断而导致的 Gibbs扰动.

412　时域特性

以下为滤波函数经 Fourier逆变换后的时域特性曲线图 ,

图中横坐标表示式 (4)中的 p ,纵坐标表示滤波函数经 Fourier

逆变换后 q ( p)的数值 :

图 3　( a) R - L 滤波函数 ; ( b) S - L 滤波函数 ;

( c) Hamming滤波函数 ; ( d)新滤波函数

下表给出了上述滤波函数经 Fourier逆变换后时域曲线

图所示的主瓣、旁瓣的宽度及幅值.

表 1　主瓣和旁瓣的幅值和宽度

滤波函数 主瓣幅值 主瓣宽 第一旁瓣幅值 第一旁瓣宽

新滤波函数 0. 149 1. 997 - 0. 015 0. 301

R2L 滤波函数 0. 25 1. 559 - 0. 082 0. 329

Hamming滤波函数 0. 088 2. 058 - 0. 027 0. 758

S2L 滤波函数 0. 202 1. 656 - 0. 059 0. 273

　　滤波函数对重建误差的影响主要有以下三个因素 :主瓣 ,

临近旁瓣及远处旁瓣[3、4 ] .主瓣越高越窄 ,空间分辨率越好 ;

旁瓣越小 ,数值精度越高 ,通常密度分辨率就越好.从时域特
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性图中可以看出 ,新滤波函数的主瓣高而窄 ,尤其是远处旁瓣

几乎为零 ,能够在保证空间分辨率的同时 ,相对地提高密度分

辨率.图 3 ( c)及图 3 ( d)中矩形框标出的部分表明 ,新滤波函

数远处旁瓣的抖动较 Hamming滤波函数更小.由此可见 ,新滤

波函数远处旁瓣具有良好的衰减性.根据公式 (3)采用常用的

滤波函数实现卷积反投影算法时 ,若离散采样点选取不当 ,则

由于远处旁瓣的存在 ,将会影响空间分辨率和密度分辨率 ,给

重建结果带来误差.新滤波函数减小了这种误差 ,这一性质很

有利于作局部重建.

413　局部重建

卷积反投影公式 (3)表明 ,若要重建区域 D内任意一点

( r ,θ)的目标函数值 ,理论上 ,需用到每一角度 <和每一方位

p下的所有 Radon投影值 f̂ ( p , <) .实际上 ,如果我们仅仅是对

被重建物体内部某一区域的情况较感兴趣 ,就不必要 (有时也

不可能)用全部数据.局部重建是近来国内外较为关注的课

题 ,用拟微分算子、小波分析等方法也得到一些结果 [8 ] ,本文

在下面建议的方法则完全不同 ,且十分简便 ,直接利用卷积反

投影成像公式 ,用新滤波函数的特性 ,确定所需部分数据的范

围 ,完成局部重建 ,所需时间相应减少.

图 4　局部重建数据范围示意图

具体地说 ,对任一

个感兴趣的局部区域

D′< D ,为表述简单 ,

我们不妨取 D′为圆形

区域 ,其半径为 R′,圆

心为 O′( x′, y′) .设 B

( O′, R′+τ)是一与 D′

同心的圆盘 ,半径为

R′+τ,τ为新滤波函

数主瓣和不为零旁瓣

宽度总和的一半 ,则只用穿过区域 B ( O′, R′+τ)的直线的

Radon数据 (图 4) ,就可以重建出 D′内任意一点 ( r ,θ)的值.

5　数字实验

　　用新滤波函数及常用滤波函数对模拟数据作 CBP全局

重建 ,并用新滤波函数对模拟和实测数据作局部重建 ,结果如

下所述.

511　全局重建实验结果

图 5是仿真图和用新滤波函数重建的图像 ,数值评价用

新滤波函数和常用滤波函数重建的图像.取三种评价函数 [1 ] :

归一化均方根距离测量值 d、归一化平均绝对距离测量值 r

及最坏情况距离测量值 e ,表达式分别为 :

d =
∑

M

j = 1∑
N

i =1
( f ij - �f ij)

2

∑
M

j =1∑
N

i = 1
( f ij - �f ) 2

1/ 2

r =
∑

M

j = 1∑
N

i =1
| f ij - �f ij |

∑
M

j = 1∑
N

i =1
| f ij |

e = max
0 Φ i , j ΦN/ 2

| Tij - Rij|

图 5　( a)仿真图像 ; ( b)采用新滤波函数重建图像

　
式中

Tij =
1
4

( f2 i ,2 j + f2 i + 1 ,2 j + f2 i ,2 j + 1 + f2 i + 1 ,2 j + 1)

Rij =
1
4

( �f 2 i ,2 j + �f 2 i + 1 ,2 j + �f 2 i ,2 j + 1 + �f 2 i + 1 ,2 j + 1)

上述表达式中 f ij和�f ij分别表示仿真图像和重建图像的第 i 行

第 j列像素的密度 ,即代表目标函数的精确值和重建值 , �f 表
示仿真图像的平均密度 ,即目标函数的平均值.对采用不同滤

波函数得到的重建图像 ,分别计算以上三种距离测量值 ,结果

列表 ,如表 2所示.

表 2　图 5所示重建结果的图像距离测量值

滤波函数

评价函数
d r e

新滤波函数 0. 081 0. 0137 0. 120

R - L 滤波函数 0. 079 0. 0156 0. 130

S - L 滤波函数 0. 079 0. 0138 0. 131

Hamming滤波函数 0. 090 0. 0137 0. 150

　　这三种距离测量值各反映了图像质量的不同方面 :少数

点大的偏差使得 d值较大 ,它强调少量大误差 , r则强调大量

小误差 , e为仿真图像和重建结果之间的最大密度偏差 [1 ,2 ] .

上表给出的结果表明 ,新滤波函数的综合评价较好 ,尤其最坏

距离测量值 e比几个常用滤波函数都小.

512　局部重建实验结果

下面我们给出模拟和实测数据的局部重建结果 ,图 6 ( a)

和图 7 ( a)中圆圈标出的部分是要局部重建的区域.

重建的仿真图 6 ( a)是 256 3 256大小的图像 ,采用扫描数

为 301角度数为 200 ,即 301 3 200的数据量 ,通常的 CBP算法

重建此整幅图像用时接近 3秒 ,采用新窗作局部重建 ,局部重

建区域半径为全局区域半径的 0. 35倍 ,用时不到 1秒.重建

医用模体模型图 7 ( a)成 1024 3 1024大小的图像 ,采用的数据

量为 720 3 576 ,重建区域为全局区域的十分之一 ,进行 CBP全

局重建耗时约 70秒 ,而局部重建仅需 2～3秒. (程序运行环

境 P4 1. 5G,128M ,vc6. 0)

上述数据和图像表明 ,重建出关心的局部区域图像 ,所需

数据较少 ,耗时较短 ,而且重建图像的质量不变.

432 　　电　　子　　学　　报 2004年



　　模拟数据 :

图 6　( a)仿真图像 ; ( b)保持原图图像分辨率 ; ( c)放大为 512 3 512图像分辨率

实测数据 :

图 7　( a)全局重建图像 ; ( b)保持原图图像分辨率 ; ( c)放大为 1024 3 1024图像分辨率

6　结论

　　以上我们从理论和数字实验两个方面分析了所提新滤波

函数的特性 ,结果表明 ,新滤波函数在保证空间分辨率的同

时 ,减小了 Gibbs效应.新滤波函数在时域中远处旁瓣的特性

还便于作局部重建 ,本文建议的局部重建方法简便、需要的数

据少、重建时间短.进一步精确的研究 ,需要另文阐述.
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