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　　摘　要 :　以三个单极子组成的均匀线性阵和三个单极子 \ 交叉环组成的非线性阵为例 ,通过使用MMUSIC算法

分别对他们接收到的包含两个目标的模拟海杂波数据进行处理后提取的目标到达角参数是否正确 ,检验 MMUSIC算

法对非线性天线阵的适用性 ,得出MMUSIC算法对均匀线性阵适用 ,对非线性阵列不适用的结论 ,并分析了原因.
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Abstract :　Using three monopoles array as the example of linear equispaced arrays and three monopole/ cross2loops array as the

example of nonlinear arrays ,MMUSIC algorithm is adopted to process the simulated data received from two kind of arrays on the condi2
tion of two sources on the sea. After processing ,the DOA(Direction of Arrival) of linear equispaced array we get is correct ,and of non2
linear array is incorrect. So the conclusion that MMUSIC algorithm is applicable for linear equispaced arrays ,but inapplicable for non2
linear arrays is drawn and the reason is also analyzed.
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1　引言

　　修正 MUSIC (Modified MUSIC ,MMUSIC)算法是由 Debasis

Kundu提出的[1 ] ,是近年来受到人们广泛重视的一种高分辨

率算法 ,可用于空间测向和谱估计等方面 ,能改善非相关信号

源在低信噪比情况下的角分辨率性能 ,还能对相关信号源进

行处理[2 ,3 ] ,性能优异.但它多是对均匀线性阵进行分析.均

匀线性阵虽然简单易行 ,在实际中得到广泛应用 ,但是它要达

到较高的角分辨率 ,必须采用较多阵元 ,从而导致阵列尺寸较

大.因此 ,现在世界各国都在研究非线性天线阵 ,以期达到以

较小的尺寸得到较高分辨率的目的.其中美国 CODAR公司研

制的 SeaSonde雷达[4 ]采用单极子/交叉环天线 ,具有外部尺寸

小的突出优点 ,值得借鉴.但MMUSIC算法是针对均匀线性阵

提出来的 ,如果要将之运用于单极子、交叉环阵列 ,必须先讨

论它对非线性阵列的适用性 ,下面我们就来讨论其适用性.

2　修正 MUSIC( MMUSIC)算法简介

　　考虑 M元均匀线性阵 ,设 D ( D < M)有个窄带信号源平

面波辐射到线阵上 ,信源方向分别为θ1 ,θ2 , ⋯,θD .经第 n次

快拍 ,得到的数据向量为

X( n) = AS ( n) + n ( n) , n = 1 ,2 , ⋯, N (1)

式中 , X( n) = [ x1 ( n) , ⋯, xM ( n) ]T

为 M个阵元输出 ;

A = [ a (θ1) , a (θ2) , ⋯, a (θD) ]

a (θk) = [1 ,e - jω
k , ⋯,e - j ( M - 1)ω

k ]T

ωk =
2πd
λ sin (θk)

T表示转置 ,λ是载波波长 , d 为阵元间距 , K = 1 , 2 , ⋯, D.

S ( n) = [ s1 ( n) , s2 ( n) , ⋯, sD ( n) ]T , sk ( n)为第 k个平面波的

复振幅.

n ( n) = [ n1 ( n) , n2 ( n) , ⋯, nM ( n) ]T

n1 ( n)为零均值、方差为σ2的白噪声 ,且与信号源不相关. N

为快拍次数.则 X( n)的相关矩阵 Rx为

Rx = E[ X( n) XH ( n) ] = APAH +σ2 IM (2)

式中 P = E[ S ( n) SH ( n) ] ,为信号相关矩阵 , IM 为 M 阶单位

矩阵.

　　令 J M是M阶交换矩阵 ,它除了 ( i , M - i + 1) ( i = 1 , 2 ,

⋯, M)位置的元素为 1 ,其它元素均为 0 ,即
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J M =

0 0 ⋯ 0 1

0 0 ⋯ 1 0

⋯

0 1 ⋯ 0 0

1 0 ⋯ 0 0

令 Y( n) = J MX3 ( n) (3)

X3 ( n)为 X( n)的复共轭.则 Y( n)的相关矩阵为

Ry = E[ Y( n) YH ( n) ] = J M E[ X3 ( X3 ) H] J M = J MR 3
x J M

= J MA 3 P 3 ( A 3 ) H J M +σ2 IM (4)

由 J MJ M = IM ,我们可以定义

R = Rx + Ry = APAH + J MA 3 P 3 ( A 3 ) H J M + 2σ2 IM (5)

设 Γ(θ) = a (θ) ∑
M

i = D+1

ViV
H
i a (θ) (6)

当θ=θ1 ,θ2 , ⋯,θD ,Γ(θ) = 0.这意味着Γ(θ)在θ=θ1 ,θ2 ,

⋯,θD有 D个最小值. MMUSIC算法就是利用这个性质来估计

信号到达角.我们按照以下的步骤来估计信号到达角 :

(1)计算 R的取样估计和它的特征值/特征向量分解 ;

(2)计算噪声谱估计Γ̂(θ) ;

(3)计算当Γ̂(θ) ;达到最小值时 ,θ1 ,θ2 , ⋯,θD的值 ,并将

它们做为信号到达角的估计.

在低信噪比 ,快拍数较少时 ,由于 Rx、Ry 是用有限次快

拍的数据进行估值的 ,存在估计误差 ,此时 ,用 R进行信号到

达角估计 ,将采集到的数据共轭重排后再用一次 ,具有平均的

意义 ,等效于提高了信噪比 ,因此可提高信号到达角估计的性

能.

3　MMUSIC算法对非线性天线阵的适用性讨论

　　下面我们使用MUSIC算法和MMUSIC算法分别对均匀线

性阵和非线性阵接受数据进行处理 ,检验 MMUSIC算法对非

线性天线阵的适用性.

均匀线性阵以三个单极子组阵 ( a)为例 ,如图 1所示 ;非

线性阵以三个单极子交叉环组阵 ( b)为例 ,如图 2所示.在假

定雷达的工作频率为 7. 5MHz ,天线间间隔为二分之一波长

(λ)的情况下 ,模拟检验在海杂波中出现二个目标的情况.假

设噪声为加性高斯白噪声 ,不同阵元噪声均为平稳随机过程 ,

且相互独立 ;空间信号为零均值平稳随机过程 ,它与阵元噪声

相互独立.

图 1　a阵元布置图　　　　　　图 2　b阵元布置图

　

对于 M元均匀线性阵 ,阵流形为 :

a (θ) = 1 e - j
2πfd

c sinθ ⋯ e - j
2π( M - 1) f d

c sinθ
T

(7)

对于三个单极子组成的均匀线阵

阵元布置如图 1

　　阵流形为

a (θ) = 1 e - j
2πfd

c sinθ e - j2·2πfd
c sinθ

T
(8)

它是均匀线性天线阵.

对于单极子/交叉环天线 ,它最早是由两个相互正交的环

和一个与两环交叉线重合的单极子天线组成 [5 ] ,现在则用两

个相互正交的铁氧体棒代替交叉环 ,棒中间留有空隙 ,单极子

天线从中穿过 ,从而使三天线对垂直极化有相同的相位中

心[6 ] .其中环天线的辐射方向性类似于磁偶极子 ,为余弦辐射

模型[7 ] .单极子/交叉环的阵流形为 :

a (θ) = 1 cosθ sinθ T (9)

利用单极子、交叉环组阵 ,它的阵流形同时具有均匀线性

阵和单极子/交叉环的阵流形的特点.

三个单极子交叉环组阵的阵元布置如图 2

阵流形为

a (θ) =

1

cosθ

sinθ

e - j
2πfd

c sinθ

cosθ·e - j
2πfd

c sinθ

sinθ·e - j
2πfd

c
sinθ

e - j2·2
πf d

c sinθ

cosθ·e - j2·2
πfd

c sinθ

sinθ·e - j2·2πf d
c sinθ

(10)

图 3　a阵MMUSIC角度谱

当 arg1 = 40度 , arg2

= 60度 ,SNR = 5dB , ns =

9时 ,使用 MMUSIC算法

对 a阵和 b阵接收数据

分别进行处理 ,进行到

达角分辨 ,结果如图 3、4

所示.

　　图 3 是用 MMUSIC

算法对三个单极子组成

的均匀线性阵进行处理

图 4　b阵MMUSIC角度谱

的结果 ,正确分辨出 40

度和 60 度两个到达角 ;

图 4 是用 MMUSIC算法

对三个单极子/交叉环

组成的非线性阵进行处

理的结果 ,无法正确分

辨出 40 度和 60 度两个

到达角.

可见 , MMUSIC算法

可以改善均匀线性阵的

角分辨力 ,但对非均匀线性阵失效 ,反而破坏了它们的角分辨

能力.
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4　对非均匀线性阵失效的原因分析

　　我们可以看出 , MMUSIC算法的基本前提是 ARxA
H +

α2 IM , J MA 3 R 3
x ( A 3 ) H J M +σ2 IM , ARxA

H + J MA 3 R 3
x ( A 3 ) H J M

+ 2σ2 IM具有相同的噪声子空间.下面我们来看看这个结论

的推导过程.

对于任意的τ1 ,τ2 , ⋯,τD ,存在 g1 , g2 , ⋯, gD 使得 z1 =

e jτ
1 , ⋯, zM = e jτ

D是多项式方程 :

P( z) = g0 + g1 z + ⋯+ gDzD = 0 (11)

的根.

因为多项式 P( z)的根在单位圆上 ,所以有

z 3
k = z - 1

k , k = 1 ,2 , ⋯, D (12)

定义多项式

Q ( z) = zD P 3 ( z) = g 3
D + g 3

D - 1 z + ⋯+ g 3
0 zD (13)

利用式 (12) ,可以看出 , P ( z)和 Q ( z)有相同的根.比较

这两个多项式的系数 ,有

gk

gD
=

gD - k

g0
, 　k = 0 ,1 , ⋯, D (14)

由式 (14)和式 (11) ,我们可以得出 ,对于任意的τ1 ,τ2 ,

⋯,τD ,存在 bk = gk ( g 3
0 / gD) 1/ 2 , k = 0 ,1 , ⋯, D ,使得

b0 + b1e jτ
k + ⋯+ bDe jDτ

k = 0 , 　k = 1 ,2 , ⋯, D (15)

其中 bi = bD - i , i = 0 ,1 , ⋯, D (16)

观察到 bi 具有变换对称的性质 ,因此式 (16)也可以简洁

的写成 :

b = J Mb 3 , 　b = ( b0 , b1 , ⋯, bD) (17)

这里 J M是M×M的交换矩阵.

J M =

0 1

Ψ
1 0

(18)

设 u是对应于 Rx 的一个为σ
2 的特征值的特征向量 ,即

噪声子空间中的一个向量 ,因为 rank ( Rx) = D ,所以

ARxA
H u = 0 ] AH u = 0 (19)

由式 (11) 、(15) 、(17)可知 ,对于任意的 u ,存在一个非零

复常数 c ,使得

b = cu (20)

这里 b = J Mb 3 .

因此 ,由式 (19) 、(20)以及 J 2
M = IM ,可以得出

AH u = 0 ] AH b = 0 ] J MA 3 R 3
x ( A 3 ) H J MJ Mb 3 = 0

] J MA 3 R 3
x ( A 3 ) H J Mu = 0

(21)

也就是说 u 同时也是对应于 J MA 3 R 3
x ( A 3 ) H J M +σ2 IM

的一个为σ2 的特征值的特征向量 ,由此我们可以得到结论

ARxA
H +σ2 IM , J MA 3 R 3

x ( A 3 ) H J M +σ2 IM , ARxA
H + J MA 3 R 3

x

( A 3 ) H J M + 2σ2 IM具有相同的噪声子空间.

　　可见 ,以上结论是在天线阵的阵流形可以写成多项式的

情况下推导出来的.均匀线性阵的阵流形可以写成多项式 ,而

单极子、交叉环阵列的阵流形无法写成多项式形式 ,所以

MMUSIC算法对均匀线性阵适用 ,对非线性阵列不适用.

5　结论

　　MMUSIC算法实质上是前后向空间平滑方法中子阵长度

与阵元数相同的特殊情况 ,它只对均匀线性阵适用. MUSIC[8 ]

算法也是针对均匀线性阵提出的 ,但它实际上可以采用几乎

是任意形状的阵元布置 ,只要满足在 D个独立信号源的条件

下 ,矩阵 A具有 D个线性无关的列就行了.因此 ,在非线性阵

情况下 ,采用MUSIC算法进行角度分辨是较好的方法.
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